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Vorwort

Das vorliegende Buch soll den Studenten der Natur- und Ingenieurwissenschaften
mit den Grundlagen der Thermodynamik vertraut machen und an prignanten
Beispielen mit ausfiihrlichen Lésungen zeigen, wie konkrete Probleme anzugehen
sind. Die Begriffe Temperatur und Wéarme entsprechen der Alltagserfahrung. An-
ders als in der Mechanik und Elektrodynamik ist es jedoch erst nach 1900 zu einer
mathematisch tragfadhigen Formulierung der Thermodynamik gekommen. Dies liegt
vor allem daran, daf} sie alltdgliche Vorgénge der Vielteilchenphysik beschreibt, die
ihrer Natur nach statistischen Unbestimmtheiten unterliegen. Deshalb besitzt die
Thermodynamik eine andere mathematische Struktur als etwa die Mechanik und
wird im Prinzip erst durch die statistische Mechanik vollstdndig beschrieben, die
makroskopische Eigenschaften aus den mikroskopischen molekularen Eigenschaften
herleitet. Demgegeniiber interessieren in den technischen Anwendungen vor allem
die Beziehungen zwischen makroskopischen Mittelwerten, wobei Abweichungen von
diesen Mittelwerten nur gelegentlich eine Rolle spielen. In der Thermodynamik
gelingt es, die fiir die Anwendungen wichtigsten statistischen Sachverhalte bereits
durch zwei Groflen ndmlich Temperatur und Entropie darzustellen, ohne die mikro-
skopischen Eigenschaften der Molekiile heranziehen zu miissen. Die beiden Grofien
lassen sich iiber wenige Erfahrungstatsachen (Hauptsétze) der makroskopischen Phy-
sik widerspruchsfrei einfithren. Fiir die meisten Anwendungen in der technischen
Thermodynamik und physikalischen Chemie erweist sich diese makroskopische
Beschreibung als hinreichend.

Das Buch besteht aus vier Teilen:

Teil T befaft sich mit den Grundbegriffen der Thermodynamik. Sie werden fiir
die Gleichgewichtszustéinde der Systeme iiber die vier Hauptsitze (Null bis drei)
eingefithrt. Die Hauptsétze reichen aus, um die Rolle der Temperatur und der
thermodynamischen Potentiale zu verstehen und das physikalische Verhalten am
absoluten Nullpunkt herzuleiten. Die Anwendungen sind so ausgewéhlt, daf} die we-
sentlichen Begriffsbildungen an charakteristischen Beispielen aus den verschiedenen
Spezialgebieten der Thermodynamik geklart werden.

Teil IT behandelt die Thermodynamik irreversibler Prozesse. Hier wird die lineare
Theorie der Ausgleichsvorgéinge in rdumlich inhomogenen Systemen beschrieben.
Diese Systeme werden als Vereinigung vieler kleiner homogener Materialelemen-
te mit Konvektionsbewegung dargestellt, von denen sich jedes in einem inneren
Gleichgewicht im Sinne von Teil I befindet. Aus der Unterschiedlichkeit der Gleichge-
wichtsparameter ergeben sich dann Néherungen fiir den Zeitverlauf des Ausgleichs-
vorgangs. Auf diese Weise entsteht eine zeitabhéngige Kontinuumsthermodynamik,
die fiir die meisten praktischen Anwendungen hinreichend ist. Dabei sind die Phé-
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nomene der thermischen Schwankungen vernachlassigt, die man bei sehr kleinen
Materialelementen gesondert beachten muf.

Teil IIT erlautert deshalb die thermischen Schwankungen. Hier werden die statis-
tischen Methoden soweit besprochen, als es fiir Verstédndnis und Beurteilung der
Schwankungen notwendig ist. Eine zentrale Rolle spielt dabei das Schwankungs-
-Dissipations Theorem, welches die Hohe und Breite der mittleren Fluktuation
abschétzt. Dariiberhinaus stellt Teil IIT den Zusammenhang zwischen Thermodyna-
mik und klassischer Mechanik des Vielteilchensystems auf Basis der statistischen
Mechanik der Gleichgewichtsphénomene dar. Hier wird der statistische Hintergrund
der thermodynamischen Potentiale und der Temperatur erlautert.

Teil IV enthélt die ausfiihrlichen Losungen aller Aufgaben.

Das Buch ist auch zum Nachschlagen fiir Physiker, Chemiker und Lehrer geeignet.
Mathematisch werden nur Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung sowie
der Vektoranalysis vorausgesetzt. Zur Orientierung in der Vielfalt der Spezialgebiete
werden Hinweise zu Lehrbiichern der technischen Thermodynamik und physikali-
schen Chemie gegeben. Die Tabellen im Anhang stellen dem Leser einige fiir die
Praxis wichtige Daten direkt zur Verfiigung.

Meinem Sohn Max danke ich fiir die Hilfe bei den Graphiken und Tex-Anwendungen
und Herrn Horn vom Verlag Harri Deutsch fiir die gute Zusammenarbeit.

W. Langbein
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Einleitung

Die Thermodynamik behandelt Vorgéange, die mit den Begriffen Temperatur und
Wirme zusammenhéngen. Betrachtet werden naturgeméf nur solche Systeme, fiir
die diese Begriffe sinnvoll sind, ndmlich Systeme mit sehr vielen Teilchen, fiir die
nur wenige experimentell zugéngliche Groflen gemessen werden. Die Sonderrolle
der Thermodynamik unter den physikalischen Theorien besteht darin, dafl sie
mit einer anderen Strategie an die physikalischen Vorgéange herangeht. Sie verzich-
tet von vornherein auf eine vollstdndige Beschreibung des Gesamtsystems und
beschrénkt sich auf wenige makroskopisch zugéngliche Meflgréfien, wobei natiir-
lich die Existenz vieler ungemessener mikroskopischer Variablen nicht iibersehen
wird. Die Thermodynamik leitet GesetzméBigkeiten zwischen makroskopischen
Mittelwerten her, die nicht von den ungemessenen Variablen der Einzelmolekiile
abhéngen und begrenzt dadurch den theoretischen Aufwand bei der Bewertung
physikalischer Systeme. Die statistischen Eigenschaften der betrachteten Vielteil-
chensysteme werden dabei nur zur physikalischen Orientierung, nicht aber zur
Herleitung von Gesetzméifigkeiten benutzt. Typisch fiir dieses Vorgehen ist die
Einfiihrung der Temperatur des Systems. In der statistischen Mechanik ist sie
der Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Thermodynamik kommt
dagegen ohne Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus und fithrt die Temperatur iiber
eine Reihe von Hauptsitzen ein, die auf wenigen einfachen Erfahrungen mit makro-
skopischen Systemen beruhen. Die Umsetzung der Hauptsétze in eine mathematisch
widerspruchsfreie Definition der Grundbegriffe Temperatur und Entropie erfordert
einiges Argumentieren mit periodischen Maschinen, das zugleich griindliche Ein-
sichten in die Natur von Warmekraftmaschinen liefert. Da die Thermodynamik
Beziehungen zwischen makroskopischen Gréflen ohne Bezug auf die Statistik des
Vielteilchensystems herleiten kann, ist sie ein wertvolles Werkzeug fiir praktische
Anwendungen in Warmetechnik und physikalischer Chemie. Wegen der Einfachheit
ihrer Grundannahmen kann sie dabei sehr allgemeine Systeme beschreiben.

Die Thermodynamik der Gleichgewichtszustédnde hat das mittlere Verhalten der
ZustandsgroBen nach Erreichen des Gleichgewichts zum Gegenstand. Sie begriindet
die Begriffe der Warmelehre, die auch fiir die Beschreibung zeitabhéngiger Vorgénge
wichtig bleiben. Die Grundbegriffe der Gleichgewichtsthermodynamik erlautern wir
in Kapiteln 1-4. Anschlielend betrachten wir das Gleichgewicht von Stoffmischun-
gen mit chemischen Reaktionen und Phaseniibergdngen im Rahmen der mechanisch
isotropen pdV-Thermodynamik, in der als Arbeitskoordinate nur das Volumen
auftritt (Kapitel 5-7). Danach behandeln wir auch Systeme mit allgemeineren
Arbeitskordinaten wie Oberflacheninhalten oder magnetischen und elektrischen
Dipolmomenten in dufleren Feldern (Kapitel 8, 9). Die makroskopischen Phéanomene
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bei tiefen Temperaturen werden im Rahmen des dritten Hauptsatzes besprochen
(Kapitel 10). Anschliefend gehen wir auf das thermodynamische Verhalten an
kritischen Punkten sowie die Skalenhypothese ein (Kapitel 11).

Die Art und Weise wie makroskopische Grofien zeitlich ihr Gleichgewicht erreichen
ist Gegenstand der Thermodynamik irreversibler Prozesse, die wir als Kontinuums-
theorie formulieren: In Kapitel 12 erlautern wir die Bilanzen von Masse, Impuls,
Energie und Entropie in der Kontinuumsthermodynamik. Eine besondere Rolle
spielt dabei die Energiebilanz des reversiblen Ersatzprozesses (Fundamentalglei-
chung von Gibbs) sowie die Abspaltung der Konvektionsbewegung. Kapitel 13
betrifft die kinetischen Gleichungen als Relaxationsgleichungen fiir die Zustandsfel-
der. Hier wird das Konzept der kinetischen Koeffizienten als Parameter der linearen
Relaxation eingefiihrt, das den meisten Anwendungen aus der technischen Ther-
modynamik und physikalischen Chemie zugrundeliegt. Die Anwendungen in den
folgenden Kapiteln 14-17 sind nach den Eigenschaften der kinetischen Koeffizienten
geordnet und umfassen der Reihe nach: Mechanische und chemische Dissipation,
Wiérmeleitung und Diffusion, thermoelektrische Effekte und chemische Reaktionen.
Diese Phanomene werden durch die Relaxationsgleichungen der makroskopischen
Thermodynamik in guter Naherung beschrieben.

Abweichungen von den Losungen der Relaxationsgleichungen werden in der Praxis
erst dann wichtig, wenn die zeitlichen Schwankungen um die makroskopischen
Mittelwerte nicht mehr vernachléssigbar sind. Dies ist bei sehr kleinen Systemen
oder auch in der Néhe kritischer Punkte der Fall. Hier mufl auf die Berechnungs-
methoden der statistischen Mechanik zuriickgegriffen werden, die wir in Kapiteln
18-20 soweit erldutern, wie es zum Verstdndnis der thermischen Schwankungen
notwendig ist.

Schliefllich stellen wir in Kapitel 21 den Zusammenhang zwischen Thermodynamik
und der klassischen Mechanik des Vielteilchensystems auf Basis der statistischen
Mechanik des Gleichgewichts dar. Hier wird auch der quantenmechanische Einflufl
auf die thermodynamischen Gréflen angesprochen.
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Gleichgewichtsthermodynamik






1 Thermodynamische Systeme

Die Thermodynamik ist eine Rahmentheorie zur Behandlung allgemeiner physikali-
scher Systeme und hat deshalb einen breiten Anwendungsbereich. Charakteristisch
fiir die zugrundegelegten Systeme ist, daf sie sehr viele physikalische Variablen ent-
halten, von denen nur wenige leicht mefibare Groflen Gegenstand der physikalischen
Betrachtung sind. Es ist fiir die Thermodynamik wesentlich, dal man zusammen
mit dem System auch stets seine Umgebung im Auge behalten mufl. Die wichtigsten
Systemeigenschaften werden in den folgenden Abschnitten zusammengefafit.

1.1 Geometrie und Inventar

Thermodynamische Systeme sind Teilstiicke der Welt, die sehr viele Teilchen (auch
Anregungsquanten von Feldmoden) enthalten. Es werden nur solche Systemgrofien
hinterfragt, die sich aus den Beitrédgen von sehr vielen Teilchen zusammensetzen.
Die Teilchenzahl soll so grof sein, daf§ sich fiir die Systemgroéfien nach hinreichenden
Wartezeiten (Relaxationszeiten) nahezu konstante Werte einstellen, wenn das
System isoliert ist. In den Anwendungen wird ein Physiker kaum Miihe haben
zu entscheiden, welche zeitlichen Restschwankungen vernachlissigbar sind. Die
geometrischen Begrenzungen des Systems sollen einen geschlossenen Rand bilden.
Sie konnen mit den Innenflichen eines Geféafles iibereinstimmen, miissen es aber
nicht. Letzterer Fall liegt z. B. vor, wenn man ein geometrisch definiertes Teilvolumen
eines Gasraumes betrachtet. Wir verwenden fiir das System (Raumanteil mit
Inventar) die Bezeichnung A. Seine geometrische Begrenzung (Wand) sei o und seine
Umgebung A,. Die Definitionen sind in Abb. 1.1 noch einmal zusammengestellt.

1.2 Wechselwirkungen

Fiir das Systemverhalten wesentlich sind die Wechselwirkungen mit der Umgebung,
die durch die Systemwénde tibertragen werden. Die Klassifizierung der Wechsel-
wirkungen des Systems A erfolgt am einfachsten tiber die Riickhalteeigenschaften
seiner Wand o

» Das System A ist materiell abgeschlossen, wenn seine Wand o jeden Materialaus-
tausch verhindert. Fiir materiell abgeschlossene Systeme ist die Gesamtmasse
zeitlich konstant, wihrend sich die Teilmengen der einzelnen Stoffsorten durch
chemische Reaktionen noch &ndern kénnen. Bei der Diskussion chemischer
Prozesse ist es gelegentlich sinnvoll, semipermeable Wénde zu betrachten, die
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Umgebung A,

Wand o

Abbildung 1.1 Thermodynamisches System

fiir manche Stoffsorten durchléssig, fiir andere dicht sind. Heifler Quartz ist
durchléssig fiir Helium, aber dicht fiir andere Gase.

» Das System A ist mechanisch abgeschlossen, wenn seine Wand o undurchléssig
fiir mechanische Arbeit ist. Die an das System A tibertragene Arbeitsleistung
ist

A= /deK (1.1)

wobei dK die von der Umgebung auf das Flachenelement do der Systemwand
o ausgeiibte Kraft ist. I ist die Geschwindigkeit des Wandelements do. Insbe-

A,

o do

Abbildung 1.2 Arbeitseintrag in das System A

sondere findet durch starre Wénde, also fir & = 0, kein Arbeitsiibertrag statt.
Es muf hier angemerkt werden, dafl es in der Thermodynamik auch den Begriff
der nichtmechanischen Arbeit gibt. Diesen Begriff fiithrt man ein, wenn in die
Betrachtung Gréfien aufgenommen sind, deren Anderung zeitlich umkehrbar
durch Ubertrag (Ein- oder Austrag) mechanischer Arbeit vollzogen werden
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kann. Dazu zdhlt z. B. der Ladezustand einer Batterie, der iiber einen idealen
Elektromotor in beiden Richtungen durch Ubertrag mechanischer Arbeit geén-
dert werden kann (chemische Arbeit). Dasselbe gilt auch fir die magnetische
Polarisierung eines Materialstiicks, die durch Ubertrag mechanischer Arbeit
gedndert werden kann, indem man das Material geeignet durch magnetische Fel-
der bewegt (magnetische Arbeit). Driickt man den dquivalenten mechanischen
Arbeitsiibertrag durch die Anderungen von Aufladung oder Magnetisierung
aus, so erhilt man den Ubertrag an chemischer bzw. magnetischer Arbeit.

» Auch wenn das System materiell und mechanisch abgeschlossen ist, kann es
noch energetischen Kontakt mit der Umgebung haben, z. B. der Wassertopf
auf der heiflen Ofenplatte. Es handelt sich um thermische Energieiibertréage,
die iiber StoBwechselwirkungen der Einzelteilchen des Systeminventars mit der
Umgebung erfolgen. Diese Wechselwirkung kann an den mechanischen, chemi-
schen und elektromagnetischen Grofien des Systems nicht abgelesen werden
und wird durch die Eigenschaften der Temperatur reguliert. Das System A ist
adiabatisch abgeschlossen, wenn durch seine Wand o keine thermische Energie
(Wérme) iibertragen werden kann. Die Wénde einer guten Thermosflasche
kommen der Idealisierung einer adiabatischen Wand recht nahe.

» Das System A ist isoliert, wenn es materiell, mechanisch und adiabatisch
abgeschlossen ist.

1.3 ZustandsgroBen und Gleichgewichtszustande

In der Thermodynamik werden nur makroskopische Gréen hinterfragt, also Varia-
blen, die sich aus den Beitragen von sehr vielen Teilchen zusammensetzen. Unter
den etwa 1023 Variablen eines makroskopischen Systems zeichnen sich die makro-
skopischen Gréflen dadurch aus, dafl ihre relativen Schwankungen wéhrend eines
charakteristischen Zeitintervalls (etwa der mittleren StoBzeit eines Einzelteilchens)
wegen der vielen Einzelbeitrige ein vorgegebenes schmales Fehlerband unterschrei-
ten. Wie dieses Fehlerband zu wahlen ist, hdngt von der konkreten physikalischen
Situation ab. Nur die Kurzzeitmittelwerte dieser makroskopischen Groéfien sind
als thermodynamische Variable zu betrachten. Zum Beispiel ist der Druck einer
Teilzelle des Systems eine thermodynamische Variable, wenn hinreichend viele Teil-
chen in der Zelle sind. Der zugrundeliegende physikalische Sachverhalt ist dadurch
gekennzeichnet, dafl die Schwankungen der Kurzzeitmittelwerte fiir makroskopische
Groflen ebenso gering sind, wie die Schwankungen der Langzeitmittelwerte fiir
mikroskopische Grofien. Prazisierungen findet man in der statistischen Mechanik.
Fiir thermodynamische Variablen sind also wihrend einiger Stoflzeiten nur geringe
Schwankungen zu erwarten. Dies schlie§t nicht aus, dal die thermodynamischen
Variablen systematischen Langzeitdnderungen unterliegen, die von der Kopplung
des Systems A an seine Umgebung abhéngen. Man trifft dann die folgenden
Definitionen:
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» Eine Zustandsgrofle ist eine thermodynamische Variable, die bei zeitunabhéngi-
ger Kopplung des Systems an seine Umgebung nach einer systemabhéngigen
Wartezeit (Relaxationszeit) einen nahezu konstanten Wert annimmt. Dies ist
der Gleichgewichtswert der Zustandsgréfe. Eine Prazisierung wird in Kap. 20.3
gegeben.

» Der Gleichgewichtszustand ist durch die Gesamtheit der Zustandsgréfien nach
Relaxation gegeben. In den Anwendungen sind erfahrungsgemaf nur wenige
Zustandsgroffen unabhéngig voneinander. Jede Teilmenge von Zustandsgrofien,
die alle anderen Zustandsgroflen festlegt, ist zur Definition des Gleichgewichts-
zustandes hinreichend. Solche Teilmengen wollen wir als vollstdndige Sétze von
Zustandsgrofien bezeichnen.

Erlduterungen sind im néchsten Abschnitt zusammengefafit.

1.4 Mathematische Formulierung

Die Aussagen der Thermodynamik werden durch Beziehungen zwischen den Zu-
standsgrofen dargestellt. Es werden dabei stets auch langsame Ausgleichsvorgénge
zwischen verschiedenen Systemen betrachtet, von denen sich jedes einzelne im inne-
ren Gleichgewicht befindet. Es ist deshalb sinnvoll, den Begriff der Zustandsgrofie
auch schon dann zu verwenden, wenn er sich nur auf Teilzellen des betrachteten
Systems bezieht, die sich relativ zueinander noch im Ungleichgewicht befinden.
Wir verwenden die folgende Beschreibung: Systeme A werden durch endlich viele
Zustandsgroflen ©,,a = 1...J beschrieben. Dies sind makroskopische Gréflen im
Sinne von Kap. 1.3, die bis auf vernachléssigbare Restschwankungen gegen zeitlich
konstante Grenzwerte streben, wenn das System A zeitlich konstanten dufleren
Einflissen unterliegt. Die Relaxationseigenschaft wird damit zum Auswahlkriteri-
um fiir Zustandsgrofen gemacht. Dabei ist es sinnvoll, fiir die Formulierung des
Systemverhaltens die Idealisierung

|tlim O4(t) —Ou| =0

zu treffen, d.h. die Restschwankungen aufler acht zu lassen. Diese Nédherung
liegt allen Darstellungen der Thermodynamik zugrunde. Zum Beispiel sind die
Orte der Einzelteilchen des Systeminventars keine Zustandsgréfien, wohl aber die
makroskopischen Grofien: Druck p, Volumen V., Teilchenzahl N, Gesamtenergie U,
elektrische oder magnetische Polarisation, ..., Temperatur, ...

In der Thermodynamik kommt man mit einer begrenzten Zahl von Zustandsgrofien
aus, die einen vollstdndigen Satz bilden. Ihre Anzahl sei J. Fir die Zusténde des
Systems A ergibt sich dann die Darstellung

Z(t) = (01(t)...0,4(t) € R’

wobei Z(t) der Zustandsvektor und IR’ der J-dimensionale Zustandsraum des
Systems ist. Fiir grofle Zeiten ¢ streben die Zustandsgrofien ©,(t) gegen Konstanten
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O, und das System A gelangt ins thermodynamische Gleichgewicht. Was dabei
physikalisch passiert, illustrieren wir an dem folgenden einfachen Beispiel. Man
betrachte ein reines Gas in einem rédumlich heterogenen Zustand, bestehend aus
zwel gleich groflen Zellen mit einer Innenwand, die geringfiigig durchléssig fiir
Gasmolekiile und Wérme ist. Solange die beiden Zellen nicht im thermodynami-

Abbildung 1.3 Relaxationsvorgang

schen Gleichgewicht sind wird der Zustand durch je zwei Werte von Energie und
Teilchenzahl beschrieben:

Z(t) = (U1 N1 U2 NQ) S B4

Nach Relaxation ¢t — oo gelten die beiden Gleichgewichtsbedingungen U; =
Us, N; = Ns. Der Gleichgewichtszustand (thermostatischer Zustand) 148t sich
deshalb bereits durch 2 (statt 4) unabhéngige ZustandsgréBen darstellen. Die Gleich-
gewichtszusténde fiillen hier nur einen zweidimensionalen Unterraum (Hyperflache)
des Zustandsraumes IR* aus. Die mathematische Seite dieser Situation lat sich so
zusammenfassen:

(a) Allgemeine thermodynamische Zustéande werden durch zeitabhéngige Zustands-

vektoren Z(t) = (©1(t)...0,(t)) € IR’ beschrieben, die fiir grofie Zeiten
relaxieren, sodafl die Grenzwerte

GQ:tlim O,() ,a=1...J

existieren. Damit alle interessierenden ZustandsgréBen durch Z(t) ausgedriickt
werden konnen, miissen die Zustandsgrofien O4(t) ... 0 ;(t) einen vollstdndigen
Satz bilden.

(b) Die nach (a) existierenden Gleichgewichtszustinde Z liegen in einem Unterraum
IR von IR’ mit einer Dimension kleiner als J, da sie eine Reihe von Gleichge-
wichtsbedingungen erfiillen. Diese Bedingungen treffen vor der Relaxation nicht
Zu:

Z=(0,...0;)c Rc R’ .
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Die Ungleichgewichtszustéinde Z(t) erreichen den Gleichgewichtsraum R cC IR’
erst nach der Relaxation. Wir wollen IR auch die thermostatische Hyperfliche
nennen.

Dieser Rahmen ist zur Beschreibung der thermodynamischen Phénomene hinrei-
chend.

1.5 Aufgaben

Aufgabe 1-1: Reziprozitdtsbeziehung

Wir bezeichnen mit (%) o die Ableitung bei fixiertem C wenn A von B und C
abhéngt. Beweise die Beziehung

(o). (), (5x), =

Aufgabe 1-2:

100 g NaCl und 150 g Zucker C15H35011 sind in 0,5 kg reinem Wasser gelost. Wie
grof} sind die Molzahlen der drei Komponenten? Wie grof} ist das Molvolumen des
Systems wenn sein Volumen 200 cm? ist?

(Die Atomgewichte fiir Na Cl C H O sind 23,00 35,45 12,01 1,008 16,00)

Aufgabe 1-3:

Natiirlich vorkommendes Bor hat das Atomgewicht 10,811 . Es ist eine Mischung
der Isotopen 9B mit Atomgewicht 10,0129 und "B mit Atomgewicht 11,0093 .
Wie grof} ist der Molanteil des "B in der Mischung?

Aufgabe 1-4:
Eine 10 g Probe besteht aus 50 Molprozenten Ha, 30 Molprozenten HD (Wasser-
stoffdeuterid) und 20 Molprozenten Dy . Wie grof} sind die Molzahlen? Welche

Zusatzmasse Dy mufl zugemischt werden, damit der Ds-Molanteil 30 Prozent
erreicht? (Die Atomgewichte fir H und D sind 1,00814 und 2,01474)



2 Empirische Temperatur und nullter Hauptsatz

Threr Natur nach ist die Temperatur eines Systems der Parameter einer Wahr-
scheinlickeitsverteilung fiir unvollstdndig kontrollierte Variablen. Der physikalische
Hintergrund wird in der statistischen Mechanik beschrieben. Demgegeniiber wird
die Temperatur in der Thermodynamik auf empirischem Wege eingefiihrt.

2.1 Nullter Hauptsatz und lineare Ordnung
der Gleichgewichtszustande

In der phanomenologischen Thermodynamik muf3 die Temperatur {iber die Eigen-
schaften des systematischen Warmeiibertrags eingefithrt werden. Man sucht eine
Zustandsfunktion 7(Z), die beschreibt, dafi die Wéarme von , heiff“ nach ,kalt“ fliefit.
Die notwendigen Forderungen werden im Nullten Hauptsatz zusammengefafit: Es
existiert in Z € IR mindestens eine Zustandsfunktion 7(Z) mit der Eigenschaft,
daf} die Relationen

7(Z1) E 7(Z2)

dquivalent sind zu den Warmeiibertragsrichtungen

—

Z1 T Zy

Dabei bedeuten die Relationen Z; — Zy (bzw. Zy ... Z5), dafl bei thermischem
Kontakt Warme vom System A(Z;) zum System A(Z3) flieBt (bzw. kein systema-
tischer Warmeitibertrag stattfindet). A(Z;) und A(Z3) sind zwei Ausfertigungen
des Systems A in den Gleichgewichtszustdnden Z; und Z. Um den physikalischen
Inhalt dieser Forderungen zu erfassen, vergegenwértigen wir uns, was sie flir den
Wirmeiibertrag bedeuten. Der nullte Hauptsatz kann nur richtig sein, wenn die
Wiérmeiibertragsrelationen — und ... ebenso wie die Temperaturvergleichrelatio-
nen > mathematisch transitiv sind, also fiir die Gleichgewichtszusténde eine lineare
Ordnung definieren (Gleichheit wenn kein Warmeiibertrag). Was dies physikalisch
bedeutet, 148t sich am einfachsten an Situationen verstehen, die diese Transitivi-
téat verletzen, also dem nullten Hauptsatz widersprechen. Nichttransitiv sind die
Wiérmezirkel

Z Z Z

NS R

Zg Zj ZS

Zs Zy T Zy
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Solche Zirkel zwischen Gleichgewichtszustinden mit Wérmeleitung werden in der
Natur nicht beobachtet.

2.2 Temperaturskalen

Nach Kap. 2.1 definieren die Eigenschaften des Warmeiibetrags fiir jeden vorge-
gebenen Satz von Gleichgewichtszusténden eine lineare Wéarmeordnung, die bei
geeigneter Indizierung die Form

— — —

7 Zs 75

hat. Temperaturzuordnungen 7; = 7(Z;) ,j = 1,2,... im Einklang mit der
Bedingung des Warmeiibertrags von heifl nach kalt sind dann alle aufsteigenden
Zahlenreihen 7 < 75 < 73 < .... Offensichtlich legt diese Bedingung die Zahlen
nicht vollstandig fest. Jede streng monoton steigende Funktion T = f(7) definiert
wieder eine aufsteigende Zahlenreihe 73 < Ty < T3 < ... im Einklang mit der

Bedingung des Warmetibertrags von heifl nach kalt. Die endgiiltige Festlegung der
T

A

T,
T3
T
T

\4

- T2 T3 T4

Abbildung 2.1 Anderung der Temperaturskala

Temperatur wird erst im Zusammenhang mit dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik getroffen. Man wahlt eine Temperaturskala, in der sich die Umwandlungen
zwischen Wirme und Arbeit besonders einfach darstellen und gelangt dadurch zum
Begriff der absoluten Temperatur (Kap. 4.3).

Im Vorgriff geben wir die Skalen der absoluten Temperatur schon hier an: Der
3-Phasenzustand von Wasser (Tripelpunkt, Kap. 5.3) definiert die Kelvin-Skala:

absolute Temperatur des Tripelpunkts von HoO
273,16 ’

1 Kelvin =1K =
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Mit dieser Definition liegen 100 K zwischen Schmelztemperatur und Siedetem-
peratur von Wasser bei 760 Torr. Die Celsius-Skala unterscheidet sich von der
Kelvin-Skala nur um die additive Konstante 273,15 K. Damit gilt fiir Wasser:

Schmelztemperatur(760 Torr) = 273,15 K = 0 °Celsius ,
Siedetemperatur(760 Torr) = 373,15 K = 100 °Celsius ,
Tripelpunkt = 273,16 K = 0,01 °Celsius .

In den USA wird auch die Fahrenheit-Skala (F) mit 32 F bei 0 °C und 212 F bei
100 °C benutzt. 0 F = —17,8 °C wurden von Fahrenheit durch eine Kéltemischung
von Wasser, Eis und Salmiak festgelegt und entsprechen niedrigen Wintertemperatu-
ren. 100 F = 37,8 °C liegen geringfiigig iiber der Korpertemperatur des Menschen.

2.3 Aufgaben

Aufgabe 2-1: Isothermen mit Schnittpunkt

Nach Kap. 2.1 sind Zustande Z7, Z5 zueinander isotherm, wenn sie sich im thermi-
schen Gleichgewicht befinden: Zwischen dem System im Zustand Z; und einem
Systemduplikat im Zustand Z, findet bei Kontakt kein Wéarmetibertrag statt.

Man zeige: Isothermen zu verschiedenen Temperaturen schneiden sich nicht.

Aufgabe 2-2: Empirische Temperatur

Die Systeme A und A’ sind Gase mit den Zustandskoordinaten p, V und p’,V".
Experimentell sei festgestellt, da A und A’ im thermischen Gleichgewicht sind
wenn pV — p'V' + Ap’'V'/V = 0 gilt. Definiere eine empirische Temperatur und
driicke sie durch die Zustandskoordinaten der beiden Systeme aus.

Aufgabe 2-3: Gasthermometer

Die Gasinhalte zweier Thermometer haben die Werte p,V und p’, V' fiir Druck
und Volumen.

(a) Im Gleichgewicht nach Kontakt der beiden Thermometer soll stets
p+ AV =p'V'/(V-B)=0

gelten. Man definiere eine empirische Temperatur und driicke sie durch die
Koordinaten der Gasinhalte aus.

(b) Man betrachte die Thermometer bei fixierten Volumina V, V’ und definiere zwei
neue Temperaturen ¢ und ¢’ durch Linearitit im jeweiligen Thermometerdruck
und Eichung auf 0 und 100 bei Eispunkt und Siedepunkt des Wassers(1 atm).
Zeige, dafl t und ' eine empirische Temperatur definieren, also dafl im Gleich-
gewicht der beiden Thermometer immer ¢ = ¢’ gilt.






3 Energiebilanz und erster Hauptsatz

Der erste Hauptsatz ist der Energiesatz der Thermodynamik. Da die Energieerhal-
tung universell gilt, miissen wir uns nicht auf Gleichgewichtszustédnde beschranken.
Die Besonderheit der Thermodynamik ist, dafl hier anders als in der Mechanik oder
Elektrodynamik zwei verschiedene Energietypen auftreten. Neben der Arbeit wird
die Energieform Wérme eingefiihrt. Der allgemeine Hintergrund dieser Aufteilung
ist die Tatsache, dafl in der Thermodynamik zwei verschiedene Klassen physikali-
scher Variablen betrachtet werden. Es sind nur wenige makroskopisch kontrollierte
Variablen Gegenstand des direkten physikalischen Interesses, wahrend man von der
Existenz sehr vieler anderer Variablen zwar weif3, diese aber nicht kontrolliert. Ent-
sprechend gibt es in der Energiebilanz einen besonderen Pauschalbeitrag Warme,
der alle unkontrollierten Variablen betrifft. Bereits aus dieser Klassifizierung geht
hervor, dal die Warme schwerer nutzbar ist als die Arbeit. Zur genauen Definition
ist es sinnvoll, so kleine Energieiibertrége zu betrachten, daf§ die Darstellung durch
Differentiale gerechtfertigt ist.

(a) Zur Arbeit zihlen insbesondere alle Energieiibertriige, die proportional zur An-
derung der Geometrieparameter des Systems sind, wobei der Energiekoeffizient
einer Kraft entspricht (sieche Kap. 1.2 und 3.2). In der Thermodynamik gibt es
auch den Begriff der nichtmechanischen Arbeit. Dies sind Energietibertrige, die
zwar zu nichtmechanischen Phéanomenen gehoéren, sich aber zeitlich umkehrbar
auf mechanische Energietibertrage zurtickfithren lassen. Ein Beispiel ist die Ener-
gie, die aufzuwenden ist, wenn man ein Materialstiick so durch ein magnetisches
Feld bewegt, dafl nach Riickkehr zum Startpunkt eine Polarisation verbleibt.
Der resultierende mechanische Arbeitsiibertrag wird durch die Anderung der
Polarisation ausgedriickt und als magnetische Arbeit bilanziert. Ebenso 148t
sich die Materialverteilung in einer Batterie durch Drehung der Kurbel einer
Lichtmaschine zeitlich umkehrbar &ndern. Die mechanischen Arbeitsiibertréage
werden durch die Anderung der Materialzusammensetzung ausgedriickt und
als chemische Arbeit bilanziert.

(b) Alle Energietibertriage, die keine Arbeitsiibertrage sind, werden als Wirme
iibertrage definiert. Sie erfolgen typisch durch Stoflwechselwirkungen einzelner
Teilchen von Umgebung und System. Zur Beschreibung der Warmeiibertréige
wird in der Thermodynamik der Temperaturbegriff eingefiihrt (Vgl. Kapitel 2).
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3.1 Bilanzierung von Arbeit und Warme

Der Satz von der Erhaltung der Gesamtenergie trifft fiir alle physikalischen Systeme
zu, also auch fiir thermodynamische Systeme, die sich nicht im Gleichgewicht
befinden. Die betrachteten Ungleichgewichtszusténde sollen sich jedoch noch durch
einen Satz von Zustandsgrofien

Z=(0,...0;) e R’

geméfl Kap. 1.4 vollstdndig beschreiben lassen. Da die Gesamtenergie U eines

thermodynamischen Systems selbst eine Zustandsgrofle ist, geht sie aus Z ein-
deutig hervor. Es gibt also eine Funktion U(Z), die die Gesamtenergie durch die
Zustandkoordinaten ausdriickt. Im folgenden betrachten wir Wege (7, = Z2)
im Zustandsraum IR, mit Startpunkt Z; und Endpunkt Z5. Die Ubertrige von
Arbeit, Warme und Gesamtenergie an das System auf dem Zustandsweg (Z; = Z2)
seien A(Z, = Z3), Q(Z1= Z3), E(Z1 = Z,). Sie hiangen neben 71, Z; grund-
sétzlich auch von allen anderen Zustédnden des Weges ab. Dabei ist die Bilanz der
Gesamtenergie durch

U(Zy) =U(Z1) + E(Z1 = Zs)
gegeben. Das bedeutet zugleich, dal der Ubertrag an Gesamtenergie
E(Zl = ZQ) = U(ZQ) — U(Zl)

stets nur von Anfangs- und Endzustand abhéngt: E(Z) = Z2) = E(Z1,Zs).
Insbesondere verschwindet deshalb der Gesamtenergieiibertrag E(Z = Z) ldngs
eines geschlossenenen Zustandsweges: F(Z, Z) = 0. Fiir die separaten Ubertrige
von Arbeit und Warme koénnen jedoch liangs geschlossener Wege (Zustandsschleifen)
resultierende Ubertrage

a=AZ = 2), q=Q(Z=2)
verbleiben. Aus
a+q=FE(Z,Z)=0

folgt lediglich, daB8 die Ubertrige a und ¢ verschiedene Vorzeichen haben. Qualitativ
sind die beiden Félle a = —g > 0 bzw. a = —¢ < 0 moglich. Sie entsprechen dem
Betrieb des Systems A als Warmepumpe bzw. als Warmemotor (wir definieren
kiinftig eine Pumpe durch a > 0, einen Motor durch a < 0). Die Umwandlungsregeln
zwischen den zyklischen Arbeitstibertridgen a und Wérmeiibertréagen ¢ bilden den
Gegenstand des zweiten Hauptsatzes. Wir bemerken abschliefend, dafl im Falle
a = —q # 0 keine separaten Zustandsfunktionen A(Z) und Q(Z) existieren, da
Mehrdeutigkeiten um Vielfache von a bzw. ¢ verbleiben. A(Z) bzw. Q(Z) lassen
sich nur in Sonderfillen, z. B. bei adiabatischen Systemwénden definieren.
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3.2 Differentialformen fiir Arbeit und Warme

Kleine Energieiibertriage gehen mit kleinen Zustandsanderungen dZ einher und
lassen sich linear durch die Anderungen d©, der Zustandkoordinaten ausdriicken.
Arbeitstibertrige 0A = A(Z = Z + dZ) hangen dabei in der Regel nur von den
Anderungen eines Teils der Zustandkoordinaten x; ab, die wir Arbeitskoordinaten
(StellgroBen) nennen wollen. Damit sind allgemein Gréflen gemeint, die durch dufle-
ren Eingriff eingestellt werden, also nicht aus der Systemdynamik berechnet werden
miissen. Dazu zahlen die relevanten Geometrieparameter des Systems (etwa das
Volumen V') sowie Parameter von nichtmechanischen Arbeitseintrigen. Bei magneti-
scher Arbeit sind dies Polarisationsgrofien und bei chemischer Arbeit Teilchenzahlen,
vgl. Kap. 3(a). Dementsprechend benutzen wir die Zustandsdarstellung

Z=0,...05)=(x1...0,, W1 .. W)e R | L+I=J

x; =Arbeitskoordinaten, W; =innere Koordinaten. Zu den inneren Koordinaten
zéhlt z. B. die Temperatur des Systems. Mit diesen Vereinbarungen lautet die
Differentialform fiir den Arbeitsiibertrag:

L
0A = Z al(Z)dx
=1

wobei a'(Z) die Arbeitskoeffizienten des Systems sind. Dabei gilt mit o = 1...J
(...a®...)=(a'...a",0...0)

Analog lauten die Differentialformen der Ubertrige von Wiarme und Gesamtener-
gie

J
5Q =" q"(Z)d0,
a=1
J
SU = u*(Z)dO,
a=1

Fiir die Gesamtenergie definieren die Ubertriige dU eine Zustandsfunktion U(Z), de-
ren Anderung durch dU (Z) = §U gegeben ist. Es gilt deshalb u®(Z) = 0U(Z) /90,

Aus Bua/ﬁ@g - 3u5/8®a =0
sowie 6U = dA + 0Q) also u® = a® + ¢* folgt dabei

da® _ da” L oq” _ 9q° _0

003 00, 005 00,)
wobei die beiden Terme der linken Seite im allgemeinen einzeln nicht verschwinden.
Dies ist die differentielle Darstellung des Sachverhalts, dafl es fiir die Gesamtenergie
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immer eine Zustandsfunktion gibt, wihrend separate Zustandsfunktionen Arbeit
und Warme im allgemeinen nicht existieren.

Allgemein definiert die Differentialform 0F = Zi:l f*(Z2)dO, genau dann eine
Zustandsfunktion F(Z) mit dF(Z) = 6F wenn § 0F = 0 fiir jeden geschlossenen
Weg in IR’ erfiillt ist. Dies ist nach dem Integralsatz von Stokes zu

of* /005 —0fF /00, =0 in IR’
dquivalent.

Der Energiesatz wird in der Thermodynamik so formuliert, daf§ alle Energiednde-
rungen als Ubertriige von Arbeit und Wirme durch die Systemwdnde erscheinen,
wobei der Arbeitsiibertrag auch Teilchenzahlbeitrége enthalten kann. Die Gesamt-
energie wird also nur durch solche Anderungen des Teilchenzahlinventars beeinfluft,
die durch Teilchenaustausch mit der Umgebung verursacht sind. Dies ist fiir das
Verstandnis chemischer Reaktionen wichtig. Diese verlaufen bei konstanter Gesamt-
energie, wenn die fixierten Gefédiwédnde materiell und adiabatisch abgeschlossen
sind. Dabei heben sich die Anderungen von potentieller und kinetischer Energie
der Molekiile im Innern des Gefafles auf.

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3-1: Verbrennung

In einem Reaktor mit konstantem Volumen, der in ein Wasserbad getaucht ist,
findet eine chemische Verbrennung statt. Wahrend des Vorgangs steigt die Wasser-
temperatur an. Man betrachte die Brennstoff-Sauerstoff Mischung als das System:
Fand ein Warmeiibertrag statt? Wurde Arbeit iibertragen? Welches Vorzeichen
hat AU?

Aufgabe 3-2: Reibung

In einem wérmeisolierten Gefafl wird eine Fliissigkeit umgeriihrt und dadurch
erwarmt. Man betrachte die Fliissigkeit als das System: Fand ein Warmeiibertrag
statt? Wurde Arbeit iibertragen? Welches Vorzeichen hat AU?

Aufgabe 3-3: Kalorie

1 kg Wasser wird um 1 °C erwarmt. Wie hoch kénnte man dieses Wasser mit der
eingetragenen Warmemenge heben, wenn man diese vollstdndig in Arbeit umsetzen
konnte (benutze Tabelle IIT und beachte, dafi 1 g Wasser bei 15 °C durch 1 cal um
1°C erwarmt wird).

Aufgabe 3-4: Arbeit und Warme

Ein Gas ist in einem Zylinder mit beweglichem Kolben adiabatisch eingeschlossen,
wobei quasistatisch eine Beziehung p3V?® = const zwischen Druck und Volumen
beobachtet wird.
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(a) Welche Arbeit wird frei wenn man das Gas langsam von 0,001 m? auf 0,008 m?
expandiert. Der Anfangsdruck sei 10° Pascal.

(b) Ausgehend vom Anfangszustand nach (a) expandiere man zuerst unter kon-
stantem Druck (bei Wirmeeintrag) bis 0,008 m® und senke dann den Druck
bei konstantem Volumen durch Kiihlung auf 10°/32 Pascal. Wie gro8 ist der
gesamte Warmeeintrag auf diesem zweigeteilten Weg zwischen Anfangs- und
Endzustand aus (a)?

Aufgabe 3-5: Druckausgleich

Ein evakuiertes wiarmedichtes Geféf steht tiber ein Ventil mit der Auflenluft (Druck
po) in Verbindung. Nach Offnung des Ventils dringt Luft in das Gefi8 ein ein
bis Druckausgleich eingetreten ist. Zeige dafl fiir die molare innere Energie der
Luft im Gefafl nach dem Vorgang u = ug + povg gilt, wobei ug, vy molare innere
Energie und molares Volumen der Auflenluft sind (zum Beweise denke man sich
die bei dem Vorgang eindringende Auflenluft durch einen kréftefreien Sack tiber
dem Ventilausgang von der Umgebung abgegrenzt).

Aufgabe 3-6: Warmekapazitat

Die Warmekapazitit eines Metalls &ndert sich bei tiefen Temperaturen geméf
C(r) = At3/03 + Bt. Wieviel Wirme muf} zugefiihrt werden um die Temperatur
von 0,16 auf 0,26 zu dndern.

Aufgabe 3-7:

Warmekapazitiat und Volumenénderung. Man betrachte Energie U (7, p) und Vo-
lumen V (7, p) einer Gasmenge als Funktion von Temperatur 7 und Druck p. Der
thermische Expansionskoeffizient 0 und die isotherme Kompressibilitdt s sind
durch

5= 10V(r,p) __19v(r,p)
Vo oar TV ap

definiert. Man zeige

ou v ou v

(a) 5Q:(E PE)dTJF(@*p er@p)dp
oU

(b) E:Cpfﬂpv
U

(e) a*p:HPV*(Cp*CV)%

wobei C),, Oy die Warmekapazitéten bei p = const und V' = const sind.

Aufgabe 3-8: Spezifische Warme

In einer offenen Thermosflasche mit 200 cm® Wasser von 15 °C wird ein 100 g -
Kupferstiick von 100 °C gegeben. Nach dem thermischen Gleichgewicht werden
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18,8 °C gemessen. Berechne die spezifische Wéarme ¢ des Kupferstiicks. Man ver-
nachléssige die Anderung der Warmekapazitdten im Temperaturbereich sowie den
Wiarmeaustausch mit der Luft an der Flaschendffnung. Wird ¢, oder ¢, gemessen?

Aufgabe 3-9:

Warmekapazitdten aus Zustandsgleichungen. Ein Mol eines Gases besitze die
Zustandsgleichungen

a

a
W)(V—b)ZRT , U:CT—V )

(p+
wobei a, b, R Konstanten sind. Berechne die Warmekapazitéten Cy und C,.

Aufgabe 3-10: Volumenanderungen Festkorper

Die Zustandsgleichung eines 1-atomigen Festkorpers ist

pV

Ulp, V) =Uo(V) + T I' = const .

Man zeige, daf3
1%

r=_"+—
HCV

(Griineisen Beziehung)

gilt, wobei 3 = V=19V /07 der thermische Expansionskoeffizient ist und x =
~V =19V /dp die Kompressibilitit (siche Aufgabe 3-6). Hinweis: Beweise zuerst die
allgemeinere Beziehung oU (p, V) /0p = kCv /8

Aufgabe 3-11: Adiabaten

Experimentell sei die Beziehung U = 2, 5pV + const fiir die innere Energie einer
Fliissigkeit festgestellt. Gib die Gleichung fiir ihre Adiabaten in der p, V-Ebene
an.

Aufgabe 3-12: Arbeit an Umgebung

Grauer Zinn und weiler Zinn haben die Dichten 5750 kg/m?® und 7280 kg/m? .
Berechne die Arbeit, die ein Stiick Zinn bei 1 atm Luftdruck an der Umgebung
leistet wenn es vom weiflen in den grauen Zustand umgewandelt wird. Driicke die
Antwort in Joule/Mol aus.
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Die vollstdndige Umwandlung von Arbeit in Wéarme ist eine Alltagserfahrung.
Umgekehrt gelingt dagegen die Gewinnung von Arbeit aus Warme nur zum Teil.
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik macht eine allgemeine Aussage zum Wir-
kungsgrad, mit dem Wérme in Arbeit umgesetzt werden kann. Auf ihm basieren die
Begriffe absolute Temperatur und Entropie, die die wechselseitige Umwandlung der
Energieformen Arbeit und Warme in der Thermodynamik ordnen. Eine wesentliche
Rolle spielt dabei die Moglichkeit der reversiblen Prozeffithrung, die es erlaubt,
Folgen von Gleichgewichtszusténden in beiden Richtungen zu durchlaufen.

4.1 Reversible Zustandsanderungen

In der Thermostatik (Kap. 1.4) ist eine Zustandsinderung (Prozef) eine Folge von
Gleichgewichtszusténden, die nacheinander durchlaufen werden. Da Gleichgewichts-
zustande statische Zusténde sind, muB ihre zeitliche Anderung erliutert werden.
Um Zustandsbewegungen physikalisch zu realisieren, mufl man offensichtlich kleine
Abweichungen vom statischen Gleichgewicht zulassen, also nicht vollsténdig relaxier-
te Zustdnde betrachten. Um andererseits im Rahmen der Thermostatik zu bleiben,
diirfen diese Abweichungen nicht zu grof3 werden. Bei langsamer Prozeffithrung
haben die Stérungen durch duflere Einwirkung Gelegenheit, bereits wéhrend der Ein-
wirkzeit abzuklingen, sodafl gleichgewichtsnahe Zustdnde erwartet werden kénnen.
Zustandsdnderungen werden quasistatisch genannt, wenn die Einwirkzeit grof8 gegen
die Relaxationszeit des Systems ist, also eine langsame Prozef§fihrung vorliegt. Ein
Problem bilden Stérungen, die wiahrend normaler Einwirkzeiten ungehemmt in das
System eindringen, aber im ungekoppelten System extrem grofie Relaxationszeiten
haben. Beispiele sind die metastabilen Gitterversetzungen nach Verbiegen eines
Bleches oder die Restmagnetisierung eines Eisenstiicks nach Entfernung aus dem
Magnetfeld. Nach solchen Einwirkungen wird das System auch bei (innerhalb realer
Zeitvorgaben) langsamer ProzeBfithrung merklich auflerhalb des Gleichgewichts
bleiben, wobei die Reststorungen von der zeitlichen Vorgeschichte der Einwirkung
abhéngen. Solche Stérungen werden durch die Bedingung der zeitlichen Umkehr-
barkeit des Vorgangs ausgeschlossen. Bei zeitlich umgekehrter Abfolge der dufleren
FEinwirkung soll das System die umgekehrte Reihenfolge gleichgewichtsnaher Zustén-
de durchlaufen. Extrem langlebige Ungleichgewichtszustédnde, die vom Vorzeichen
der Einwirkung abhéngen (Zustandshysteresen), scheiden dadurch aus. Damit
ist zugleich sichergestellt, dafl die Arbeitsiibertrage auf Hin- und Riickweg einer
geometrischen Systeménderung den gleichen Betrag bei gedndertem Vorzeichen
haben und sich alle Energieiibertrage umkehren. Ferner werden Reibungseffekte
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durch diese Bedingung ausgeschlossen. Die Existenz idealisierter Systeme mit der
Moglichkeit der exakten Umkehrung aller Bewegungen und Energieumsétze ist
fiir die SchlufSweisen der Thermodynamik wesentlich. Deshalb trifft man die fol-
gende Definition: Zustandédnderungen, die im Gleichgewicht starten und sowohl
quasistatisch als auch umkehrbar gefihrt werden, sind reversibel. Fiir reversible
Vorginge wird Gleichgewichtsnidhe durch langsame Prozeffiihrung gewéhrleistet
und Hysterese der Arbeitskoeffizienten durch die Bedingung der Umkehrbarkeit
ausgeschlossen. Prozesse, die nicht quasistatisch oder nicht umkehrbar verlaufen,
heiflen irreversibel.

4.2 Wirkungsgrade periodischer Maschinen
zwischen zwei Warmebadern

Wir betrachten eine Zustandsschleife (Zy = Zj) eines Systems im Sinne von
Kap. 3.1, wobei der Anfangszustand Zy nun ein Gleichgewichtszustand sein soll,
wahrend alle anderen Zustdnde Z der Schleife auch Ungleichgewichtszustinde sein
kénnen (Zg € IR , Z € IR’ gemiB Kap. 1.4). Eine periodische Wirmemaschine ist
durch das System und die benutzte Zustandsschleife gekennzeichnet. Es handelt
sich um eine Warmepumpe bzw. Warmemotor, wenn die Arbeitsiibertrige a = —q
auf der benutzten Zustandsschleife positiv bzw. negativ sind. Fiir reversible Maschi-
nen besteht die Zustandsschleife nur aus Gleichgewichtszusténden, die in beiden
Zeitrichtungen durchlaufen werden kénnen, wobei Pumpe und Motor dieselben
Zustande in entgegengesetzter Reihenfolge annehmen. Alle Energieiibertrage haben
bei Riickwértslauf den gleichen Betrag bei gednderten Vorzeichen. Fiir irreversible
Maschinen ist der exakte Riickwértslauf in der Regel nicht realisierbar. Dabei ist
anzumerken, dafl der geometrische Riickwértslauf des Systems immer erzwungen
werden kann, indem man die Schleife fiir die Arbeitskoordinaten z ...xz; nach
Kap. 3(b) riickwérts durchlauft. Die inneren Koordinaten Wy ... Wy schlagen dabei
in der Regel eine andere Zustandsschleife als auf dem Hinweg ein (Hysterese), sodafl
bei Betrieb des Systems als Pumpe oder Motor verschiedene Zustandsmengen
durchlaufen werden. Bei geometrischen Riickwértslauf kénnen die Energielibertrage
neben ihrem Vorzeichen auch den Betrag dndern. Der zweite Hauptsatz schrankt
die Umwandlung von Wérme in Arbeit durch periodische Maschinen erheblich ein.
Er 148t sich auf sehr pragnante Weise so formulieren:

2. Hauptsatz nach Planck(Thomson)

,Es ist unmoglich, eine perodisch funktionierende Maschine zu konstruieren, die
weiter nichts bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung eines Warmereservoirs*
(Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art).

Zur Diskussion der Konsequenzen des zweiten Hauptsatzes ist die Betrachtung
von Warmebéadern wichtig. Dies sind sehr grole Warmereservoire, deren Tempera-
tur sich bei Wéarmeiibertragen nur vernachléassigbar wenig éndert. Fiir perodische
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Maschinen, die mit nur einem Wéarmebad Warme austauschen, hat der zweite
Hauptsatz offensichtlich die folgenden Konsequenzen:

Wenn eine periodische Warmemaschine mit nur einem Warmebad Warme aus-
tauscht, so handelt es sich nicht um einen Warmemotor. Fiir den Arbeitsiibertrag a
an die Maschine wéahrend einer Zustandsschleife gilt stattdessen a = —g > 0. Es liegt
also eine Warmepumpe vor oder es wird weder Arbeit noch Wérme iibertragen.

Die Anwendung des zweiten Hauptsatzes auf zusammengesetzte periodische Maschi-
nen ermoglicht die Definition eines Wirkungsgrades, der nur von den Temperaturen
der beteiligten Warmebéder, nicht aber von den anderen Systemdetails abhéngt.
Zur Herleitung betrachtet man periodische Maschinen, fiir die Warmeaustausch
mit nur zwei Warmebéddern der Temperaturen 7 < 7y stattfindet. Die bei diesen
Temperaturen zugefithrten Wirmen seien Qg = —Qx und Qy = —Qp (mit der
Vorzeichenkonvention Q = —Q sind Q stets die den Wirmebédern zugefiithrten
Wiérmen). Die von der Maschine wéhrend einer Periode nach auflen abgegebene
Arbeit ist a = QH — QK-

Als Wirkungsgrad der Maschine definieren wir

a a
w=-=——
Qu  Qum
und als Verlustfaktor
B _Qkx _ Qk
v=1—-w=—-—=—=—
Qu Qm

Im Falle reversibler periodischer Maschinen haben die Energieiibertrage im Pumpen-
betrieb (P) und im Motorbetrieb (M) die gleichen Betrége bei entgegengesetzten
Vorzeichen, sodafl wp = wys,vp = vy gilt. Fir irreversibel arbeitende Maschinen
sind diese Relationen im allgemeinen nicht erfiillt. Eine oft betrachtete idealisierte
periodische Maschine mit reversibler Prozefithrung ist die Carnot Maschine. Thre
Zustandsschleife besteht aus den vier Zustandswegen:

» Isotherme Expansion bei 7y mit Warmeaufnahme Qp.
» Adiabatische Expansion von 75 nach 7.

» Isotherme Kompression bei 75 mit Wirmeabgabe Q.
» Adiabatische Kompression von 7x nach 7g.

Allgemeiner werden reversible periodische Maschinen, die bei nur zwei Temperaturen
Wirme mit der Umgebung austauschen, Carnot Maschinen genannt. Nach diesen
Vorbereitungen beweisen wir die folgende Wirkungsgradregel:

Seien wp und wy; die Wirkungsgrade einer Pumpe P und eines Motors M, die
beide nur bei den Temperaturen 75 und 77 Wéarme mit der Umgebung austauschen,
dann gilt unabhéngig von der Konstruktion der beiden Maschinen wp > wjy.
Der Motor arbeitet also hochstens so wirksam wie die Pumpe.

Zum Beweise betrachten wir zwei Wiarmebader mit den Temperaturen 7 und 74
und lassen sowohl die Pumpe als auch den Motor zwischen ihnen arbeiten. Wir
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Wiéarmebad 74

TK

Wiarmebad 7

v

Abbildung 4.1 Carnot Maschine. Gasférmiges Arbeitsmedium als Beispiel

stimmen die Zustandsschleifen der beiden Maschinen so ab, daf die Abwéirme Qs
des Motors gleich der Zuwiarme Q px der Pumpe aus dem kalten Bad ist

Qprr =Quxk >0

und betrachten die aus Pumpe und Motor zusammengesetzte periodische Maschine.
Diese Maschine tauscht nur bei einem Temperaturniveau 7y Wéarme mit seiner

Warmebad 7y

Qru Qru

Pumpe Motor

ap apg

Qprk = QMK

Warmebad 7x

Abbildung 4.2 Beweis der Wirkungsgradregel

Umgebung aus und mufl nach dem zweiten Hauptsatz eine Warmepumpe sein, also
wéahrend einer Periode Arbeit aufnehmen:

ap+ay =—(Qpy +Qunpy) >0 , also QPH—QMHZO (4.1)
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Division von (4.1) durch Qpx = Q¢ ergibt fiir die Verlustfaktoren der Einzelma-
schinen
1 1

— ——2>0, also vp <wy
vp UM

Damit ist die Wirkungsgradregel wp > wj; bewiesen.

Diese Regel hat eine wichtige Konsequenz: Zwei verschiedene reversible Maschinen
1 und 2 , die beide zwischen den Temperaturen 7x und 7y arbeiten, haben den
gleichen Wirkungsgrad. Wir beachten zuerst, daf sich die Wirkungsgrade reversibler
Maschinen im Pumpen- und Motorbetrieb nicht unterscheiden, also

wip = Wiy = W1 , Wop = W2p = W2
Zusammen mit der Wirkungsgradregel folgt daraus
w1 =wWip = Wop = W2 , W2 = Wep 2 Wiy = W

Daraus ergibt sich unmittelbar die Gleichheit der Wirkungsgrade w; = ws . Das
bedeutet aber, daf} es fiir reversible periodische Warmemaschinen einen universellen
Wirkungsgrad w(7x, 7H) gibt, der nur von den Temperaturen der Wéarmetibertrége,
nicht aber von den Maschinendetails abhéngt. Auf dieser Tatsache basiert die
Definition der absoluten Temperaturskala im folgenden Abschnitt.

4.3 Absolute Temperatur und Wirkungsgrad

Die universelle Funktion v(7g, 75 ) = 1 — w(7g, 77 ), die den Verlustfaktor Qr /Qp
einer reversiblen Maschine zwischen zwei Warmebadern durch die beteiligten
Temperaturen ausdriickt, unterliegt einer einfachen Rekursionsbeziehung. Zur
Herleitung betrachten wir zwei reversible Maschinen, von denen die erste zwischen
den Temperaturen 7y, 75 und die zweite zwischen den Temperaturen 7o, 73 arbeitet.
Thre Verlustfaktoren sind

!/

% =v(r1,72) , gz = v(72,T3)

Die Zustandsschleifen der beiden Maschinen seien so abgestimmt, dafl die Abwérme
Q'Q der zweiten gleich der Zuwarme Qo der ersten ist. Die zusammengesetzte
Maschine ist dann wieder eine reversible periodische Maschine, die nur zwischen zwei
Temperaturen 71, 73 arbeitet, da mit dem Wérmebad der Temperatur 7o insgesamt
keine Warme ausgetauscht wird. Der Verlustfaktor Ql/ Q% der zusammengesetzen
Maschine ist deshalb ebenfalls durch die universelle Funktion v(7x, 7x) bestimmt.
Es gilt also Q1/Q% = v(71,73). Aus der Abstimmungsbedingung Qo = Q) ergibt
sich andererseits
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Abstimmung
Q2= Q4
Warme ~ Warme Warme
Q1 Q2
bad bad bad
T1 T2 T3

Abbildung 4.3 Rekursionsbeziehung fiir den Verlustfaktor v(71, 73) aus hintereinandergeschal-
teten Maschinen

Q1 _ Q1 Q5 _ .
Qé = Q, Qg = v(71,T2) - v(72, T3)

Die universelle Funktion v(7x, 7z) erfiillt deshalb die Rekursionsformel

v(71, T2) - (T2, T3) = v(T1, T3)

Kommentare

(a) Die Herleitung gilt zunéchst nur fiir den Bereich 7x < 7p, also auch 7, <
7o < 713. Dort ist 0 < v(7g,7H) < 1, weil nach dem zweiten Hauptsatz
0 <w(tk,7H) < 1 gilt. Durch die Vereinbarung

u(T, 'r)*i1 *Q—H*Q—H
T o, me) Qi Qx

148t sich der Definitionsbereich der universellen Funktion v(r,7") auf 7 > 7/
erweitern. Die Rekursionsformel ist dann fiir beliebige Tripel 7, 7o, 73 richtig,
da die Relation v(r,7') = Q,/Q. nach der Erweiterung fiir beliebige 7,7’
zutrifft. Insbesondere bedeutet dies v(r, 79) = 1.

(b) Die Funktion T'(7) = v(7,70) ist bei konstantem 79 monoton steigend. Zum
Beweis betrachten wir v(71,72) - v(72,79) = v(71,79) fir 71 < 79. Da nach (a)
0 < v(r1,m2) < 1 gilt, schlieBt man v(7y,7) < v(12,7) fiir 71 < 79, wWas zu
zeigen war.
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Nach (b) und Kap. 2.2 ist T(7) = v(7,79) eine mogliche Temperaturfunktion,
die nach (a) bei 79 den Wert 1 annimmt (vgl. Abb. 2.1 S.12). Um die Rolle der
Referenztemperatur 7y zu verstehen, betrachten wir die beiden Temperaturfunk-
tionen T'(1) = v(7,70) und T"(7) = v(7, 7). Aus v(7,70) - v(70,74) = v(7, 7)) also
T(m)v(1,7) = T'(7) folgt, daB sich die beiden Temperaturfunktionen nur um
einen Skalierungsfaktor unterscheiden, der nicht von 7 abhéngt. Verschiedene 7y
ergeben also nur unwesentlich verschiedene Temperaturfunktionen. Man definiert
dann folgendes:

Ein System A mit der empirischen Temperatur 7 hat die absolute Temperatur

T(r) = v(r, 70).
Die absolute Temperatur T eines Systems A ist also gleich dem Verlustfaktor
einer reversiblen Warmemaschine, die zwischen A und einem Referenzwarmebad
der Temperatur 7y arbeitet. Der Wert von 7y legt dabei nur fest, wo die absolute
Temperatur den Wert 1 annimmt. Konkret wird die Skalierung so festgelegt, daf} die
absolute Temperatur des Tripelpunktes Eis/Fliissig/Dampf von Wasser bei 273.16
Kelvin liegt. Die Temperaturdifferenz zwischen Gefrierpunkt und Siedepunkt des
Wassers bei 1 bar Druck betridgt dann 100 Kelvin. Nach diesen Festlegungen gilt
fiir den Verlustfaktor einer Carnotmaschine, die bei den empirischen Temperaturen
7 und 7y Wérme austauscht

Qx
Qu
Zu- und Abwérme der Maschine verhalten sich also wie die absoluten Temperaturen,
zwischen denen die Maschine arbeitet. Wir bemerken zum Schluf}, dafl die absolute
Temperatur 7" eines physikalischen Systems stets positiv ist, da sie als Verlustfaktor
definiert ist und es nach dem zweiten Hauptsatz keine reversiblen verlustfreien

Warmemaschinen gibt (die Unméglichkeit eines perpetuum mobile zweiter Art
verbietet die Existenz eines Warmebades am absoluten Nullpunkt, vgl. Kap. 10).

v(tr,m0) Tk

=v(rr,TH) = (7K, T0)  V(T0, TH) = (. 70) = E .

4.4 Die Zustandsfunktion Entropie

Nach dem ersten Hauptsatz definieren die Energieiibertrége an ein System eine
Zustandsfunktion, die den gesamten Energieinhalt des Systems wiedergibt. Es
gibt jedoch im allgemeinen keine Zustandsfunktion Wirme, deren Anderung mit
den Warmeiibertréagen identisch ist. Stattdessen fithrt man die Zustandsfunktion
Entropie ein, deren Anderung zu den Wirmeiibertrigen proportional ist, und die
zu einer einfachen Zusammenfassung der Aussagen des zweiten Hauptsatzes fiihrt.
Zur Definition der Entropie des Systems A ergédnzen wir das System durch eine
Carnotmaschine C, die zwischen A und einem Warmebad der Temperatur T
arbeitet. Das System A soll aufler mit der Carnotmaschine C' keinen Warmekontakt
mit der Umgebung haben. Die Maschine C wirkt dabei als Warmef&hre zwischen
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dem Wirmebad der Temperatur Ty und dem System A (Kontakttemperatur 7T')
und soll als Carnotfahre bezeichnet werden. Die bei einem Zyklus der Carnotfihre
an A tlibertragene Wérme §@Q soll so klein sein, daf sich die Kontakttemperatur 7'
nur vernachlassigbar édndert.

Wir betrachten dann eine Zustandschleife (Z = Z) € IR’ des Systems A, wobei
Z € IR ein Gleichgewichtszustand sein soll. Im Laufe dieser Zustandsschleife werden
viele kleine Wérmebetriage dQ an A iibertragen, die jeweils einem Zyklus der
Carnotfiahre entsprechen sollen (diese durchlauft wihrend der Zustandsschleife von
A viele Zyklen). Da die Carnotfihre reversibel arbeitet, gilt fiir ihren Verlustfaktor
nach Kap. 4.3 6Qo/6Q = Ty/T, wobei 6Qq die wihrend eines Zyklus von C' aus
dem Wirmebad entnommene Wirme ist. Das bedeutet 6Q/T = §Qo/Tp. Nach
Integration tiber die Zustandsschleife (Z = Z) folgt also

Q1 = Q@
f?‘ﬁfm—m

wobei gg die gesamte dem Warmebad T wiahrend der Zustandsschleife entnommene
Warme ist.

Warmebad Ty

0AA

Abbildung 4.4 Ungleichung von Clausius

Fiir die weitere Betrachtung ist es wesentlich, das zusammengesetzte System A’ zu
betrachten, das aus dem System A und der Carnotfihre C besteht. A’ ist ebenfalls
eine periodische Maschine, wenn C und A so abgestimmt werden, dafl auf die
Zustandsschleife von A eine ganze Zahl vollstandiger Zyklen von C' entfallen. Nach
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dem ersten Hauptsatz in der Darstellung Kap. 3.1 gilt dabei gy + o’ = 0, wobei
a’ die Summe der Arbeitsiibertriage ist, die wiahrend einer Periode von A’ dem
System A und der Carnotfahre C zugefithrt werden. Da A’ periodisch ist und nur
bei der Temperatur Top Warme mit seiner Umgebung austauscht, kann A’ nach
dem zweiten Hauptsatz kein Warmemotor sein. Fiir die wihrend einer Periode
zugefiihrte Arbeit gilt also a’ = —gy > 0. Daraus folgt aber:

% = %J?Q <0 (Clausius).
Dies ist die Ungleichung von Clausius. Sie fafit die Aussagen des zweiten Hauptsatzes
fiir thermodynamische Systeme in pragnanter Weise zusammen. Diese Ungleichung
trifft auch zu, wenn die Zustandsschleife (Z = Z) irreversible Zustandsanderungen
enthélt. Auf der Schleife kénnen dann Ungleichgewichtszustdnde auftreten, fiir
die keine einheitliche Temperatur definiert ist. Die in der Clausius-Ungleichung
auftretende Temperatur T ist dann die Kontakttemperatur, mit der die Carnotféhre
die Warme 6@ an das System A iibertrégt.

Wenn (Z = Z) € IR eine reversible Zustandschleife ist, so ist auch die Schleife
fiir A’ reversibel. Diese Schleife kann dann zeitumgekehrt durchlaufen werden,
wobei alle Energietibertriage bei gleichem Betrag das Vorzeichen wechseln. Da die
Clausius-Ungleichung auch fiir die umgekehrte Schleife gilt, wenn der Riickwéartslauf
physikalisch moglich ist, bedeutet dies:

(=) _ [ (=6Q) 6Q
T —f T <0 oder%?zo

Zusammen mit der Ungleichung fiir den Vorwértslauf folgt daraus

-

Diese Relation ist fiir alle Zustandsschleifen im Raum IR der Gleichgewichtszu-
stinde richtig. Nach Kap. 3.2 bedeutet dies: Es gibt in IR eine Zustandsfunktion
S(Z) mit der Eigenschaft 6Q/T = dS(Z), wobei der Gradient von S(Z) durch
q“(Z)/T = 05/00,, gegeben ist. S(Z) ist die Entropie des Systems A im Gleichge-
wichtszustand Z.

Demgegeniiber 148t die Clausius-Ungleichung fiir irreversible Zustandsschleifen

(Z = Z) € IR’ auch den Fall § % < 0 zu. Da die Entropie als Zustandsfunktion
am Anfang und Ende der Zustandsschleife den gleichen Wert S(Z) hat, ist dann
offensichtlich withrend eines Umlaufs die Summe der Anderungen 6Q/T kleiner
als die Entropiednderung. Um zu zeigen, daf dies auch fiir die Entropiednderung
zwischen zwei verschiedenen Gleichgewichtszustanden 71, Z5 gilt, betrachten wir
eine Schleife, die aus einem irreversiblen Prozel (71 = Z3) = I12 und einem
reversiblen Proze (Zy = Z;) = Ra; besteht. Ry; € IR enthilt nur Gleichgewichts-
zustande wihrend I € IR’ auch Ungleichgewichtszustinde enthalten kann (vgl.
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Kap. 1.4). Fiir die zusammengesetzte Schleife I15 U Ra; lautet die Clausius-Unglei-
chung [, % + o % < 0. Fiir den reversiblen Wegeanteil gilt gemif obiger
Definition der Zustandsfunktion Entropie [, %¢ = [dS(Z) = S(Z1) — S(Z) .
Die Clausius-Ungleichung erhélt somit die Darstellung

5Q _ [

| F< [ as@=sz)-s@)
n2 T Z

und besagt, daf3 die Entropiednderung bei irreversibler Prozefifithrung im allge-

meinen grofer ist als die Summe der durch die Kontakttemperaturen geteilten

Wiérmeiibertréige. Bei reversibler Prozefifiihrung gilt dabei stets das Gleichheitszei-

chen.

_ Zy
Ro1 € IR

Z
112 S ]RJ

Abbildung 4.5 Clausius Ungleichung fiir die Entropiedanderung zwischen zwei Gleichgewichts-
zustanden 71, Zo

Fiir kleine Wegelemente vereinfacht sich diese Ungleichung auf die differentielle
Form der Clausius-Ungleichung:

5Q < TdS (4.2)

Kommentare

Zwei Gleichgewichtszustdnde mit der Zustandsdifferenz dS,dU koénnen immer
auch durch einen reversiblen Ersatzprozel mit der geinderten Energieaufteilung
dU = 6Q’ + 6 A’ verbunden werden. Da er reversibel ist gilt 6Q’ = T'dS. Es folgt:
/

dU = 6Q + 0A =TdS + 5A" , also dS:(s?QJr% . (4.3)
Fiir diesen Ersatzprozess liegt bei gleicher Zustandsdnderung nach der Clausi-
us-Ungleichung 6Q' = T'dS > §Q ein groflerer Wirmeeintrag, also ein kleinerer
Arbeitseintrag § A’ < § A vor. Der Entropiebeitrag (64 —3§A")/T in (4.3) ist deshalb
positiv. Er stellt die bei irreversiblem Hinweg und reversiblem Riickweg im System
dissipierte Energie dar. Der Arbeitseintrag §A wird dabei teilweise in Wérme
umgesetzt. Ein solcher Sachverhalt liegt zum Beispiel vor, wenn man ein Blech
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biegt oder plastisches Material knetet.

Fir adiabatisch abgeschlossene Systeme ist 6@ = 0 und die Clausius-Ungleichung
geht in dS > 0 iiber. Die gesamte Entropieanderung wird hier durch den irreversi-
blen Beitrag dS = (0A — 0A")/T bestritten.

Bei reversiblen Vorgéangen geht die gesamte Entropieinderung auf Warmetibertrage
0@ durch die Oberflache zuriick, da innerhalb des Systems keine Entropiequellen
auftreten:

(JA—G6A")/T =0, dS =5Q/T.

Caratheodory (1909,1925) hat gezeigt, dal man die Zustandsfunktion Entropie auch
ohne Bezug auf Warmebédder und Carnot-Prozesse definieren kann. Die Herleitung
wird in Anhang A wiedergegeben.

4.5 Wege ins Gleichgewicht

Fiir die Anwendungen der Thermodynamik ist eine Erlauterung der Relaxationsvor-
ginge, die vom Ungleichgewicht zum Gleichgewicht fiihren, unentbehrlich. Es ist
deshalb wichtig, neben den Gleichgewichtszustéinden auch Systeme im partiellen
Gleichgewicht zu betrachten. Diese bestehen aus einer Anzahl rdumlich abgegrenz-
ter Teilsysteme, von denen sich jedes nahezu im inneren Gleichgewicht befindet.
Thre Kopplungen sollen so gering sein, daf§ die Abweichungen von den inneren Ein-
zelgleichgewichten vernachlissigbar klein sind (die Ubertriige von Wirme, Arbeit
und Teilchenzahl durch die Wénde der Teilsysteme sollen also quasistatisch erfolgen,
vgl. Kap. 4.1). Partielle Gleichgewichte werden auch als gehemmte Gleichgewichte
bezeichnet.

Die einfachsten Systeme A mit partiellem Gleichgewicht bestehen aus zwei Teilsys-
temen (Zellen) Ay und As. Siehe Abb. 1.3 S.9. Die Gleichgewichtszustinde der
Einzelzellen seien durch Energie, Volumen und Teilchenzahl (nur eine Stoffsorte)
gegeben, also:

Zy = (U1,Vi,N1) € Ry , Zy = (U, Vo, N2) € IRy .
Das System A hat im partiellen Gleichgewicht nach Kap. 1.4 den Zustandsraum
7 = (Zl,ZQ) Gﬁl XEQ :lRJ .

Wir beschrénken uns zunédchst auf den Fall einer starren, materiell undurchléssigen
Wand zwischen den beiden Zellen. Teilchenzahlen und Volumina sind dann konstant
und die Energietibertrage bestehen nur aus Warmeanteilen. Ferner soll mit der
Umgebung des Zweizellensystems A kein Warmeaustausch bestehen (adiabatischer
Abschlu8 nach auflen). Bei quasistatischer Prozeffiihrung besitzen die Wéarme-
iibertrage an die Einzelsysteme die Darstellung 6Q1 = T1dS1,6Q2 = T2dS;. Wir
zeigen zuerst, dafl sich bei verschiedenen Bedingungen fiir den Wéarmeausgleich
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unterschiedliche Wege vom Ungleichgewicht mit den Temperaturen T} > T5 zum
Gesamtgleichgewicht mit 77 = T5 ergeben.

Reversibler Warmeausgleich:

Wir schalten wie in Kap. 4.4 eine Carnotfihre zwischen die Zellen A1 und A,, die alle
Wiérmeiibertrége vermitteln soll. Nach Kap. 4.3 gilt dann 5Ql/T1 + 5Q2/Tg =0,
da 6Q; und 6Qs Zu- und Abwirme der Carnotfihre sind. Das bedeutet aber
dS1 4+ dSs = 0. Definieren wir also die Gesamtentropie des Systems durch S =
S1 + S2, so gilt auf dem reversiblen Zustandsweg ins Gleichgewicht dS = 0, so dafl
die Gesamtentropie S konstant ist. Anders verhélt es sich mit der inneren Energie
U des Systems. Da alle Energietibertriage an A; und As tiber die Carnot-Maschine
erfolgen, betriigt die Anderung von U wihrend eines Carnotzyklus

AU = 5Q1 +6Qy = 6A #0

wobei dA die der Maschine zugefiihrte Arbeit ist. 04 = 0Q1(1 — T2/T1) ist ebenso
wie 0@ negativ, da die warmere Zelle A; mehr Warme abgibt als die kéltere Zelle
Ay aufnimmt. Die innere Energie U nimmt also bei reversiblem Wérmeausgleich
um die von der Carnot-Maschine nach auflen abgegebene Arbeit ab, bis sie nach
Temperaturausgleich 77 = T5 ihr Minimum erreicht. Der Minimalwert U,,;, ist

zugleich die Energie des Gesamtgleichgewichts von A bei fixierter Gesamtentropie
S, also Upin = U(S).

Irreversibler Warmeausgleich bei konstanter Gesamtenergie:

Wir ersetzen die Carnotfahre zwischen A; und Ay durch eine Wand geringer
Wirmeleitfahigkeit. Nach auflen wird dann keine Energie abgegeben, und es gilt

dU = 6Q1 +6Q2 = 0.
Dagegen tritt nun eine Entropieinderung

_ L 0Q1 | 0Q2  0Qa, Ty
dS =dS; +dS; = T + T, T2( T1+1)>0

auf.Die Nichtumkehrbarkeit des Warmeausgleichs duflert sich im Anstieg der Entro-
pie des energetisch abgeschlossenenen Systems. Dies ist eine Folge der Clausius-Un-
gleichung, die wir in Kap. 4.4 besprochen haben. Die Entropie steigt bei konstanter
Gesamtenergie U an, bis sie bei 77 = T ihr Maximum erreicht. Der Maximalwert
ist zugleich die Entropie des Gesamtgleichgewichts von A bei fixierter Energie U,
also Spaz = S(U).

Die Gleichgewichtsentropie S(U) eines thermodynamischen Systems ist eine konkave
Funktion von U. Es gilt also

U+U . _ S(U)+SU")

S(2>Z 2
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fiir beliebige Paare U,U’. Geometrisch bedeutet dies, da§ die Kurve S(U) wie in
Abb. 4.6 nach oben gewdlbt ist. Zum Beweis betrachten wir eine Kopie A’ des
Systems A sowie den Warmeausgleich zwischen A und A’ gemé8 (b) bei fester
Energie U + U’ des Gesamtsystems. Volumen und Materialinhalt von A und A’
seien gleich, sodafl die beiden Systeme die gleiche innere Zustandsfunktion S(U)
besitzen. Im Gleichgewicht haben beide Teilsysteme A und A’ die innere Energie
(U +U’")/2 und es gilt fiir die Gesamtentropie:

Ungleichgewicht: SU)+SU
Gleichgewicht: S((U +U) /2) + S((U +U) /2)
Da die Gesamtentropie nach (b) auf dem Weg ins Gleichgewicht ansteigt, folgt

25((U + U’)/2> > S(U) + S(U’) wie oben behauptet. Der Zustandsbereich des
partiellen Gleichgewichts mit zwei Teilsystemen ist in Abb. 4.6 dargestellt.

(U Smaz) Gesamtgleichgewicht

(b)
(Umin: S)

(a) U,9)
partielles Gleichgewicht

Abbildung 4.6 Ungleichgewicht als partielles Gleichgewicht fiir zwei Teilsysteme

Neben dem Wirmeausgleich bei fester Gesamtentropie nach (a) oder fester Ge-
samtenergie nach (b) gibt es natiirlich viele andere Wege vom Ungleichgewicht ins
Gleichgewicht.

Sie werden im néchsten Abschnitt zusammen mit den thermodynamischen Poten-
tialen besprochen.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Bedingungen fiir den thermi-
schen Ausgleich zweier Teilsysteme allgemeiner zu formulieren. Wir beschranken
uns wieder auf quasistatische Vorgénge bei denen sich jedes Teilsystem im inneren
Gleichgewicht befindet (partielles Gleichgewicht). Die Teilsysteme sollen nun auch
variable Volumina V; und Teilchenzahlen N; haben. Ihre inneren Energien seien

Uj(Sj’Vijj) ;o J=12
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Die Arbeitsiibertrage an die Teilsysteme A; sind dann durch
(5Aj = _pjd‘/j + MjéNj

gegeben, wobei p; und p; Druck und chemisches Potential von A; sind. Dabei ist
—p;dV; die mechanische Arbeit. Sie ist als Arbeitsiibertrag bei bewegten undurchlds-
sigen Wanden definiert, wobei die Krafte mikroskopisch durch die Impulsiibertrage
der an den Winden reflektierten Teilchen verursacht sind. Ferner ist p;0N; die
chemische Arbeit. Sie ist als Arbeitsiibertrag bei nichtbewegten durchlissigen Wan-
den (Diffusion) definiert, und entspricht der potentiellen Energie die bei Eintrag
von 0N; Teilchen durch die Systemwénde aufzuwenden ist. Dieser Teilcheneintrag
kann nur bei Abwesenheit chemischer Reaktionen als Anderung dN. ; der Zustands-
funktion N; betrachtet werden. Fiir den Rest dieses Abschnitts setzen wir dies
voraus und schreiben 6N; = dN;. Die zusammenfassende Bilanz fiir die innere
Energie U;(S;,V}, N;) bei reversibler Zustandsanderung im Einzelsystem A ist
dann wegen 6Q); = T'dS;:

de = Tdej — pjde + ,Udej.
Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen
oU; oU, oU;
——J _T. 7). 79— .
as; oy, T P gny T
Ein reversibler Weg in das thermodynamische Gleichgewicht des Gesamisystems

ist nach (a) durch das Minimum der Energie bei konstanter Gesamtentropie S
gekennzeichnet. Im Gleichgewicht weist deshalb die innere Energie

U=Ui(5,Vi,N1)+Ux(S—51,V—-Vi,N—Ny)

als Funktion von Sy, Vi, N7 ein relatives Minimum auf, wenn die Werte S, V, N fir
das Gesamtsystem konstant gehalten werden.

Das bedeutet bei beliebiger Wahl von dSy,dV;,dNy :

oU,  oU, ou,  oU, ou, Uy .

oder

Ty =13, p1=p2, (1= 2.
Die selben Bedingungen fiir das Gleichgewicht ergeben sich aus der Forderung (b)
fiir den irreversiblen Weg, dafl die Gesamtentropie

S =51(U1,Vi,N1) + S2(U = U,V — V1, N — Ny)
bei fixierten Werten U, V, N fiir das Gesamtsystem maximal wird. Dies folgt aus

051 085y 051 085 051 052

_ _ — — —=2)V\dN, =
(o, ~ a0, v, v, Wit JaN1 =0

)dU; + ( ON,  ON,
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und Anwendung der Beziehungen

05 _ 1 05 _p 98 _ 1
ou; T; ov, T ON; Ty

Wir bemerken abschlieBend, dafl sich obige Beschreibung des Ubergangs vom Un-
gleichgewicht zweier Teilsysteme (Zellen) zum Gesamtgleichgewicht leicht auf eine
groflere Zellenzahl verallgemeinern 148t, wenn die Ausgleichsvorgénge so langsam
sind, daf} ein partielles Gleichgewicht der Zellen vorliegt. Das Gesamtgleichgewicht
ist dann wieder durch die Gleichheit aller Temperaturen, aller Drucke und aller che-
mischen Potentiale gekennzeichnet. Dabei ist es fiir die Situation im Zustandsraum
charakteristisch, dal der Raum IR der Gleichgewichtszustinde die Berandung des
Raums IR’ der Ungleichgewichtszustinde bildet (Kap. 1.4). Daraus ergibt sich der
allgemeine Sachverhalt, dafl unterschiedliche Wege ins Gleichgewicht immer die
Eigenschaft haben, daf} eine der Zustandsgroflen extremal wird, wiahrend andere
konstant gehalten werden. Zur einfachen Darstellung haufig benutzter Wege nach
IR fithrt man die thermodynamischen Potentiale ein.

4.6 Thermodynamische Potentiale

Die thermodynamischen Potentiale sind energieartige Zustandsgréfien, die fiir die
in der Praxis besonders hdufig benutzten Zustandswege eine einfache Darstellung
des Ausgleichsvorgangs erlauben: sie nehmen ebenso wie mechanische Potentiale
im Gleichgewicht Minimalwerte an. Anderen Zustandswegen werden dabei jeweils
andere Potentiale zugeordnet. Dariiberhinaus ermoglichen die thermodynamischen
Potentiale die einfache Herleitung einiger Eigenschaften der Funktionen

T(S.V,N),  p(S,V,N),  u(S,V.N)

fiir die Gleichgewichtswerte von Temperatur, Druck und chemischem Potential, die
als Maxwell-Relationen bekannt sind. Fiir die Bilanzierung der Energieiibertrage
haben die Potentiale dagegen nur eine untergeordnete Bedeutung.

Wir beschrénken uns wie oben auf Systeme mit der Gesamtentropie S in denen nur
die Arbeitskoordinaten Volumen V und Teilchenzahl N auftreten und definieren
die Potentiale:

F= U-TS = freie Energie
H = U+pV = Enthalpie
G = U-TS+pV = Gibbs-Potential (freie Enthalpie)

Fir Ungleichgewichtszustdnde eines Systems A werden F, G beziiglich einer ein-
heitlichen Auflentemperatur T definiert, bei der alle Warmeiibertrage aus der
Umgebung an A erfolgen sollen. Ebenso ist p in H, G ein einheitlicher Auendruck
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fiir die Ubertrige mechanischer Arbeit an A 1.

Fiir Gleichgewichtszusténde liegen die AuBlenwerte T, p auch im Inneren von A vor.
In diesem Fall kann T - S als Warmeinhalt und —p- V' als Arbeitsinhalt betrachtet

werden. Die Potentiale entsprechen dann den folgenden Energieinhalten des Sys-
tems:

F = Arbeitsinhalt, H = Warmeinhalt+chemische Arbeit, G = chemische Arbeit.

Diese Deutung ist allerdings auf reversible Vorgédnge bei konstanten Werten T, p
beschrankt. Nur dann ist d(7'S) mit dem Wérmeiibertrag und —d(pV) mit dem
mechanischen Arbeitsiibertrag identisch.

4.6.1 Potentiale und Gleichgewichtsbedingungen

Wichtiger ist die Rolle der Potentiale bei der Formulierung der Gleichgewichtsbedin-
gungen. Wir beginnen mit der differentiellen Clausius-Ungleichung nach Kap. 4.4

0Q <TdS ,

wobei das Gleichheitszeichen fiir reversible Prozesse gilt (Entropieinderung nur
durch Wirmeiibertrag 6@ von aufien). Dabei ist T' die Temperatur mit der §@Q aus
der Umgebung in das System A eingetragen wird. Wir betrachten ferner die Bilanz
fiir die innere Energie von A:

dU = 6Q — pdV + uéN .

Hier ist p der Auflenwert des chemischen Potentials, bei dem JN Teilchen aus
der Umgebung in das System eingetragen werden (Teilchenzahlinderungen AN
durch chemische Reaktionen ¢m System liefern keinen Beitrag zu dU, da lediglich
Umsetzung von chemischer Arbeit in kinetische Energie bei ungeénderter Gesam-
tenergie U erfolgt, vgl. Kap. 3.2 und Kap. 6.4). Fir Systeme, die sich noch im
inneren Ungleichgewicht befinden, ergibt sich aus der Clausius-Ungleichung fiir die
Anderungen der vier Potentiale:

au < 7dS — pdV + pdN
dFF < —=8dT —pdV + udN
dH < TdS + Vdp + néN
dG < —=SdT +Vdp+ udN .

Bei verschwindenen Differentialen auf der rechten Seite wird fiir jede der vier
Zeilen ein anderer Weg vom Ungleichgewicht ins Gleichgewicht eingeschlagen,
da jeweils andere Koordinaten fixiert sind (vgl. Kap. 4.5). All diesen Wegen ist

1 Bei Bezug von T, p auf die AuBenwand o des Systems werden F, H,G auch als verfiigbare
Potentiale bezeichnet und F' als Exergie des Systems beziiglich der Umgebungstemperatur
(Baehr, Thermodynamik)
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jedoch gemeinsam, daf} eines der thermodynamischen Potentiale absinkt, bis es im
Gleichgewicht seinen Minimalwert erreicht. Im einzelnen gilt:

Fixierte Koordinate Clausius-Ungleichung Gleichgewichtsbedingung

S, V,N dU <0 Uminimal
T,V,N dF <0 F minimal
S,p, N dH <0 H minimal
T,p,N dG <0 G minimal

Zur Erlauterung bemerken wir, daf} sich die Potentiale U, F, H, G des Systems
A auch bei fixierten Koordinaten S,V, N, T,p (siehe erste Spalte) wihrend des
Ausgleichsvorgangs im allgemeinen noch dndern. Beispiele wurden in Kap. 4.5
beschrieben. In der vollstdndigen Beschreibung des Ungleichgewichts treten als
Extravariablen auch die Differenzen der Teilsystemwerte Sy, Vo, Nu, T, Pa (VgL
Kap. 1.4) auf, die die Potentiale auf dem Wege ins Gleichgewicht beeinflussen. Erst
die Minimalwerte von U, F, H, G sind eindeutige Funktionen der Gleichgewichtsko-
ordinaten S, V, N, T, p.

4.6.2 Potentiale und Maxwell-Relationen

Die im Gleichgewicht erreichten Minimalwerte der Potentiale sind eindeutige Funk-
tionen

U(S,V,N),  F(I.V.N),  H(S,p,N),  G(T,p,N)

der in Kap. 4.6.1 genannten Zustandsgrofien. Aus den zweiten Ableitungen dieser
Funktionen ergeben sich eine Reihe von niitzlichen Beziehungen zwischen den ersten
partiellen Ableitungen der Zustandsgréfien, die ohne Einfiihrung der Potentiale
nur schwer zu erkennen sind. Zur Herleitung benutzen wir einen Satz iiber die
Legendre-Transformierten einer Funktion A(©;...0 ). Wir teilen die Indexmenge
1...J gemdB {1...J} = TUT in zwei elementfremde Mengen I, und definieren
mitael,fel
0A - 0A
= 56, A=A %;@58@5

A ist die Legendre-Transformierte von A beziiglich des Variablensatzes Op,8€ 1.
Ferner benutzen wir die Schreibweise

A(..@a..@ﬁ..) A[..@a..aﬁ..] ,

wobei die Klammern (...) und [...] die unterschiedlichen Abbildungen der ver-
schiedenen Variablensitze ©,,03 und ©,,ag auf die gleiche Zahl A kennzeichnen.
O, ag werden als natiirliche Variablen der Legendre-Transformierten A bezeichnet.
Es gilt dann fiir die Ableitungen von A:

ag[..]_aA(..) 8[1[~-]
00, 00, ’ Jag

= -0, . (4.4)



38 4 Wirkungsgrade und zweiter Hauptsatz

Die Unterschiede von A und A in der ersten Gleichung kompensieren sich dadurch,
dafl bei der Ableitung nach O, auf der linken Seite ag, aber rechts © 4 festgehalten
wird. Zum Beweise schreiben wir den Zuwachs dA sowohl als Linearkombination
von dB,,dag als auch von dO,,dOg :

~ A
dA = 9 Z @5da,3

_ OA[- -] OA[- -]
— 50, d@a+zﬁ: 9og dag

[e%

wobei in der ersten Zeile zwei Beitrige )4 6ggﬁ')d@ﬁ verschiedenen Vorzeichens
gekiirzt sind. Aus dem Koeffizientenvergleich folgt unmittelbar die Behauptung.
Die Legendre-Transformierte A héingt offensichtlich von der Auswahl der Variablen
O3, € I ab, beziiglich denen transformiert wird. Wir schreiben deshalb auch
A = AT, Wegen der Bezichungen ou(S,v /85’ T,0U(S,V) /8V = —p lassen
sich die thermodynamischen Potentlale als Legendre- Transformlerte der inneren
Energie U identifizieren. Im einzelnen gilt:

F=U-S0U/0S =US[T,V] = F[T,V]

H=U-VoU/oV =UY[S,—p] = H[S,p]

G=U-SoU/aS-VaUu/ov =USY[T,—p] =GI[T,p
Wenn wir von dem oben gezeigten Satz iiber Legendre-Transformationen Gebrauch
machen, so erhalten wir die folgenden Beziehungen fir die ersten und zweiten
Ableitungen der Potentiale (partielle Ableitungen nach den natiirlichen Variablen
in Spalte 1 sind durch untere Indizes gekennzeichnet):

Variablen Potential 1. Ableitungen Mischableitungen
der Potentiale der Maxwell-Relationen

S,V U Us=T Usy =Uyg
Uy =—p 8T/8V:—8p/65

T,V F=U% Fr=-S Fry = Fyr
Fy,=—p 85/8V:3p/3T

S, —p H=UV He=T Hs, = Hys
H,=V oT /op =9V /9S

T,—p G=U% Gp = -8 Grp = Gpr
G,=V —85/8p=8V/8T

Das Ergebnis dieser mathematischen Betrachtung ist die letzte Spalte. Durch Berech-
nung der Mischableitungen der Potentiale ergeben sich eine Reihe von Bedingungen
an die ersten Ableitungen der Groflen S, V, T, p die als Maxwell-Relationen bekannt
sind. Sie spielen in den Anwendungen der Thermodynamik eine wichtige Rolle.
Durch Benutzung der Potentiale wird die Herleitung dieser Relationen erheblich
vereinfacht.



4.6 Thermodynamische Potentiale 39

46.3 Homogenitatsrelationen fiir extensive und intensive GroBen

Die Begriffe extensiv und intensiv betreffen das Verhalten der Zustandsgrofien bei
Vervielfaltigung thermodynamischer Systeme um reelle Faktoren . Sind Z und
Zy die Zustandsvektoren des Originalsystems und des vervielféltigten Systems, so
gelten die Homogenitéatsrelationen:

X(Z)) =MX(Z) fir extensive Zustandsgrofien
y(Z)) =y(2) fiir intensive Zustandgrofen.

Falls Z = (©1 ...0 ) durch extensive Zustandsgrofien X,,a = 1...r und intensive
Zustandsgroflen yg, 8 = r + 1...J dargestellt wird, vereinfachen sich diese Be-
ziehungen auf X (AX,,y3) = AX(Xa,ys) und y(A X4, y3) = y(Xa,yg) oder nach
Differentiation beziiglich A bei A =1 auf:

) 8
Za: XQKX(Z) =X(Z) und za: Xaﬁy(Z) =0

fiir extensive Groflen X und intensive Groflen y.

Intensive Zustandsgroflen sind Temperatur T, Druck p, chemisches Potential p .
Eztensive Zustandsgroflen sind Entropie S, Volumen V' und Teilchenzahl N.

In der Thermodynamik wird auch die innere Energie U als extensive Grofie be-
trachtet. Sie ist allerdings nur insoweit extensiv, als die Wechselwirkungsenergie
zwischen den Teilsystemen und die Oberflachenenergie des Systems vernachlissigt
werden koénnen (in der statistischen Mechanik entspricht dies dem thermodyna-
mischen Limes). In der gleichen Naherung ist auch die Entropie S des Systems
extensiv, da dS als Linearkombination von dU,dV,dN dargestellt werden kann,
wobei die Koeflizienten intensive Gréflen sind. Deshalb sind auch die Potentiale
F, H, G extensive Groflen, da sie sich von U nur um die extensiven Beitrage T'S
und pV unterscheiden. Als Funktionen ihrer natiirlichen Variablen erfiillen sie die
Homogenitatsrelationen

F(T,A\V,AN) = AF(T,V,N)
G(T,p,AN) = XG(T,p,N) .

Differentiation der letzten Gleichung nach A ergibt

G(T,p,N) 0

Aus den Eigenschaften der Legendre-Transformation Kap. 4.6.2 folgt andererseits

0 0
aWG(TaP>N)— aWU(S7WN)—M -
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Das bedeutet G/N = p . Das chemische Potential p, d.h. die Eintrittsarbeit
fiir ein Teilchen ist also gleich dem Gibbs-Potential pro Teilchen wenn nur eine
Teilchensorte auftritt.

Das chemische Potential p ist eine intensive Zustandsgréfie und erfiillt

w(T,p, AN) = p(T,p,N) = u(T',p) .
Daraus ergibt sich die Gibbs-Duhem Beziehung bei einer Teilchenzahl N :
G(T,p,N)/N = u(T,p) . (4.6)

Bei mehreren Teilchenzahlen N, , a = 1... C verallgemeinert sich die Gibbs-Duhem
Beziehung auf

G(T,p,Ny...Nc)/N =Y zapia(T,p,a1...2¢) , 25 =Ng/N , N=3 Na,
« «
(4.7)

wobei « verschiedene Phasen oder Komponenten kennzeichnen kann. Die chemi-
schen Potentiale p, = 0G / ON,, erfiillen hier als intensive Zustandsgrofien die
Homogenitéatsrelationen

to (T, p, AN1 .. .ANg) = po(T,p, N1 ... No) = po(T,p, 21 ... 20) (4.8)

und héngen neben T, p auch von den Mischungsverhéltnissen xzz ab. Wegen z; +
-+ +x¢ =1 sind nur C' — 1 von ihnen unabhéngig.

4.7 Aufgaben

Aufgabe 4-1: Vertraglichkeit Zustandsgleichungen
Gegeben sei eine thermische Zustandsgleichung p(7, V') und eine kalorische Zustands-
gleichung U (7, V) in Abhéngigkeit von empirischer Temperatur 7 und Volumen V.
Zeige, dafl die beiden Zustandsgleichungen nur dann miteinander vertraglich sind
wenn

_op/or__

p+oU/OV

nicht von V' abhéngt.

Beachte, dafl die absolute Temperatur eine eindeutige Funktion T'(7) von 7 ist.

Aufgabe 4-2: Empirische Temperatur

Die Temperaturdefinition T' = v(7,7,) = ToQ / Qo nach Kap. 4.3 ist fiir praktische
Zwecke wenig geeignet, weil die Wirmeiibertrige Q, Qo nicht sehr genau meBbar
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sind. Wir wéhlen eine beliebige empirische Temperaturskala 7 und denken uns die
besser mebaren Koeffizienten
op(1, V) ou(r,V)

V) d ALY
or  m4 Pty

gegeben. Zeige, dafl die absolute Temperatur T aus diesen beiden Funktionen bis
auf einen Skalenfaktor T nach

T="T, ef :0 %‘h
berechnet werden kann.

Aufgabe 4-3: Gewdssererwdarmung

An einem Flufl wird ein Kraftwerk mit einer mechanischen Leistung von A=
1000 MW betrieben. Die Warmequelle im Kraftwerk hat eine Temperatur von
Ty =600 K | das aus dem Fluf zur Kiithlung entnommene Wasser die Temperatur
Tx = 290 K. Um wieviel Grad wird der Flufl durch den Kraftwerksbetrieb erwérmt,
wenn der Wirkungsgrad des Kraftwerks 50% des idealen Wirkungsgrades betrigt?
Rechnen Sie mit folgenden Parametern:

FluBquerschnitt g =75m?
Stromungsgeschwindigkeit v =1 m/sek
Spezifische Wirme des Kiihlwassers ¢, =4180 J/(kgK)
Kiihlwasserdichte p =1000 kg/m3

(1J = 1 Wattsek, K = Kelvin).

Aufgabe 4-4: Warmepumpe

Ein Elektroofen halt ein Zimmer auf 20 °C. Die Auflentemperatur ist 10 °C. Wie
stark sinken die Heizkosten wenn man statt des Ofens eine reversible Warmepumpe
zur Heizung verwendet?

Aufgabe 4-5: Otto-Motor

Wir betrachten den folgenden Kreisprozefl zur Simulation des Otto-Motors: 1 — 2:
Adiabatische Expansion

2 — 3: Abkiihlung bei V,,,4, (Gasaustausch)

3 — 4: Adiabatische Kompression

4 — 1: Erwarmung bei V,,,;,, (Explosion)

Es wird reversible ProzeBfiihrung mit einem idealen Gas betrachtet. Die Ener-
giezufuhr erfolgt beim Otto-Motor wihrend Gasaustausch (Eintrag chemischer
Energie). Sie wird im Modell durch den Wiarmeeintrag @ g nach Kompression bei
ungeénderter Zusammensetzung des idealen Gases simuliert.

(a) Zeige, daBl der Wirkungsgrad des Prozesses durch

T Ts
v T T
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A
p 1
Expansion
Qu (Explosion)
2
Qx (Gasaustausch)
4 »
Kompression 3
5 | | .
‘/'m,i,n, ‘/HL(],.'I,' 4

Abbildung 4.7 KreisprozeB zur Simulation des Otto-Motors

gegeben ist. Benutze die Clausius-Gleichung ¢ 6Q/T = 0.

(b) Beachte, daB fiir die Adiabaten des idealen Gases TV »/¢v~1 = const gilt und
driicke den Wirkungsgrad durch das Verdichtungsverhaltnis Vi, /Vinaz aus.

Aufgabe 4-6: Maximale Arbeit

Wir betrachten eine Zustandsdnderung des Systems, die bei der Temperatur T}
startet und auch bei Ty endet. Ferner sollen auch alle Warmeiibertriage an das
System bei Ty erfolgen. Im iibrigen kann die Systemtemperatur wéihrend des
Vorgangs variieren.

Zeige, dafl die vom System nach auflen abgegebene Arbeit hochstens —AF' betréigt,
wobei AF die Anderung der freien Energie ist. Benutze die Clausius-Ungleichung
0Q <TdS. Siehe dazu auch Aufgabe 21-3

Aufgabe 4-7: Schnittpunkte Adiabaten-Isothermen

Zeige, daf eine Adiabate und eine Isotherme des thermodynamischen Systems
héchstens einen Schnittpunkt haben, wenn sie nicht zusammenfallen. Benutze den
zweiten Hauptsatz und betrachte den Sachverhalt im p, V-Diagramm.

Aufgabe 4-8: Anomalie des Wassers

Wasser hat bei 4 °C seine grofite Dichte.

(a) Zeige, daB die 4°-Isotherme auch eine Adiabate ist (S(4°, V') = const).

(b) Eine Carnot-Maschine, die bei 6 °C expandiert und bei 2 °C komprimiert, hitte
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wegen 9S5(2°,V)/0V < 0 < 9S(6°,V)/0V auf beiden Isothermen Zuwéirme,
was nach dem 2. Hauptsatz unmoglich ist. Wie 16st sich dieser Widerspruch
auf? Zeichne qualitativ die Adiabaten in der Néhe von 4 °C im T, V-Diagramm.

Aufgabe 4-9: Freie Energie im Schwerefeld und hydrostatische
Gleichgewichtsbedingung

Wir betrachten zwei Gasvolumina der gleichen Teilchensorte (Molgewicht m), die
sich auf verschiedenen Hohen 21, zo im Schwerefeld befinden und die durch einen
Kanal verbunden sind. Thre inneren Energien ohne Schwerefeld seien

U (S1, Vi,m1), U (82, Va2, na)

Die Lageenergie der Teilsysteme tragt zur Gesamtenergie bei, d. h. es gilt:
U= Ul(o) +mgniz; + UQ(O) + mgnszs .

Nach Temperaturausgleich ist die freie Gesamtenergie F' = U — T'S durch
F = FOT Vi,n1) +mgniz + FO(T, Va, ny) + mgnoze

gegeben. Fiir Gleichgewichtszustande ist die freie Energie geringer als fiir benach-
barte Ungleichgewichtszustande.

(a) Zeige, dafl die Bedingung fiir das Teilchenzahlgleichgewicht der beiden Gasvolu-
mina wie folgt lautet:

T, Vi, ng) +mgz = plO (T, Va,no) + mg 22 .

Beachte, dafi die Gleichgewichtsbedingungen Kap. 4.6.1 auch im Schwerefeld
gelten (die analogen Bedingungen im &ufleren elektrischen Feld werden in
Kap. 9.4 behandelt).

(b) Zeige, daBl die hydrostatischen Gleichgewichtsbedingung

dp(z)
dz

=—p(2)g , p = Massendichte

aus (a) hergeleitet werden kann, wenn man (a) auf kontinuirlich viele Hohen z
verallgemeinert.

Aufgabe 4-10: Isothermer/lIsentroper Teilcheniibertrag

In einen Behalter mit konstantem Volumen V werden dN Teilchen iibertragen.

(a) Stelle die Entropieéinderung dS bei isothermen Ubertrag dN sowie die Tem
peraturinderung d7 bei isentropem Ubertrag dN durch die Ableitungen des
chemischen Potentials dar.

(b) Benutze §2U(S,V,N)/d5? > 0 (Konvexitit der Funktion U(S)) um zu zeigen:
dS und dT haben verschiedene Vorzeichen.



44 4 Wirkungsgrade und zweiter Hauptsatz

Aufgabe 4-11: Energiebilanz bei kdrperfesten/raumfesten Winden

V+dV

S = const )

Man zeige, dafl die beiden folgenden Zustandsdnderungen einer homogenen Substanz
die gleiche Energiednderung ergeben

(a) Adiabatische Kompression (dV < 0) mit einem undurchléssigen Kolben (kor-
perfeste Wand) und nachfolgende Vervielfachung des Systems um den Faktor
(1—4dv/V).

(b) Isentroper Eintrag von dN = —NdV/V Teilchen der Substanz durch eine raum-
feste durchléssige Wand bei der Anfangsstellung des Kolbens mit nachfolgendem
Wairmeeintrag TdS, dS = —SdV/V. Man benutze die Homogenitétsrelation fir
die innere Energie.

Aufgabe 4-12: Entropie von System und Umgebung

1 Kilogramm Wasser von 0 °C wird mit einem Warmebad von 100 °C in Kontakt
gebracht.

(a) Um wieviel haben sich die Entropien von Wasser, Warmebad und Gesamtsystem
gedndert wenn das Wasser 100 °C erreicht hat?

(b) Wie kann das Wasser auf 100 °C erwérmt werden, ohne daf sich die Gesam-
tentropie (Wasser+Bad) dndert?

Man verwende C),(H20) = 4180 J/K im ganzen Temperaturbereich.

Aufgabe 4-13: Wirmekapazitaten
Zeige, daB fiir die Warmekapazitiaten einer Substanz
Op(T,V) OV (T, p)

O = Cv =157 or (

oV (T, p)\* op(T, V)
oT oV

gilt, wobei sich Cp, C'y auf konstanten Druck bzw. konstantes Volumen beziehen.
Kann C}, — Cy negativ werden?

Aufgabe 4-14: Warmepumpen

Drei identische Korper mit konstanter Warmekapazitat haben die Temperaturen
300 K, 300 K, 100 K. Wie grof} ist die héchste Temperatur auf die einer der Kérper
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durch Benutzung von Warmepumpen oder Warmemotoren gebracht werden kann,
wenn dem Gesamtsystem von auflen weder Arbeit noch Warme zugefiithrt wird?

Aufgabe 4-15: Kompressibilitit < = —V ~19V/9p und Warmekapazitit

Man zeige, dafl die isothermen und adiabatischen Kompressibilitdten k7, kg mit
den isobaren und isochoren Wérmekapazitdten Cp,Cy nach Cy/Cp = kg/kp zu-
sammenhéngen.

Aufgabe 4-16: Energie am absoluten Nullpunkt

Man zeige:

Die innere Energie einer homogenen Substanzmischung hat bei T' = 0 die Darstel-
lung

C
U= —pV—i—Z Nutto , No = Teilchenzahlen , u, = chemische Potentiale .

a=1

Benutze die Homogenitéatsrelation U(AS, AV, AN ... AN¢) = AU(S,V, Ny ... N¢)
und beachte, dafl die Entropie bei 7' = 0 nach dem 3. Hauptsatz endlich bleibt.

Aufgabe 4-17: Jakobi Determinante

Die Jakobi Determinante fiir die Koordinatentransformation z,y — u(x,y), v(z,y)
ist durch

O(u,v)  OJudv v du

o(z,y) 0z dy Oxdy

definiert. Jakobideterminanten haben die Eigenschaft

wenn a(z,y), b(z,y) ein weiteres Koordinatenpaar ist.

Man zeige: Fiir ein System konstanter Teilchenzahl gilt g((;/;)) =1.

Beachte die Beziehung ggzg = (%) )
' Yy






5 Reine Stoffe

In diesem Kapitel behandeln wir die thermodynamischen Eigenschaften von Syste-
men mit nur einer Teilchensorte.

5.1 Thermische Strahlung und Stefan-Boltzmann Gesetz

Wir betrachten einen Hohlraum, dessen Wandelemente sich auf einer einheitlichen
Temperatur 7" befinden. Die Strahlung im Inneren gelangt ins thermische Gleichge-
wicht mit der Umgebung, wenn die Wand Licht beliebiger Wellenldnge absorbieren
und emittieren kann. Im Gleichgewicht erreichen die pro Zeiteinheit absorbierten
und emittierten Energiebetriage gleiche von Null verschiedene Werte. Die Wechsel-
wirkung mit der Wand legt dabei fest, wie schnell das Gleichgewicht erreicht wird.
Thermische Isolation von Photonen der Wellenldnge A tritt nur fiir den Fall ein, dafl
fiir A Totalreflektion an allen Wandelementen und auch an den Verunreinigungen
des Hohlraums besteht (dies 148t sich z. B. durch ein Kohlestdubchen im Hohlraum
verhindern). Eine Besonderheit des Strahlungshohlraums ist, daf die Photonenzahl
N wegen des Kontakts mit der Wand nicht erhalten ist. Die Photonenzahlen N zur
Wellenlénge A sind fluktuierende Groflen, die sich im Gleichgewicht so einstellen,
dafl die Entropie S bei vorgegebenen Werten fiir die innere Energie U und Hohl-
raumvolumen V' maximal wird. Dabei erreicht die Photonenzahl einen Mittelwert
N(U,V), der sich durch die Gleichheit der Emissions- und Absorptionsraten aus-
zeichnet. Die Gleichgewichtszustinde des Strahlungshohlraums sind deshalb bereits
vollstdndig durch die beiden Variablen U,V festgelegt (demgegeniiber enthalten
die Gleichgewichtszustdnde von Gasen mit Teilchenzahlerhaltung die Teilchenzahl
N als dritte Variable, die unabhéngig von U,V makroskopisch eingestellt werden
kann).

Demgemaf ist der Strahlunghohlraum ein homogenes isotropes thermodynamisches
System, dessen Energiebilanz im Gleichgewicht durch

dU =TdS — pdV

definiert ist. p ist der Strahlungdruck. Das Fehlen eines unabhéngigen Beitrags pudN
wegen der Nichterhaltung der Photonzahl kann formal durch das Verschwinden
des chemischen Potentials berticksichtigt werden. Die Energiebilanz bei konstanter
Temperatur lautet nach Division durch dV

OU(T.V) _ 0S(T,V) - 7 OP(T.V) L

ov ov or
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wobei die Maxwell-Relation Fry = Fyp nach Kap. 4.6.2 benutzt ist. Zur Herleitung
des Stefan-Boltzmann Gesetzes benutzen wir zwei Eigenschaften des Strahlungs-
hohlraums:

» Bei Vernachldssigung von Oberflicheneffekten ist die innere Energie U (T, V)
des Hohlraums eine extensive Grofle. Deshalb erfiillt die Energiedichte U / V=
u(T, V) als intensive Grofle nach Kap. 4.6.3 die Homogenitétsrelation

ou ou
VW , also W u(T)

(bei Gasen mit erhaltener Teilchenzahl ist in der Energiedichte neben der
Temperatur auch die Teilchenzahl zu berticksichtigen).

» Der Strahlungsdruck p hdangt mit der Energiedichte u nach p = u/3 zusammen.
Dies folgt aus u = g~ (E? 4+ B?) sowie aus der Darstellung

1.1
Ti = pbis = o [5(1«32 + B0, — E;Ey — B;By] . 4,k=1,2,3

des Spannungstensors des isotropen Strahlungsfeldes (E und B sind das elektri-
sche und magnetische Feld). Siehe auch Aufgabe 5-17.

Wegen dieser beiden Eigenschaften geht die Energiebilanz in

du
ul) =3 (Tﬁ ~u(T))
iiber, so dafl u(T") die Differentialgleichung

du
TcTT = 4u(T)

erfillt. Sie hat die allgemeine Losung
u(T) = AT* (Stefan-Boltzmann Gesetz der Wirmestrahlung) .

Der Wert der Konstanten A ist nach der Quantenstatistik des Photongases gegeben
durch
80 Kkt

A=—"— " _=7565-10710 J m3K™*
15 (he)® " m

k, h,c = Boltzmann-Konstante, Wirkungsquantum, Lichtgeschwindigkeit .

Von Interesse ist ferner die Entropie S(U, V') des Strahlunghohlraums. Aus der
Energiebilanz folgen die partiellen Ableitungen 95/0U = 1/T,05/0V =p/T . Als
extensive Grofle erfiillt S(U, V') ferner die Homogenitatsrelation

oS oS
S—Ua +VW U +V—
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Aus U = Vu und p = u/3 folgt dann

V444

Fir die Adiabaten Sy = const des Hohlraums bedeutet dies

Aus diesem Grunde nimmt z. B. die charakteristische Temperatur der Hintergrund-
strahlung bei der kosmischen Expansion des Weltalls wie 1/r ab, wenn r ein
Skalenfaktor fiir seine Ausdehnung ist (fiir einen adiabatischen Hohlraum des
Volumens ar? gilt 7373 = const).

Nimmt man als mittlere Temperatur bei der Entstehung der stabilen Kerne
kT = 1 GeV an, so ergibt sich aus der derzeitigen mittleren Temperatur der
Hintergrundstrahlung von 2,7 K und aus 7T = const eine Langenexpansion des
Weltalls von der GroéBenordnung 102 seit Kernentstehung.

5.2 Verhalten realer und idealer Gase

Gase sind fiir einfache thermodynamische Betrachtungen besonders geeignet weil
als mechanische Arbeitskoordinate nur das Volumen auftritt. Der Spannungstensor
des Gleichgewichtszustands ist wegen der Abwesenheit von Zahigkeitseffekten ho-
mogen und isotrop und wird durch den Druck vollsténdig beschrieben. Anders als
die Photonenzahlen im Strahlungshohlraum orientieren sich die Molekiilzahlen im
realen Gas (ohne chemische Reaktionen) nicht an den Emissions- und Absorptions-
raten der Wand, sondern sind streng erhalten. Die Teilchenzahlen hédngen deshalb
nicht von Energie U und Volumen V ab und treten als unabhéngige Variable
auf, die durch kontrollierten Ubertrag in das Gefif vorgegeben werden kénnen.
Wesentlichen Aufschlufi iiber die thermischen Eigenschaften realer und idealer Gase
gibt das Verhalten bei Expansion. Wir betrachten die irreversible Anderung des
Gasvolumens bei konstanter Gesamtenergie und konstanter Gesamtenthalpie, wobei
jeweils Anfangs- und Endzustand Gleichgewichtszustdnde sind. In beiden Féllen
andert sich der materielle Inhalt der Teilvolumina des Systems durch Diffusion,
wobei das Gesamtsystem materiell und adiabatisch abgeschlossen sein soll. Es wird
also eine Gasmenge fester Teilchenzahl betrachtet, fiir die sich die Entropie nur
durch innere Prozesse dndert. Zum Vergleich erldutern wir die reversible Entspan-
nung bei konstanter Entropie. In allen Féllen hangt das Ergebnis nicht davon ab,
ob ein irreversibler oder reversibler Weg zwischen den Gleichgewichtszustdnden vor
und nach Expansion eingeschlagen wird.
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5.2.1 Gay-Lussac Expansion und Molekiilkrifte (U = const)

Bei der Gay-Lussac Expansion (s. Abb. 5.1) ist das Gas zu Anfang durch eine Trenn-
wand in einem Teil des Geféles mit dem Volumen V; eingesperrt. Der verbleibende
Teil mit dem Volumen AV = V5 — V; ist evakuiert. Nach Entfernen der Trennwand
breitet sich das Gas im ganzen Gefafl aus. Das Gefaf} ist materiell, mechanisch und

AV

Vo 1o
Abbildung 5.1 Gay-Lussac Expansion (konstante Energie U)

adiabatisch abgeschlossen, so daf fiir die Gesamtenergie U wihrend der Expansion
U = const gilt. Ungleichgewichtszusténde treten nur wahrend der Expansion auf.
Demgegeniiber sind Anfangs- und Endzustand Gleichgewichtszusténde, so dafl ihre
Differenz vollstandig durch Gleichgewichtsgrofien ausgedriickt werden kann. Die
Anderung der Temperatur T'(U, V) bei einer kleinen Volumenénderung AV wird
in guter Ndherung durch

or
AT = <(3V) . AV

beschrieben (wir bezeichnen mit ( ) die Ableitung bei fixiertem C). Im iibrigen
benutzen wir die mathematische Identltat

oT B ou ou
(v), = (), /(Gr),
die aus 8U dTl' + 3 ou vdV = 0 folgt. (BU) = (Cy ist die Warmekapazitét bei konstan-
tem Volumen und hat einen positiven Wert. Ferner ist ( ) die Anderung der
Gesamtenergie bei isothermer Volumenédnderung. Nach dem Glelchvertellungssatz
aus der statistischen Mechanik bleibt die kinetische Gesamtenergie des Gases bei
isothermer Expansion konstant, so daf3 ( av) nur die Anderung der potentiellen
Gesamtenergie bei der Expansion beschreibt. Fiir reale Gase sind die mittleren
Molekiilkrafte anziehend (abstofiende Kréfte treten erst in der kondensierten Phase



5.2 Verhalten realer und idealer Gase 51

bei kleineren Volumina auf). Die potentielle Gesamtenergie des Gases steigt deshalb
bei Expansion an und es gilt

ou oT ou
(v), 0 o (), = (av), o=

Bei Gay-Lussac Expansion eines realen Gases kommt es also immer zu einer
Abkiihlung, da wegen des energetischen Abschlusses die Zunahme der potentiellen
Energie durch die Abnahme der kinetischen Energie ausgeglichen werden muf (fir
das ideale Gas bleibt T' ungeéndert, da OU/0V = 0 gilt, siehe Kap. 5.2.4).

Wir berechnen abschlieSfend die Entropiednderung bei der Expansion. Sowohl
Anfangs- als auch Endzustand des Gases werden durch die Gleichgewichtsfunktion
S(U, V') beschrieben. Nach Kap. 4.5 gilt dabei 0S(U,V)/0V = p/T. Das bedeutet

Va
AS =SU,Va)—SWU, W) = /V1 m&f >0 . (5.1)
Die Entropie steigt also bei der Expansion an. Reversible Entropiednderungen
erfolgen nur bei Wéarmeiibertragen durch die Wéande. Da die Wande bei der
Gay-Lussac Expansion adiabatisch abgeschlossen sind, geht AS alleine auf die
Entropieproduktion im Innern zuriick und es liegt ein irreversibler Ubergang
zwischen den Gleichgewichtszustédnden vor. Siehe auch Aufgabe 5-4.

Fiir den Sonderfall des idealen Gases gilt p / T = Nk / V', wobei N die Zahl der
Gasmolekiile und k die Boltzmannkonstante ist. Integration von (5.1) ergibt hier
AS = NkInVs / V1 und der Entropieanstieg hingt nur vom Volumenverhé&ltnis
ab.

5.2.2 Joule-Thomson Expansion und Gasverfliissigung (H = const)

Statt der Gesamtenergie U wird bei der Joule-Thomson Expansion die Gesamtent-
halpie H konstant gehalten. Die Expansion wird auch hier so vollzogen, daf die
betrachtete Gasmenge vom Teilvolumen V; in das Volumen V5 diffundiert. Das Vo-
lumen V7 wird nun jedoch durch einen nachfolgenden Stempel vollstandig entleert,
wéhrend das Volumen V5 durch einen anderen zuriickweichenden Stempel fiir das
einstromende Gas gedffnet wird. Damit sich die Teilsysteme wegen makroskopischer
Stromungen nicht zu weit von ihren inneren Gleichgewichten entfernen, werden
sie durch eine porése Wand (Drossel) voneinander getrennt. Anfangszustand Z;
und Endzustand Z; sind Gleichgewichtszustéinde. Der Ubergang ist irreversibel,
wobei Ungleichgewichtszustdnde auftreten kénnen. Er wird unter den folgenden
Bedingungen gefiihrt:

» Die Expansion erfolgt adiabatisch, sodafl keine Warmeaustausch mit der Umge-
bung erfolgt.

» Die Druckwerte p1,p2 an den Stempeln werden konstant gehalten, sodafl der
Arbeitseintrag wéhrend der Expansion durch p; Vi — p2 Vo gegeben ist.
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Abbildung 5.2 Joule-Thomson Expansion (konstante Enthalpie H)

Der 1. Hauptsatz gilt auch fiir irreversible Vorginge und liefert fiir die Anderung
der inneren Energie

Us =Ur +p1V1 — p2Va

Fiir die Enthalpie H = U + pV der Gleichgewichtszustinde Z;, Zs vor und nach
Expansion bedeutet dies

H(Z3) = H(Z1)

Anmerkung: Fir die Enthalpiebilanz spielt die Drossel keine Rolle. Die schnelle
Entspannung fithrt nach Erreichen des Gleichgewichts zum gleichen Endzustand
wie im gedrosselten Fall, wenn nur die Kontaktwerte p;, ps an den Innenwénden
der Stempel konstant gehalten werden. Wéahrend dieses Vorgangs sind Hi, Ho
die Enthalpien von Ungleichgewichtszustédnden, die nach Kap. 4.6 beziiglich der
Druckwerte definiert werden, mit denen alle Arbeitsiibertrage erfolgen. Fiir die
Abkiihlung bei der Joule-Thomson Expansion gilt

AT<8T> Ap
op /) 4

wobei T'(H,p) durch die Gleichgewichtszustédnde definiert ist. § = (?TZ:) ist der
H

Joule-Thomson Koeflizient. Wir benutzen dann die mathematische Identitat

&), &),/ ()

8]? H (919 T oT » ’

die aus g—l;dT + %—gdp = 0 folgt. Der Nenner (g—?)p = (), ist die Wéarmekapazitét
bei konstantem Druck.



5.2 Verhalten realer und idealer Gase 53

Zur Berechnung des Zéhlers (B—H)T differenzieren wir die Funktion H (S’ (T, p), p)

P

nach p. Aus (g—g)p =T, (%—IZ)S =V folgt

oH a8
) =7 () v
<3P>T (3P)T

Ferner benutzen wir die Maxwell Relation G7, = Gpr nach Kap. 4.6.2, ndmlich

(%)T = — (%)p. Der Joule-Thomson Koeffizient § 148t sich dadurch auf die
Wirmekapazitit und den thermischen Expansionskoeffizienten bei konstantem
Druck zurtickfithren:

Fiir reale Gase kann der Koeffizient § beide Vorzeichen annehmen, so daf} bei isent-
halper Expansion je nach Anfangszustand Erwarmung oder Abkiihlung auftreten
kann. Der Grund fiir diesen Sachverhalt geht aus

(@), (@), (%5),
1 ou

hervor. Der Beitrag des ersten Terms zur Temperaturédnderung ist - (Tp) Ap.
' T

Dieser Anteil fithrt wie bei der Gay-Lussac Entspannung (Kap. 5.2.1) immer zur
Kiihlung, da die potentielle Energie bei Expansion ansteigt und kinetische Energie
verbraucht. Der Beitrag des zweiten Terms ist

1 <5(pV)> Ap ~ Vi —paVo %
T

- 0717 op Cyp a Cp’

wobei AA der Arbeitseintrag bei der isenthalpen Entspannung ist. Er kann beide
Vorzeichen annehmen und insbesondere so grofl werden, dafl er den ersten Term
iibersteigt und zur Erwarmung fiihrt. Der Gesamteffekt der Joule-Thomson Ex-
pansion auf die Temperatur 148t sich an den Isenthalpen in Abb. 5.3 ablesen. Die

p, T-Gebiete mit Erwdrmung sind von den Gebieten mit Abkiihlung durch die

Inversionskurve (%)H = 0(T,p) = 0 getrennt. Links der Inversionskurve nach

Abb. 5.3 kommt es zur Kiihlung, weil der Arbeitseintrag AA geringer ist als der
Anstieg der potentiellen Energie, so daf die kinetische Energie sinkt, rechts der
Inversionskurve kommt es zur Erwéirmung, weil AA grofler ist als der Anstieg der
potentiellen Energie. Bei der Joule-Thomson Expansion von idealen Gasen bleibt
die Temperatur konstant. (7', p) verschwindet in diesem Falle fur alle T, p, weil die
Gesamtenthalpie H (T, p) nicht vom Druck abhéngt (Die Inversionskurve entartet
zur T, p-Ebene).
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Abbildung 5.3 Isenthalpen eines realen Gases in der p, T-Ebene.
Die gebrochene Linie ist die Inversionskurve.

Die Entropiedifferenz zwischen den Zusténden vor und nach Expansion folgt aus

dH =TdS + Vdp =0, also (85) = v
op )y T

Das bedeutet wegen p1 > po

V(H,p)

P gy s0
T(H,p)

AS = (. p) - S(.p0) = [ "

P2

wobei AS wieder irreversibel erzeugt wird (nur Entropieproduktion im Innern).
Fiir das ideale Gas ist V / T = Nk/p. Es ergibt sich also fir Expansion bei H =
const die gleiche Entropieproduktion AS = NklIn V; / V1 wie bei der Gay-Lussac
Entspannung U = const. Dies liegt natiirlich daran, dafl beim idealen Gas sowohl
H = const als auch U = const zur gleichen Zustandsénderung 7' = const fithren.

Die Joule-Thomson Expansion ist ein gebrduchliches Mittel zur Verfliissigung
von Gasen. Um Kiihlung zu erreichen, mufl die Temperatur an der Drossel unter
der Inversionstemperatur 7; liegen. Demnach mufl das Gas vorgekiihlt werden,
wenn 7; unter der Raumtemperatur liegt. In der Regel ist die Siedetemperatur
geringer als die Inversionstemperatur, so dafl es hinreicht, die Entspannungszone
der Joule-Thomson Apparatur im Gegenstromprinzip durch das verdampfte Gas
iiber der bereits verfliisssigten Substanz vorzukiihlen. Eine Anordnung nach diesem
Prinzip ist in Abb. 5.4 dargestellt. Bei hinreichend wirksamen Wéarmetauscher wird
das einstromende Hochdruckgas durch das verdampfende Niederdruckgas bis unter
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Abbildung 5.4 Gasverfliissigung nach dem Prinzip der Joule-Thomson Expansion

T; gekiihlt. Nach einer Anlaufzeit wird dann die Temperatur am Drosselventil unter
den Siedepunkt fallen, so dafl zusétzliches Gas verfliissigt wird.

Inversionstemperaturen 7; (Zemansky und Dittman 1981) und Siedetemperaturen
T,(1 bar) fiir einige Gase sind:

Sorte “He H, N, Ar CO,
T;(Celsius) -230 -69 334 521 1002
T, (Celsius) -269 -253 -196 -186 -79

Die Erzeugung der Erstmenge von Fliissiggas der Sorte A mit einer Inversionstem-
peratur T;(A) unter der Raumtemperatur ist gesondert zu betrachten. Falls nur
eine Joule-Thomson Apparatur zur Verfiigung steht, verfliissigt man zunéchst eine
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Menge Fremdgas B mit einem Siedepunkt unter T;(A), aber mit einer Inversions-
temperatur T;(B) deutlich iiber der Raumtemperatur. Zum Beispiel 148t sich durch
Erzeugung von fliissigem Stickstoff (—196 °C) in der Apparatur die zur Verfliissi-
gung von Hy notige Anfangstemperatur von weniger als —69 °C erreichen.

5.2.3 Reversible adiabatische Expansion (S = const)

Manche Verfliissigungsverfahren benutzen zur Vorkiihlung unter die Inversionstem-
peratur die ndherungsweise adiabatische Entspannung des Gases in einer Turbine.
Die Entropie bleibt bei reversibler Prozefifiihrung konstant, wihrend die innere Ener-
gie U wegen des Arbeitsaustrags absinkt. Die Molekiile werden hier aufler durch die
anziehenden Kréfte auch durch Reflektion an zuriickweichenden Wénden gebremst
(sieche Kap. 5.2.5). Die Abkiihlung bei reversibler adiabatischer Entspannung um
Ap ist

AT = <8T> Ap
op )¢

Differentiation von T(p, H(S, p)) ergibt

(),-(5),%
op )¢ o)y Cp

Der Kiihleffekt bei reversibler adiabatischer Entspannung ist also um V Ap / Cp
grofer als bei isenthalper Entspannung, weil hier der Arbeitseintrag durch —pAV
statt durch —A(pV) gegeben ist. Diese Kiithlmethode 148t sich jedoch wegen
bewegter Maschinenteile in der Kiihlzone bei sehr tiefen Temperaturen nicht
mehr realisieren und ist deshalb nur zur Vorkiihlung geeignet. Die Kombination
aus reversibler Entspannung und Joule-Thomson Entspannung wird z. B. bei der
Heliumverfliisssigung benutzt.

5.2.4 Ideale Gase und Virialentwicklung

Die Gleichgewichtsbeziehungen p = p(T,V) und U = U(T,V) einer Substanz
werden thermische und kalorische Zustandsgleichung genannt. Das ideale Gas ist
durch die thermische Zustandsgleichung (englisch: mechanical equation of state)

pV =nRT (5.3)
definiert. Wegen p = —0F/0V entspricht dies der Differentialgleichung

OF _ nRT

ov. v

fiir die freie Energie F/(T, V). Ihre Integration ergibt bei konstanter Molzahl n
F=-nRTIn V+W(T) , (5.4)
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mit frei wahlbarer Funktion W (T'). Daraus ergibt sich die kalorische Zustandsglei-
chung (englisch: thermal equation of state)

UT,V)=F — Tg—? =W(T)-TW'(T)=U(T) mit W =oW/0T . (5.5)
Die Unabhéngigkeit der Energie U des idealen Gases vom Volumen 148t sich bei ir-
reversibler und energetisch isolierter Expansion zwischen zwei Gleichgewichtszustén-
den nachweisen (Kap. 5.2.1). Vor und nach der Expansion liegt im stark verdiinnten
Gas die gleiche Temperatur vor (Versuch von Gay-Lussac). Wegen der thermischen
Zustandsgleichung (5.3) hangt auch die Enthalpie H = U(T)+nRT nur von der Tem-
peratur ab. Fiir die Warmekapazititen C, = 0H(T,p)/0T , Cy =0U(T,V)/0T
des idealen Gases gilt deshalb die Beziehung

Cp(T) =Cy(T) +nR , wobei Cy(T)=-TW"(T)

nicht durch die thermische Zustandsgleichung (5.3) festgelegt ist. Weitere Aussagen
iiber U(T) ergeben sich erst aus der kinetischen Gastheorie. Danach tragen zur
inneren Energie U des idealen Gases nur die Bewegungsenergie und die innere
Anregungsenergie der Molekiile bei. Beide sind unabhéngig vom Gasvolumen V',
da keine Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Molekiilen auftreten. Dabei
wird fiir das ideale Gas eine lineare Temperaturabhéngigkeit der Summe aus
Bewegungs- und Anregungsenergie angenommen. Dies entspricht der kalorischen
Zustandsgleichung

UT)=T-Cy +®y , Cy,Py,=const . (5.6)
Mit @y = 0 erfiillt der Beitrag W (T) der freien Energie (5.4) die Differentialglei-
chung:

W(T)—-TW'(T)=TCy . (5.7)
Sie hat die Losung

W(T)=TCy(1l—1In T)—TSy, , So=const . (5.8)

Bei linearer Temperaturabhéngigkeit der inneren Energie U lauten deshalb freie
Energie und Entropie des idealen Gases:

F=-nRTn V+TCy(l1—In T)-TS, .

OF
S:—a—T:ann V+Cyln T+ Sy .

Die aus den Zustandsgleichungen (5.3) und (5.6) folgenden thermodynamischen
Potentiale des idealen Gases sind in Tabelle I zusammengestellt '. Die Wirme-
kapazitdt Cy erfiillt nach dem Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik

1 Teilchenzahlen in Einheiten mol bezeichnen wir mit n, in absoluten Einheiten mit N.
1mol=Np,o Teilchen, Ny, = 6.022 * 1022 = Avogadro-Konstante. Die Gaskonstante
R = 1.986 cal/K und die Boltzmannkonstante k = R/Np,c) sind Entropieeinheiten. Dement-
sprechend ist nR = Nk
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Cy=Nf g =nf g. Dabei ist f die Anzahl der pro Molekiil angeregten Freiheits-
grade. Es gilt f = 3 fiir Punktteilchen, f =5 fiir 2-atomige Molekiile (2 Rotations-
freiheitsgrade) und f = 6 fir (> 3)-atomige Molekiile (3 Rotationsfreiheitsgrade)
ohne Schwingungsanregung. Bei Anregung einer Molekiilschwingung steigt f um
mehr als 1 an, da U(T') nach dem Virialsatz nun auch innere molekulare potentielle
Energie enthélt (Af = 2 bei Anregung einer harmonischen Schwingung. Siehe
W. Brenig, Statistische Theorie der Wérme).

Viele Gase erfiillen die kalorische Zustandsgleichung (5.6) nur in bestimmten Tem-
peraturbereichen wobei Cy innerhalb des Bereichs n&dherungweise konstant ist.
Fiir 2-atomige Molekiile (wie Oy oder NO) gibt es einen Temperaturbereich mit
Cy = n5§ und einen anderen Bereich héherer Temperatur mit Cy = n7§ (Uber-
gangstemperatur bei etwa 1000 Kelvin). In den verschiedenen Temperaturbereichen
nimmt dann ®( verschiedene Werte an und die innere Energie ist nur bereichsweise
linear in der Temperatur. Bei den Ubergangstemperaturen treten dann Abwei-
chungen von der kalorischen Zustandsgleichung (5.6) des idealen Gases auf. Die
korrekte Erklirung dieses Ubergangsverhaltens liefert erst die Quantenmechanik,
nach der ein Freiheitsgrad einfriert, wenn 7" unter die kleinste Anregungsenergie
dieses Freiheitsgrads sinkt. Bei steigender Dichte ist dariiberhinaus auch die ther-
mische Zustandsgleichung p(T, V') eines realen Gases von der Idealgasndherung
(5.3) verschieden. Es werden dann Korrekturen wichtig, die die Besonderheiten der
Molekiilwechselwirkung berticksichtigen. Fiir kleine Dichten geeignet ist die Entwick-
lung der thermischen Zustandsgleichung nach Potenzen der molaren Teilchendichte
n/V = 1/v (Virialentwicklung):

RT  By(T By (T
p= 2L 1(2) 2(3)Jr
v v v

: (5.9)

wobei die Virialkoeffizienten B,;(T) die Molekiilwechselwirkung beschreiben. v
ist das Molvolumen des Gases. Fir kleine Dichten also grofie v geht (5.9) in
die Idealgasnidherung (5.3) tiber. Bei steigender Dichte triagt hauptséchlich die
Korrektur By(T)/v? durch den ersten Virialkoeffizienten bei.

5.2.5 Van der Waals Modell und kinetische Gastheorie

Die van der Waals Gleichung entsteht aus der thermischen Zustandsgleichung des
idealen Gases durch Korrekturen an Volumen und Druck:

ViinPkin = nRT . (5.10)

Dabei ist Vi, das fiir die Molekiilbewegung verfiigbare Volumen und py;, der zum
Impulsiibertrag bei der Teilchenreflektion an der Wand proportionale Druckanteil.
Die Modellannahmen sind:

» Das fir die Molekiilbewegung verfiigbare Volumen geht aus dem Behéltervolu-
men V durch Abzug des konstanten Eigenvolumens nb der Molekiile hervor:

Viin =V —nb .
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» Man betrachte die Reflektion der Gasmolekiile an einer Flédcheneinheit der
Behélterinnenwand wéhrend eines Zeitintervalls 7. Der Impulsiibertrag 7pyin
an die dort reflektierten Molekiile definiert den kinetischen Druck py;,. Nur
der Anteil 7p dieses Impulsiibertrags wird durch den an der Wand gemessenen
Druck p vermittelt, wiahrend ein zweiter Anteil 7p, durch die anziehenden
Krafte der anderen Molekiile im Behéltervolumen tibertragen wird. Dabei ist p,
der Kohésionsdruck (p, wird auch als Binnendruck bezeichnet). Der kinetische
Druck setzt sich deshalb geméaf

Pkin = P + Pa (511)

zusammen. Nach van der Waals ist der Kohésionsdruck zum Quadrat der
Teilchendichte n/V = 1/v proportional: p, = a/v? , wobei a eine Stoffkon-
stante ist. Dies entspricht der Ndherung, daf§ die Kraft auf ein Gasmolekiil
an der Wand proportional zur Molekiildichte im Inneren des Behélters ist
(Anziehung dieses Gasmolekiils durch eine Schicht innerer Molekiile, deren
Geometrie nicht von der Dichte abhéngt). Fiir den kinetischen Druck bedeutet
dies piin = p + a/v.
Zusammen mit (5.10) ergibt sich daraus die Gasgleichung von van der Waals:

2
T

(»+ %)(V —nb) =nRT oder auch p= UR_ 5 % . (5.12)
Sie entspricht der Virialentwicklung (5.9) mit den Koeffizienten

By =-a+bRT , Bj=RT-V fir j>2 . (5.13)
Die van der Waals Gleichung ist eine Differentialgleichung

OF _nmR  ow

oV V-nb V2
fiir die freie Energie. Ihre Integration ergibt

an?
F =—nRTIn(V —nb) — A +WwW(T) |, (5.14)

mit frei wihlbarer Funktion W (T'). Danach ergibt sich analog zu (5.5) die kalorische
Zustandsgleichung

oOF
U(T.V)=F-To

an? ,
=~ T W) = TW(T)

Fiir den Kohésionsdruck a/v? folgt daraus die einfache Beziehung p, = OU (T, V) /0V .
Er beschreibt also die Steigerung der potentiellen Energie bei isothermer Expansion
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(nach der kinetischen Gastheorie ist die kinetische Gesamtenergie bei isothermer
Expansion konstant). Die Warmekapazitiat Cy = oU (T, V) /0T = —TW"(T') hingt
ebenso wie beim idealen Gas nicht vom Volumen ab. Bei konstanter Warmekapazitét
Cy ergibt sich statt (5.6) die kalorische Zustandsgleichung

an2

wobei ®¢ — an?/V die extramolekulare potentielle Energie ist. Fiir ®¢ = 0 trifft die
Differentialgleichung (5.7) zu und W(T') hat wie beim idealen Gas die Darstellung
(5.8). Freie Energie und Entropie vereinfachen sich dann auf

2

F:—nRTln(V—nb)—%—i—TC’v(l—ln T)-TSy |
F
S:—Z—T:ann(V—nb)—i-Cvln T+ Sy .

Bei nicht zu grofier Temperatur enthélt die freie Energie (5.14) einen konkaven
Bereich mit 92F/0V? = —9p/0V < 0. Dort beschreibt die van der Waals Glei-
chung (5.12) keine stabilen Zusténde, da sich die freie Energie bei ungeénderter
Stoffmenge durch Zustandsiiberlagerung absenken 1&83t. Dabei entstehen heterogene
2-Phasenzusténde. Der Sachverhalt ist unabhingig vom van der Waals Modell in
Kap. 7.4 ausfiihrlich erlautert. Das 2-Phasengebiet verschwindet bei Erwarmung
auf die kritische Temperatur T,, die durch dp(T,V)/0V = 0 = 9*p(T,V)/0V?
definiert ist. Fiir diesen Punkt liefert die Gasgleichung (5.12):

8 a a V.
T, = bR Pe ve(b) = — =23b (5.15)

oot e n

mit der Einschréinkung 8p.v.(b)/3T. = R . Die aus den Mefiwerten T, , p. , v. (siehe
Tabelle Kap. 7.4) gebildete Grofle 8p.v./3T,. = ¢ stimmt dagegen fiir reale Gase
nur ndherungsweise mit R iiberein. Das Verhéltnis ¢/R = v./v.(b) ist deshalb ein
Maf} dafiir wie gut das reale Gas durch das van der Waals Modell beschrieben
werden kann. Die Konstanten a,b werden aus den Mewerten T, p. von kritischer
Temperatur und Druck nach (5.15) bestimmt. Ergebnisse fiir einige Gase sind in
der folgenden Tabelle zusammengestellt (nach CRC Handbook of Chemistry and
Physics):

Gas ‘a[bar~liter2m0172] b[literomolfl] c/R

He 0,0346 0,0238 0,800
H, 0,2453 0,02651 0,818
N, 1,370 0,0387 0,775
0, 1,382 0,03186 0,764
CO» 3,658 0,04286 0,731
H,0 5,537 0,03049 0,612
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Das gemessene kritische Volumen v, ist fiir die meisten realen Gase kleiner als der
nach (5.15) berechnete Wert v.(b), so dal das Verhéltnis ¢/R unter 1 liegt. Die
modifizierte Zustandsgleichung

ch

(p+ W)(V —nb) = ncT (5.16)
beschreibt das Verhalten der Gase besser als die van der Waals Gleichung (5.12), da
nun die 3 Parameter a, b, ¢ (statt nur a,b) angepafit werden konnen. Bei Messung
von T¢, pe, v folgen a,b, c aus

9 v, 8 pev
a = 3pcv; b=— | ng }CC

In den dimensionslosen Groflen 7 =p/p. , v=V/V, , t=T/T. hat (5.16) die
Darstellung

(m+ %)(31/— 1) =8t ,

in der keine Stoffkonstanten mehr auftreten. Zustidnde verschiedener Subbstanzen
mit gleichen Werten von 7, v, t werden in der Thermodynamik als korrespondierende
Zustande bezeichnet.

Neben der van der Waals Gleichung sind viele andere Modelle fiir die thermische
Zustandsgleichung realer Gase untersucht worden. Sie entsprechen in der formalen
Entwicklung (5.9) anderen Virialkoeffizienten B;(T'). Statt (5.12) wird héufig die
Gasgleichung von Dieterici

RT —a/(vRT)

= ——e 5.17
p v—> ( )
benutzt, in der negative Druckwerte bei sinkenden Temperaturen durch den Expo-
nentialfaktor vermieden werden. Der erste Virialkoeffizient ist hier wie im van der

Waals Modell durch B; = —a + bRT gegeben.

Fiir das Verstiandnis der Zustandsgleichung ist es von Interesse, die Zerlegung (5.10)
des kinetischen Drucks durch die thermodynamischen Potentiale auszudriicken.
Weicht die Behalterwand langsam mit der Geschwindigkeit w zuriick, so sinkt die
Bewegungsenergie eines gegen die Wand stoflenden Molekiils um ¢ - w , wobei ¢ der
Impulsiibertrag bei seiner Reflektion ist. Daraus 1d8t sich folgern, daf bei isothermer
Expansion um das Volumen 6V die Wérme pyiy, - 0V = §Qyin eingetragen werden
muf}, um die Bewegungsenergie aller an der zuriickweichenden Wand reflektierten
Molekiile konstant zu halten (siehe Aufgabe 5-9). Multiplikation von (5.11) mit 6V
ergibt also

0Qxkin = POV + p 6V (5.18)
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wobei pdV die an die Umgebung abgegebene Arbeit ist. Andererseits gilt nach dem
1. Hauptsatz bei konstanter Temperatur:

oU(T,V)

5@ = p(sv + pp0t5V y  DPpot = oV

(5.19)
Die Bewegungsenergie der Molekiile ist bei isothermer Expansion konstant und tragt
deshalb nicht zu OU (T, V)/I0V bei. Die innere Anregungsenergie eines Molekiils
héngt in der Regel geringfiigig vom Gasvolumen V ab, da die Wechselwirkung
mit anderen Molekiilen auch die potentielle Energie der Atome des Molekiils
beeinflussen kann. Vernachléssigt man diesen Effekt, so tragt zu OU/9V nur die
Kohésionswechselwirkung zwischen verschiedenen Molekiilen bei und es gilt

oU(T, V)

Ppot = T DPa -

Nach (5.18, 5.19) bedeutet dies 6Qxin = dQ. Division dieser Gleichung durch 6V
ergibt:
aS(T,V) . ap(T,V)

prin =T av7 =T—57— > (5.20)

wobei die Maxwellrelation fir die freie Energie benutzt ist. Bei konstantem Eigen-
volumen der Molekiile 148t sich also der kinetische Druck pyi, aus dem Temperatur-
verlauf des Wanddrucks p(T, V) berechnen. Aus der Entwicklung (5.9) von p(T,V)
ergibt sich dann die Virialentwicklung

< TBY(T) - B,(T)
pa(T7 V) Pkin —P = Z ’U]+1 (521)

des Kohésionsdrucks. Fiir das ideale Gas gilt p, = 0 da alle B; verschwinden. Die zu
T proportionalen Anteile der Koeffizienten B;(T') tragen geméfl (5.21) nicht zu p,
bei. Nach (5.13) geht deshalb in den Kohisionsdruck p, = a/v? des van der Waals
Gases nur der Anteil —a von Bj ein. Demgegeniiber enthélt der Kohésiondruck
des Dieterici Gases alle Potenzen der Dichte 1/v. Siehe Aufgabe 5-12.

5.3 Phaseniibergange bei einer Stoffsorte

Phaseniibergénge spielen fiir das Verstédndnis der Thermodynamik eine wesentliche
Rolle. Sie entsprechen der mikroskopischen Umorientierung des Systems bei ungedn-
dertem molekularem Inhalt (Umstrukturierung bei ungeéndertem atomaren Inhalt
aber variablem molekularem Inhalt werden in der Thermodynamik als chemische
Reaktionen gesondert behandelt). Phaseniibergédnge gehen immer mit ausgeprigten
Anderungen der makroskopischen physikalischen Eigenschaften einher. Sie duBern
sich in Besonderheiten der Zustandsflachen fiir die thermodynamischen Groéfien
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bei fixierter Molekiilzahl N. Wir betrachten zuerst die Zustandsfliche S(U, V)
eines reinen Stoffes in einem geschlossenen Gefaf}, in dem sich mehrere Phasen der
Substanz, z. B. Gas und Fliissigkeit befinden kénnen (N wird konstant gehalten
und nur gelegentlich in der Variablenliste aufgefithrt). Nach Kap. 4.5 ist S(U, V)
eine konkave Funktion. Dementsprechend ist die Umkehrfunktion U(S, V') konvex.
Wir betrachten dann das konvexe Gebiet

K={S,V,U"|U >U(5V)}

oberhalb der der Zustandsfliche U(S, V). (Zur Prézisierung merken wir an: Ei-

ne Funktion f(xz,y) ist konkav, wenn fiir beliebige w1 = (z1,y1) und wy =
(wl +1112) > fwi)+f(w2)
2 = 2

(z2,y2) die Bezichung f

le wy,wy f(¥d42) < f(wl);rf(wz) ist. Ein Gebiet ist konvex, wenn zu je zwei
Punkten z1, 1,21 und x5, y2, 22 auch die Verbindungsgerade zum Gebiet gehort.
Damit sind Gebiete {z,y,z | z < f(z,y)} unterhalb konkaver Funktionen f und
Gebiete {z,y,z | z > f(z,y)} oberhalb konvexer Funktionen f konvex).

Das Gebiet K enthilt die Ungleichgewichtszustinde des Systems (siehe Abb. 5.5),
seine Oberflache ist die Zustandsfliche der Gleichgewichtszustinde. Ferner betrach-
ten wir eine Tangentialebene F an K . Das Berithrungsgebiet £ N K ist dann

ebenfalls konvex und 148t sich nach seiner Dimension klassifizieren:
(a) ENK ist ein Punkt.

(b) EN K ist eine konvexe Linie, also eine Gerade.

gilt, und konvex, wenn fiir al-

(¢) ENK ist ein konvexes Fliachenstiick, also ein Ebenenstiick.

Die physikalische Interpretation wird aus den Eigenschaften der gemeinsamen
Normalen von Tangentialebene und Zustandsflache klar. Die Normale ist parallel
zum Gradienten der Funktion (U, S, V) = Ugr(S,V) — U, da die Fliche Ug(S,V)
der Gleichgewichtszusténde durch den konstanten Wert ¢ = 0 definiert ist. Aus

o o I
<aUvaasvaVv) - (717Ta 7p)

folgt: Die Orientierung der Tangentialebene E ist durch die Temperatur 7" und den

Druck p vollsténdig bestimmt. Fiir die drei betrachteten Beriithrungsfille bedeutet

dies:

(a) Punktberiihrung: Alle Nachbarzustiande zum Zustand T, p haben andere T, p
-Werte und die Orientierung der Tangentialebene &ndert sich bei allen Zu-
standsdnderungen. Dies ist der Normalfall mit nur einer Phase der Substanz.

(b) Geradenberiihrung: Alle Zusténde ldngs der Berithrungsgeraden haben glei-
ches T, p bei laufendem S, V. Es handelt sich um eine 1-dimensionale Menge
verschiedener Gleichgewichtszustéinde, die durch T',p nicht vollstandig be-
schrieben werden. Physikalisch 148t sich der Sachverhalt als Koexistenz zweier
Phasen der gleichen Substanz verstehen. Die mengenméflige Aufteilung der
beiden Phasen variiert ldngs der Berithrungsgeraden bei konstanten T, p



64 5 Reine Stoffe

Werten. Dementsprechend kann die Teilchenzahldifferenz N1 — N5 der beiden
Phasen als neuer innerer Parameter dieser Zustandsmenge gewahlt werden,
wobei die Gesamtmenge N; + No = N konstant bleibt. Wie T, p bleibt auch
das Gibbs-Potential G(T,p) der Substanz wihrend des Phaseniibergangs
konstant.

(c) Ebenenberiihrung: Da die Orientierung der Normalen an £ N K nicht vom
Bertihrungspunkt abhéngt, gilt auch hier: Alle Zusténde auf der Bertihrungs-
ebene haben gleiche T, p bei laufendem S, V. Zur vollstdndigen Zustands-
beschreibung sind nun neben T, p zwei neue innere Parameter erforderlich.
Physikalisch 148t sich der Sachverhalt als Koexistenz von drei Phasen der
Substanz verstehen, deren mengenméaflige Aufteilung variiert. Als neue Para-
meter kommen die Teilchenzahldifferenzen Ny — No, N1 — N3 der drei Phasen
in Frage. Wie oben bleiben die gesamte Substanzmenge N1 + Ny + N3 = N
und das Gibbs-Potential G(T, p) wihrend des Phaseniibergangs konstant.

Phase 2
‘7

Ungleichgewicht
U
K
e— Phasenitibergang
T = % = const
Phase 1 T . S

Abbildung 5.5 Konvexes Gebiet K der Ungleichgewichtszustidnde und Tangentialebene E.
Darstellung in der S, U-Ebene.

Phaseniibergénge lassen sich sinnvoll beschreiben wenn man jeder Phase eine
separate Zustandsfunktion zuordnet, die nicht von der Anwesenheit anderer Pha-
sen abhingt (keine Beeinflussung durch Wechselwirkung mit anderen Phasen).
Zur Erlauterung beschrianken uns zunéchst auf den Fall (b) zweier Phasen. Die
Gibbs-Potentiale seien G1(T,p) oder G2(T,p) wenn alle N Molekiile in Phase 1
oder Phase 2 vorliegen. Nach Kap. 4.6 ist der Gleichgewichtszustand durch das
Minimum des Gibbs-Potentials G = U — T'S + pV gekennzeichnet, wobei sich
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die einheitlichen Werte T, p auf die Kopplung mit der Umgebung beziehen. Alle
Ungleichgewichtszustéinde haben héhere Werte fiir G, da Ubertriige von Wirme
und Arbeit keinen Beitrag zu G liefern und alle irreversiblen Entropiesteigerungen
G senken (Vorraussetzung ist, dafl alle Warmeitibertréage aus der Umgebung bei der
Temperatur T und alle Arbeitsiibertrage mit dem Druck p erfolgen). Der Gleichge-
wichtszustand des Gesamtsystems wéhlt demgemaf bei gegebenen T, p-Werten die
Phase 1, wenn G; < G5 gilt, und die Phase 2 fiir G; > G2. Im Falle

Gy (T7 p) = GQ(Ta p)

legt die Minimalbedingung fiir G den Gleichgewichtszustand nicht eindeutig fest,
und das System kann zum Teil in Phase 1, zum Teil in Phase 2 vorliegen. Diese
Bedingung definiert den Koexistenzwert p(T") des Drucks (p(T') = Dampfdruck
im Falle des Zweiphasengemischs von Gas und Flissigkeit). Geméf obiger Fall-
unterscheidung (a,b,c) ist es fiir den Phaseniibergang typisch, daf§ sich Druck
und Temperatur nicht d&ndern, obwohl Volumenanderungen und Warmeiibertréige
erfolgen. Bei reversibler Prozeffiihrung ergibt sich daraus wegen dU = T'dS — pdV :

dG = d(U — TS + pV) = dU — TdS + pdV =0 .

Das Gibbs-Potential der koexistierenden Phasen bleibt also nach dem 1. Hauptsatz
wahrend des Phaseniibergangs bei dem Wert G1 (T, p) = G2(T, p) stehen, der fir
die reinen Phasen zu Anfang und Ende vorliegt. Die mengenméflige Aufteilung
N = Nj + N3 der beiden Phasen geht erst aus der Messung des Systemvolumens
hervor. Zur Darstellung der Volumenanderung gehen wir von der Gibbs-Duhem
Beziehung (4.7) fiir das Gesamtsystem bei Anwesenheit zweier Phasen aus:

Ny

Ny 7)
Ny + Ny’ -

G = N1 (T, p, NN,

) + Napo (T, p,
Da G1 = N1y und G = Nouso nicht von den Variablen der jeweils anderen Phase
abhiingen (keine Wechselwirkung mit der koexistierenden Phase) gilt dabei?

Ny

— 1o (T, p) .
NN ) = p2(T,p)

w (T, p, )= (T,p) , p2(T,p,

N
N1+ Ny
Aus der Konstanz von G = (N — Na)u1(T,p) + Napo(T, p) bei laufendem Ny folgt
dabei die Gleichheit p;(T,p) = ua(T,p) der chemischen Potentiale fir T', p-Werte
mit Phasenkoexistenz. Die beiden Ableitungen du1/9p , Oupe/0p konnen dort
jedoch verschieden sein. Sie hdngen mit dem Systemvolumen nach

oG o (T, Oue (T,
_ — N, i ( p)+N2 p2(T, p)

V= ap op op

2 Diese Vereinfachung entspricht separaten Gibbs-Duhem Beziehungen (4.6) fiir die Phasenanteile
G1 und G2 (siehe Kap. 7.5)
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zusammen, das wiahrend des Phasentibergangs von N / Op nach NOus / Jp lauft.
Die Aufteilung N = N; + N» der Phasen stellt sich dabei so ein, daf} sie das zur
Verfiigung gestellte Volumen vollsténdig ausfiillen. Zur Erlduterung des Vorgangs
halten wir die Temperatur konstant und betrachten das Beispiel der Kondensation
der Gasphase 1 zur Fliissigphase 2 durch einen nachfahrenden Stempel. Im einfachs-
ten Fall fiillen die beiden Phasen rdumlich getrennte Gebiete aus (Vgl. Abb. 5.6).
Waéhrend des Vorgangs sinkt das Volumen bei steigendem Druck. Wir starten in
der Gasphase bei geringem Druck und groflem Volumen. Dort gilt

G < Gy und V= %
dp

Bei einfahrendem Stempel steigt der Druck an, bis er den Dampfdruck p(T) erreicht.
Dort setzt im Normalfall Kondensation ein (vgl. nachfolgende Kommentare). Bei
weiterer Volumenabnahme verharrt der Druck bei p(T'), wéahrend die mengenmaéfige
Aufteilung der Phasen von N1 = N, N, = 0 nach N; = 0, Ny = N lauft. Bei der
Kondensation verharrt G bei dem Koexistenzwert G = Npu (T, p(T)) , = 1 = o,
wahrend die Steigung 8G/8p =V von 8G1/8p = Vj nach 8G2/8p = V5 absinkt.
Erst nach vollstdndiger Kondensation steigen p und G bei Volumenverkleinerung
weiter an. Das Verhalten des Gibbs-Potentials in der Néhe von p = p(T") 148t sich
so zusammenfassen:

N1 NQ G V: %
p<p(T) N 0 N (T, p) aN%—Fg ,
p=p(T) | N>Ni>0|0<No <N | Nu(T,p(T)) | N1Get + No 2
p>p(T) 0 N Nuo(T,p) NG

Abb. 5.6 zeigt den Verlauf des Gibbs-Potentials G des Gesamtsystems, die sich
nach

G(T,p) = min{G1(T,p), G2(T', p)}

stiickweise aus den Anteilen der Einzelphasen zusammensetzt. Bei drei Phasen
(Fall ¢) ergibt sich eine analoge Situation. Jede Phase o = 1,2,3 definiert ein
eigenes Gibbs-Potential G, (T, p) . Die Zustandsfunktion G fiir das Gleichgewicht
des Gesamtsystems ist dann durch

G(T,p) = min{Go(T,p)}

gegeben. Geometrisch bedeutet dies, dafl sich das Gesamtsystem aus den verschie-
denen Flichen G, (T, p) der Einzelphasen abhingig von T, p jeweils die niedrigste
ausssucht. Die entstehende zusammengesetzte Flache hat Kanten bei der Koexis-
tenz von zwei Phasen (Fall b) und Ecken bei der Koexistenz von drei Phasen
(Fall ¢). Ein Phasendiagramm entsteht, wenn man das System der Kanten und
Ecken der Gleichgewichsflache des T, p, G-Raums in die T, p-Ebene projiziert. Das
Phasendiagramm fiir Wasser ist in Abb. 5.7 dargestellt.
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l°]
= N9
‘/1 1(?17

o
Vo= Ny 52

G4

— 9G
V—@p

Ungleichgewicht

L !
- Phase 2
Phase 1 Nz =N
N1 =N Gleichgew.
Gleichgew.
p(T) p

Abbildung 5.6 Gibbs-Potential in der Ndhe des Koexistenzpunktes und Phaseniibergang

plk

FEST

FLUSSIG

T

o Tripelpunkt ( 273.16 Kelvin(Def.), 6.1 millibar )
e Kritischer Punkt (647 Kelvin, 221 bar)

Abbildung 5.7 Phasendiagramm fiir Wasser in der T, p-Ebene

Die fest/fliissig-Linie hat bei Wasser eine negative Steigung, d.h. Eis geht bei
Druckerhéhung in Wasser iiber. Dies erleichtert z. B. das Flielen der Gletscher.
Demgegeniiber hat die fest/fliissig-Linie der meisten reinen Substanzen eine positive
Steigung entsprechend einer Verfestigung bei Druckerhéhung.
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Léngs der fest/gasférmig-Linie findet Sublimation, also direkte Verdampfung des
Eises ohne fliissigen Zwischenzustand statt.

Der 3-Phasenzustand von Wasser (Tripelpunkt) liegt bei 273,16 Kelvin und wird
zur Definition der Einheit Kelvin benutzt (Kap. 2.2).

Die flissig/gasformig-Linie hat fiir viele Substanzen einen Endpunkt, der als
kritischer Punkt (T, p.) bezeichnet wird. Fiir Wasser ist (siche Tabelle Kap. 7.4)

T. =647 Kelvin , p. = 221 bar

Oberhalb dieses Punktes unterscheiden sich Fliissigkeit und Gas nicht mehr, d. h.
aus dem Zweiphasengemisch entsteht eine homogene Phase. Weitere Eigenschaften
sind in Kap. 11.4 erlautert. In der Nahe des kritischen Punkts werden die Dicht-
eunterschiede und Ubergangswirmen zwischen Fliissigkeit und Gas sehr gering.
Dies ist z. B. fiir den Betrieb von wassergekiihlten Kernreaktoren wichtig, da eine
homogene Phase die Brennstédbe besser kiihlt als ein Zweiphasengemisch. Moderne
Druckwasserreaktoren werden in der Néhe des kritischen Punkts betrieben.

Folgende Kommentare sind fiir das Verstdndnis der Phaseniiberginge wichtig:

» Nach Erreichen der Gleichheit zweier Zweige G1(T,p), G2(T,p) des Gibbs-Po-
tentials kann es zum Verzug des Phaseniibergangs kommen. Das System bleibt
dann bei weiterer Anderung von 7, p in der urspriinglichen Phase, die nun
zum groferen der beiden Werte G1, Ga gehort (Siedeverzug der iiberhitzten
Fliissigkeit oder Kondensationsverzug des iiberséttigten Dampfes, usw.). Verun-
reinigungen oder Erschiitterungen heben diesen metastabilen Zustand in der
Regel nach kurzer Zeit auf und das Gleichgewicht wird nach einem irreversiblen
Ubergang erreicht (sieche auch Aufgabe 5-13).

» ein typisches Merkmal des Phaseniibergangs nach Abb. 5.6 ist die Unstetigkeit
der Ableitungen

0G 0G
(5 %) = sv)

an der Koexistenzlinie G1 (T, p) = G2(T, p). Nicht alle Phaseniibergénge sind
von diesem Typ. Insbesondere gibt es Phaseniibergénge, bei denen neben
G auch 8G/8T und 8G/8p stetig sind, wobei jedoch Unstetigkeiten in den
zweiten Ableitungen von G auftreten. Entropie und Volumen verhalten sich
dort stetig, jedoch liegen an der Koexistenzlinie Spriinge in Warmekapazitat
und Kompressibilitit vor. Uberginge dieses Typs werden als Phaseniibergéinge
2. Art bezeichnet (siehe Kap. 11 und Aufgabe 11-1). Phaseniiberginge in
Stoffmischungen werden in Kap. 7 behandelt. Dort sind Phaseniibergénge 2.
Art die Regel.
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5.4 Ubergangswirmen, Volumeninderungen und
Clausius-Clapeyron Gleichung

Ein wesentliches Merkmal von Phasentibergingen ist, dafl nicht alle Ableitungen
von G an den Koexistenzpunkten T, p(T) stetig sind. Das Gibbs-Potential G selbst
ist jedoch geméaf} seiner Definition bei reversibler Prozefithrung dort stetig. Fiir
die Gibbs-Potentiale der reinen Phasen bedeutet dies

Gy (Tvp) = GQ(Tvp) .

Aus diesem Grunde sind auch die Ableitungen von G in Richtung der Koexistenzlinie
(T, p(T)) beiderseits dieser Linie gleich. Es gilt also mit p’ = dp(T) /dT

6‘G1 ’ 8G1 8G2 / aGQ
s T — = =2 T
a7 TP oy~ oT P (1) o
Dies ist gleichbedeutend mit
Sy =S =p(T)(Va— V1) .

Bei reversibler Fihrung des Prozesses ist T(Se — S1) = Aoy die wéhrend des
Ubergangs von Phase 1 nach Phase 2 zugefiihrte Wirme. Daraus ergibt sich die
Clausius-Clapeyron Gleichung

/ _ Aoy
R )

Sie kann auch ohne Benutzung des Gibbs-Potentials durch die Betrachtung des
Kreisprozesses aus Phaseniibergéngen bei benachbarten Temperaturen gewonnen
werden, wenn man die Darstellungen — ¢ pdV = ¢ Vdp und ¢ T'dS = — § SdT fiir
die Eintrége von Arbeit und Wérme benutzt (vgl. Becker, Theorie der Warme). Fiir
die Herleitung ist nur wesentlich, dal der Phaseniibergang Zustdnde mit gleichem
Wertepaar T, p reversibel verbindet. Die Clausius-Clapeyron Gleichung trifft fir
alle Phaseniibergédnge zu, bei denen Unstetigkeiten von Entropie und Volumen
auftreten, also fiir Ubergéinge 1. Art (fiir Ubergéinge 2. Art sind Ableitungen héherer
Ordnung lings der Koexistenzlinie zu bilden). Insbesondere ist sie fiir alle Ubergénge
fest/fliissig, fliissig/gas, gas/fest anwendbar und erlaubt eine Extrapolation des
Koexistenzdrucks p(T) zu Nachbartemperaturen.

(5.22)

Beide Seiten der Clausius-Clapeyron Gleichung sind leicht mefibar. Die Experi-
mente haben zu einer genauen Bestéatigung der Gleichung gefiihrt. Dies zeigt, daf3
Phaseniibergénge im Einklang mit As; = T'(S2 — S1) vollzogen werden konnen, also
daf die Aussagen des zweiten Hauptsatzes fiir reversible ProzeBfithrung zutreffen.
Experimentelle Abweichungen ergeben sich bei irreversiblerbler Fiihrung des Pha-
sentiibergangs (z. B. nach Siedeverzug). Nach der Clausius-Ungleichung verbleibt in
diesem Fall die Aussage

A
P (1) (Ve —Vi) =8, — S > %
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wobei Ao die bei der Messung zugefiihrte Wérme ist.

p/(T) ist dann gréBer als Ap1 /T(Va — Vi), wenn der Phaseniibergang 1 — 2 das
Volumen vergréBert (p'(T') < A21/T(Va — Vi) wenn der Ubergang das Volumen
reduziert).

Die Clausius-Clapeyron Gleichung wird oft zur Herleitung analytischer Naherungen
fiir den Ubergangsdruck p(T) benutzt. Ag1(T) und AV (T) = Vo — V; éndern sich
nur langsam mit der Temperatur und kénnen durch einfache Ansétze beschrieben
werden. p(T') ergibt sich dann aus der Integration der Clausius-Clapeyron Gleichung.
Bei Verdampfen von Wasser ist die Naherung

NET
Aoy (T) =const, AV(T)=V,—-V; = ——

sinnvoll (V3 > V4 und ideale Gasgleichung fiir das Dampfvolumen V3). Die Integra-
tion von

p(T) A2y
NEkT?
liefert hier fiir den Dampfdruck

P(T) =

p(T) =po e 21 /NHT

—po e MET

wobei A die molare Verdampfungswirme(Ubergangswiirme) und R = 8,314 J/K
die Gaskonstante ist. Vgl. Kap. 6.4.

5.5 Aufgaben

Aufgabe 5-1: Stefan-Boltzmann Gesetz

Ein System hat die kalorische Zustandsgleichung U = V f(T') und die thermische
Zustandsgleichung p = U/3V .

(a) Man berechne die Adiabaten des Systems.

(b) Man zeige: Wenn die Carnot-Prozesse des Systems den idealen Wirkungsgrad
haben, so gilt f(T') = T* - const .

Aufgabe 5-2: Hohlraumstrahlung

Fiir die Hohlraumstrahlung gilt U(T,V) = AT*V | p = U/3V. Unter dieser Vor-
raussetzung berechne man die thermodynamischen Potentiale F, H, G als Funktion
ihrer nattirlichen Variablen.

Aufgabe 5-3: Sonnenkollektor

Nach dem Stefan-Boltzmann Gesetz strahlt eine schwarze Oberfliche pro m? die
Leistung 745,67 - 10~® WattKelvin—* ab. Die Sonne hat folgende Parameter:
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Oberflachentemperatur Ts = 5800 Kelvin
Radius Rs=6,96-10° km
mittlerer Abstand zur Erde [ =1,5-10% km

Am FErdboden betrigt die Strahlungsleistung in der Mittagssonne bei klarem
Himmel etwa 970 Watt/m? (Solarkonstante Mitteleuropa). Mit diesen Parametern
iiberlege man sich:

(a) Welcher Anteil der von der Sonne eingestrahlten Leistung wird von der At-
mosphére durchgelassen? Man erldutere, wo der nicht durchgelassene Anteil
verbleibt (betrachte den Fall, daf} sich die mittlere Temperatur von Boden und
Atmosphére zeitlich nicht dndert).

(b) Wie heifl wird eine schwarze Platte, wenn Strahlungsaustausch nur mit der von
der Sonne bestrahlten Seite erfolgt? Man vernachlissige Warmeleitungsiiber-
gange zwischen Platte und Umgebung.

(¢) Man versehe die Oberfliche der Platte mit einem teilweise reflektierenden
Material. Die beschichtete Platte soll 90% der auftreffenden Sonnenstrahlung
(vorwiegend sichtbares Licht) absorbieren, jedoch im Infrarotbereich (Warme-
strahlung der Platte) nur 30% absorbieren. Wie heif§ wird die beschichtete
Platte? Beachte, dafl die Schicht Absorption und Emission gleichermafien
reduziert. Ndherungen wie in (b).

Aufgabe 5-4: Gasentspannung

Bei der Gay-Lussac Entspannung (U = const) eines Gases steigt die Entropie durch
irreversible Vorgéinge um AS = (95/0V )y AV an, wenn AV die Volumenzunahme
ist. Wir betrachten zum Vergleich die isentrope Entspannung um AV'. Sie 148t sich
auf verschiedene Weisen realisieren (sieche Kap. 4.4):

(I) Gay-Lussac Entspannung mit nachgeschaltetem Warmeaustrag um TAS =
—AU bei festem Volumen.

(R) Adiabatische Entspannung um AV bei zuriickweichenden Wanden, wobei die
Arbeit pAV = —AU nach aufien abgegeben wird.

Beide Zustandswege (I) und (R) starten im Gleichgewichtszustand S,V und enden
im Gleichgewichtszustand S,V + AV des Systems.

(a) Zeige, dafl die Abkiithlung bei isentroper Entspannung mit der Abkiihlung bei

Gay-Lussac Entspannung nach (g—‘T,) 5= (%)U — c% zusammenhangt.

(b) Wie unterscheidet sich die Systemumgebung nach der Entspannung (I) von der
Umgebung nach der Entspannung (R)?

Aufgabe 5-5: Zimmerheizung

Welche Heizenergie @ mufl man aufwenden, um ein Zimmer (Volumen V', wirmeun-
durchléssige Wande deren Warmekapazitat vernachléssigt wird, gefiillt mit idealem
Gas) um eine endliche Temperaturdifferenz To — T} zu erwiarmen? Wieviel dieser
Energie bleibt im Zimmer? Beachte, dafl der Druck konstant bleibt und deshalb Luft
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entweichen muf} (kleine Ubertriige an Heizenergie sind durch 6Q = T'(dS — Sdn/n)
gegeben wenn dn die Molzahldnderung ist).

Aufgabe 5-6: Adiabatengleichung
Zeige, daBl langs der Adiabaten des idealen Gases

TVCr/Cv=1 = const

gilt. Man nutze aus, daf} fiir das ideale Gas die Beziehungen

dU(T, V)

T
57 =0 und p—V(Cp—Cv)

zutreffen und dafl die Adiabaten durch S = const definiert sind.

Aufgabe 5-7: Thermische und kalorische Zustandsgleichung

Gegeben sei die kalorische Zustandsgleichung U = U(T) .
Zeige, daf} alle damit vertraglichen thermischen Zustandsgleichungen durch

gegeben sind, wobei f(V) eine beliebige Funktion ist.

Aufgabe 5-8: Zustandsgleichungen
Man betrachte die thermischen Zustandsgleichungen des Typs

FOP(T.V)

po - (V. —nb) =nRT , Do = 5T

a) Wie lauten die zu dieser Klasse gehorigen Zustandsgleichungen p(T, V') explizit?

¢) Wie hingt die Wiarmekapazitat C' = OU(T, V) /0T vom Volumen ab?

d) Man stelle die bei isothermer Volumenéinderung dV tibertragene Warme durch
pq dar.

(
(b) Wie lauten die entsprechenden kalorischen Zustandsgleichungen?
(
(

Aufgabe 5-9: Kinetischer Druck

Wir betrachten ein Fliachenelement o der Wand eines Gasbehélters. Wahrend der
Zeit T werden die Teilchen o = 1... A an o reflektiert. Der kinetische Druck auf o
ist durch die Impulsiibertrige g, an diese Teilchen nach

1 A
Pkin = ; Z o
a=1

definiert.
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(a) Die Wand weicht langsam mit der Geschwindigkeit w zuriick. Zeige, daf§ die
Teilchen wéhrend der Zeit 7 zusammen die Bewegungsenergie

Qxin = Pxin0TW

verlieren.

(b) Das Gas bestehe aus Punktteilchen (keine innere Molekiilanregung). Die bei
isothermer Expansion eingetragene Wérme wird dann alleine zur Aufrechter-
haltung der Bewegungsenergie der Gasteilchen verbraucht. Zeige, daf§ unter
diesen Umsténden gilt:

AU (T, V)

pkin :p+ 8‘/

Aufgabe 5-10: Cp — Cy

Man berechne die Differenz der Warmekapazitéten

9S(T.p) L 9S(TV)
CP = TT und CV = TT

fiir das van der Waals Gas (5.12).

Aufgabe 5-11: Inversionstemperatur

Nach (5.2) ist die Inversionstemperatur 7T; eines Gases durch

()’U(Zi,p)
T, — =V
i =7 5 v = /n

definiert. Fiir T' < T; tritt bei isenthalper Entspannung des Gases Abkiihlung ein.
(a) Man berechne die Inversionskurve T;(v) des van der Waals Gases (5.12).

(b) Wie grof ist die maximale Inversionstemperatur?

Aufgabe 5-12: Virialkoeffizienten

Man berechne die Koeffizienten der Virialentwicklung (5.9) des Dieterici Gases
(5.17).

Aufgabe 5-13: Siedeverzug

Einer Fliissigkeitsmenge unter konstantem Druck py wird ausgehend vom Siede-
punkt Ty = T'(po) ihre Verdampfungswirme A zugefithrt. Dabei soll es zunéchst
zum Siedeverzug kommen, wobei die Temperatur auf T' = Ty + A / C)p ansteigt
(die Warmekapazitat C, der Fliissigkeitsmenge sei im Temperaturbereich kon-
stant). Danach verdampft die Fliissigkeit spontan unter Warmeisolation. Nach
Erreichen des Gleichgewichtszustands ist die Entropie insgesamt um AS = S, — 5
gestiegen und eine Abkithlung auf die Starttemperatur T eingetreten (I = Fliissig-
phase, g =Gassphase). Man vergleiche diesen zusammengesetzten Vorgang mit der
reversiblen Verdampfung der Fliissigkeit bei Ty :
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(a) Welcher Anteil von AS ist bei der ProzeSfithrung mit Siedeverzug durch
irreversible Vorgéange verursacht? Beachte, dafl hier der &ulere Entropieeintrag
geringer ist als bei reversibler Verdampfung, da A bei héheren Temperaturen
iibertragen wird.

(b) Skizziere die Verdampfung mit und ohne Siedeverzug im T, S-Diagramm und
im T, G-Diagramm.

Aufgabe 5-14: Zustandsgleichungen

Die durch Expansion von Vg auf V' bei der Temperatur Ty vom System abgegebene
Arbeit sei A = RTpln V/Vp. Ferner sei die Systementropie durch S(7,V) =
R(T/T5)*V/Vh, a > 0 gegeben. Man berechne die freie Energie F/(T, V') und die
thermische Zustandsgleichung des Systems.

Aufgabe 5-15: Adiabaten
Ein Gas erfiillt die van der Waals Gleichung und hat eine konstante molare Warme-

kapazitit ¢y = Cy /n . Zeige, daB die Adiabaten des Gases T(V —nb)®/°V = const
erfiillen.

Aufgabe 5-16: Entropie des idealen Gases

Man bestimme fiir ein ideales Gas mit der kalorischen Zustandsgleichung U =
T-ncy , cy = const die Entropie S(U, V,n) . Benutze zur Berechnung der Abhén-
gigkeit von der Molzahl n die Homogenitétsrelation S(U,V,n) = nS(Z, ¥ 1) .
Aufgabe 5-17: Strahlungshohlraum als ideales Gas

u und p seien Energiedichte und Druck des Strahlungshohlraums.

Man zeige: Die Beziehung u = 3p des Strahlungshohlraums 148t sich aus dem
Modell des idealen Photongases herleiten wenn man die Beziehung € = ¢ ¢ zwischen
Energie € , Impuls ¢, und Geschwindigkeit ¢ des Photons benutzt. Man beachte,
da u und p unabhéngig von der Hohlraumgestalt ist und wéahle einen Wiirfel.
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Wir behandeln in diesem Kapitel die Thermodynamik mit mehreren Stoffsorten (che-
mische Komponenten), wobei wir uns auf 1-phasige Stoffmischungen beschréanken.
Die Molzahlen der Stoffe seien

(ni...n¢) = n

wobei wir zur Straffung der Darstellung die Vektorschreibweise fir die Kompo-
nentenzerlegung benutzen. Zur Diskussion des Mischvorgangs und der Osmose
in Systemen mit mehreren Stoffsorten ist es sinnvoll, semipermeable Wande zu
betrachten, die nur fiir manche Stoffe undurchléssig sind.

6.1 Ideale Mischungen

Mischpotentiale sind als Differenz des Potentials der homogenen Mischung und des
Gesamtpotentials der reinen getrennten Stoffe definiert. Sie héngen davon ab wie
der Mischprozess gefiithrt wird, d. h. welche Gréflen konstant gehalten werden.

T,V-Mischprozess: Wir beginnen mit dem Fall, dal jeder der « = 1...C reinen
Stoffe vor der Mischung das Volumen V hat. Es liegt also ein heterogenes System
mit dem Gesamtvolumen C'V vor. Die C' Volumina V' werden bei der anschlieflend
bei konstanter Temperatur durchmischt und auf das Gesamtvolumen V' kompri-
miert. Nach Erreichen des neuen Gleichgewichts ist die freie Energie der Mischung
F[T,V,n]. Das Mischpotential F™ [TV, n] ist dann durch

FM|T,V,n] = F[T,V,n] — ZFQ(T,V,na) (6.1)

definiert, wobei F,, die freie Energie des reinen ungemischten Stoffs o im Zustand
V, T ist. FM[T,V, n] ist unabhiingig davon, ob der Mischvorgang reversibel oder
irreversibel gefithrt wird, da die Gleichgewichtszustédnde vor und nach dem Prozess
eindeutig durch 7', V, n bestimmt sind.

Ideale Mischungen sind dadurch gekennzeichnet, daf§ das nach (6.1) definierte
Mischpotential verschwindet.

FMIT,V,n] =0 (6.2)
Als Folge verschwinden auch die Mischpotentiale

UMIT,V,n], HM [T, V,n],GM|T,V,n] ,



76 6 Einphasige Mischungen

die aus (6.1) durch Legendre-Transformation beziiglich 7' und V' hervorgehen. Die
Ableitung von (6.2) nach T ergibt

SM[T,V,n] = S[T,V,n] — ZSQ(T,V,nQ) =0 .

Dies bedeutet, dafl der ideale Mischvorgang bei reversibler Prozessfithrung adiaba-
tisch ist!. Die Ableitung von (6.2) nach V fithrt auf

M7, V,n] = p[T, V,n] — ZpaTVna =0 . (6.3)

In der idealen Mischung setzt sich also der Gesamtdruck p additiv aus den Druck-
werten p, zusammen, die die reinen Stoffe bei den vorgegebenen Werten von 7" und
V haben (Partialdruckwerte p, ). Dieser Sachverhalt ist der Inhalt des Daltonschen
Gesetzes. Bei dem hier betrachteten Mischvorgang CV — V ist deshalb der Druck
in der Mischung stets grofler als der Anfangsdruck in den reinen Stoffen.

T,p-Mischprozess: Fir die Anwendungen wichtiger ist dagegen eine Prozessfithrung,
in der reine Stoffe und Mischung den gleichen Druck p aufweisen (man setze alle
reinen Stoffe a unter den Druck p und starte den Mischvorgang durch Entfernung
der Winde zwischen den nun verschiedenen Anfangsvolumina V, (7, p,n,). Die
resultierenden T, p-bezogenen Mischpotentiale sind durch

GM(T,p,n) = G(T,p,n ZG (T,p,na) - (6.4)

und die Legendre-Transformierten beziiglich T, p definiert. Sie lassen sich aber auf
die T, V-bezogenen Potentiale (6.1) zuriickfithren, indem man in einem Vorprozess
die reinen Stoffe von p, V, (T, p) nach p,(T, V),V entspannt und anschliefiend den
T, V-Mischprozess CV — V durchfiihrt. Siehe Aufgabe 6-10. Bei diesem Vorprozess
andern sich die Gibbs-Potentiale der reinen Stoffe geméaf

Pa aGa
Ga(T7pa7na) - Ga(T7pa n(x) = / V(X(Tap/ana)dp/ ) Vv(k = Tp/
p

(6.5)

wobei p, aus Vo (T, pa, ) = V hervorgeht. Daraus ergibt sich fir das Mischpoten-

I Die Komponente o kann isotherm und reversibel adiabatisch (S = const) aus dem Gemisch
entfernt werden, indem man einen nur fir die Molekiile @ undurchlassigen Stempel quasistatisch
durch das Volumen V zieht (Gesamtvolumen 2V des heterogenen Systems nach Entmischung).
Einen solchen Stempel gibt es allerdings nur wenn die Molekiilsorte « von den anderen Sorten
physikalisch unterscheidbar ist
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tial (6.4) die folgende Darstellung
GM(T,p,n) = G(T,p,n ZG (T, pas )

+Z Tpa,na _GQ(T7p7na))
Po
e [t
a P

Fiir ideale Mischungen GM[T,V,n] = 0 verbleibt das T, p-bezogene Mischpotenti-
al

Pa
GM(T,p,n)ZZ/ Va(T,p' na)dp’ . (6.6)
p

e

Falls sich auerdem die reinen Stoffe wie ideale Gase verhalten, gilt Vo, (T, p’,ny) =
noRT /p', also nach (6.6)

GM(T,p,n RTZnaln—fRTZnaln— : (6.7)

Dabei machen wir davon Gebrauch, dal wegen p, = noRT / V sowie (6.3) die
Beziehungen p = nRT / V und p,/p = ne/n gelten. Die T, p-bezogenen Mischpoten-
tiale UM, HM  FM ergeben sich aus GM (T, p,n) durch Legendre-Transformation
beziiglich T, p. Bei idealer Mischung von idealen Gasen ergibt sich nach (6.7):

6GM

M= gM - =G
P o
oGM
HM M = _
G 57 =0
UM = gM — o =0
Op '

Diese Darstellung ist auch fiir viele Fliissigkeitsmischungen eine gute Naherung.
In der Thermodynamik wird Gleichung (6.7) fiir das Mischpotential G auch fiir
fliissige und feste Substanzen zur Definition der idealen Mischung benutzt.

Aus der Ableitung von GM(T,p,n) nach T ergibt sich fiir die Mischentropie
(Entropiesteigerung durch Diffusion nach Entfernung der Trennwéinde) mit x, =
Ne/n

SM(T,p,n) = —Rana Inz, . (6.8)

Sie ist proportional zur informationstheoretischen Entropie der Wahrscheinlichkeits-
verteilung {1 ...zc}.
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Aus der Ableitung von GM™ nach p folgt ferner

VM(T,p,n) = V(T,p,n Zv (T, p,na) =

Bei vorgegebenem Druck p findet also die ideale Durchmischung ohne Anderung
des Gesamtvolumens statt.

Aus (6.4) und (6.7) erhalten wir
Na
T = (T a Tnegln—) . .
G(T,p,n) Ea:(g( P)no + RTngIn =) (6.9)

Dabei ist g, = Go/no das molare Gibbs-Potential des reinen Stoffs «. Fiir die
Gesamtentropie der idealen Mischung folgt daraus

oG Mo
STpm) = —57 = > (sa(T,p)na = Braln =2 (6.10)
wobei s, = —0¢g, / 0T die molaren Entropien der reinen Stoffe sind. Fiir das

chemische Potential i, des Stoffs « in der idealen Mischung folgt aus (6.9) durch
Differentiation nach n,, :

Ha(T,p.0) = go(T,p) + BT In =% = g, (T, p) + RT Ina, . (6.11)

Dies ist fiir die Berechnung von Diffusionsgleichgewichten wichtig.

6.2 Verdiinnte Stoffmischungen

Die Darstellung (6.11) der chemischen Potentiale ist in leicht abgewandelter Form
auch fiir nichtideale verdiinnte Mischungen noch eine brauchbare Ndherung. Der
Aggegatzustand des Systems spielt dabei keine Rolle.

Fiir Mischungen aus C' verschiedenen Stoffen 0...C—1, in denen eine der Molzahlen
o (Losungsmittel) erheblich grofer ist als alle anderen Molzahlen n., , ndmlich

ng>ny,y=1...C—-1 (6.12)

kann dies wie folgt begriindet werden. Wir betrachten die Enthalpie H(T, p, n) und
das Volumen V (T, p,n) der Mischung. Im Molzahlbereich (6.12) unterstellen wir,
daBl H und V in guter Naherung durch das lineare Glied der Taylorentwicklung
nach ni...nc_1

H(Tap7 1’1) = HO(Tap7 ’I’Lo) + Z hE)y(Tapv nO)n’y ) (613)
=1

V(Tapv n) = %(Tvpa TL()) + Z 'Ug(T,p, nO)n’Y

y=1
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dargestellt werden kann. Da ferner H und V bei gegebenen T, p-Werten linear
homogen in den Molzahlen n sind, hingen hf)y und vg nicht von ng ab und fir
}?07 Vo gllt

Hy = ho(T,p)no , Vo =vo(T, p)no

Zusammen besitzen also H,V im Bereich (6.12) die Darstellung

H(T,p,n) = ho(T,p)no + »_ hY(T,p)ny (6.14)
v=>1

V(T,p,n) = vo(T,p)no + Z v)(T,p)n?
v=>1

Dabei ist ho(T,p) die molare Enthalpie des reinen Stoffs 0 (Losungsmittel). Im
Gegensatz dazu ist hg(T, p) nicht die molare Enthalpie des reinen Stoffs -y, sondern
die Enthalpiezunahme bei Zugabe von 1 mol dieses Stoffs in das reine Losungsmittel
0. Ein wesentlicher Bestandteil von h9{ ist also die Wechselwirkung mit dem Stoff 0.
Ebenso ist zwar vo(T, p) das molare Volumen des reinen Stoffs 0 aber v3 (T, p) nur
die Volumenzunahme bei Zugabe von 1 mol des Stoffs « in das Losungsmittel 0.

Im Gegensatz zu H und V ist die Entropie S des Gemischs bein; =0,...,nc_1 =0
im allgemeinen nicht in einer Taylorreihe entwickelbar, da dort nach (6.10) eine
logarithmische Singularitat zu erwarten ist. Das Verhalten der Entropie 148t sich
jedoch folgendermaflen eingrenzen: Wegen der Beziehungen 0H (T, p,n)/0T =
—TGrp,V(T,p,n) = G, sowie der Linearitdt von H und V in n gilt

GTTnn(Tvpa Il) =20 :GTPHH(Tapvn)

wobei die partiellen Ableitungen von G(T', p,n) durch untere Indizes gekennzeichnet
sind. Wegen S = —Gp ergeben sich daraus fiir die Entropie die Differentialgleichun-
gen

Ston(T,p;n) = 0 = Spun(T,p,n) . (6.15)
Thre allgemeine Losung ist mit zunéchst unbekannten Funktionen ¢ (T, p), c(n)

c-1
S(T,p,n) = so(T,p)no + Z c(T,p)ny + ¢(n) (6.16)

7=1

wobei die Homogenitétsrelation n- S, = S berticksichtigt ist. Die Funktion c(n)
ergibt sich aus der Forderung, daf sich die Substanz im Temperaturbereich

T > Ts(p) = Siedetemperatur (6.17)

wie eine Mischung idealer Gase verhélt, so dafl dort die Entropie S(T,p,n) durch
(6.10) gegeben ist. Fir T — oo , p = const verschwindet also die Differenz der
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Darstellungen (6.16) und (6.10)

T—o0
r=1

c-1
lim [Z (cy(T,p) = 54(T,p))ny

n)—l—Ranlnn—nﬂ’:O (6.18)

bei allen n. Deshalb héngt der erste Term in (6.18) nicht von p ab und ist linear in
n:

Cc—

c-1 c-1
Z e (T, p) — (T,p))nvl = Zan,nv:—c(n)—RZnVlnT;—7 .
y=1 v=0

lim
T—oo

Mit der Definition ¢, (T, p) — oy = sg(T, p) gilt limp_, [53 (T,p) — s4(T, p)] =0
und (6.16) lautet

c-1 —1
n
S(T,p,n) = so(T,p)ng + Z sg(T,p)nv - R z_:o nyIn ﬁ . (6.19)

y=1

Die Entropie der verdinnten Mischung hat also formal die gleiche Darstellung
wie die des idealen Gasgemischs (6.10). Aufierhalb des Temperaturbereichs (6.17)
sind jedoch die Funktionen sg (T, p) und die molaren Entropien s (T, p) der reinen
Stoffe v wegen der Anwesenheit des Losungsmittels 0 verschieden. Aus (6.14) und
(6.19) erhalten wir fiir das Gibbs-Potential im Molzahlbereich (6.12)

c-1 c-1
n
G(T,pn) = H TS = go(T,p)no + » ) 95(T,p)ny + RT ) e In— (6.20)
y= y=

wobei

gO<Ta p) = hO(T7 p) - TSO(Ta p) ) gg(T,p) = hg(Tvp) - ng(Ta p)

gesetzt ist. Fiir die chemischen Potentiale ergibt sich daraus

no
T,p,x)=— = go(T, RTIn — 6.21
po (T, p, x) g 90(T,p) + RT'In — (6.21)
oG 0 Ty
(T, p,x) = an = g,(T,p) + RT'In " (6.22)
mit (nq /n, o ,nc_l/n) = (z1...xc-1) = x als unabhéngigen Molzahlparametern.

Diese Darstellung unterscheidet sich formal nicht von den Potentialen (6.11) der
idealen Mischung. Sie hat aber eine andere Bedeutung: die x-unabhéngige Funktion
gg(T, p) ist nicht das molare Gibbs-Potential des reinen Stoffs v > 1, sondern
enthilt auch eine Wechselwirkung mit dem Losungsmittel 0. Fiir ideale Mischungen
trifft (6.20) auch fiir alle Konzentrationen aufierhalb des Bereichs (6.12) zu, so
daf3 gg = g, folgt. Dabei ist g, (T, p) das Potential des reinen Stoffs v, der auch
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fliissig oder fest sein kann. Mischungen sind ndherungsweise ideal, wenn sich die
Komponenten chemisch sehr dhnlich sind. Zum Beispiel verhélt sich eine Losung aus
fliissigem Athylenbromid und Propylenbromid fast wie eine ideale Mischung. Nahezu
ideale Mischungen im festen Zustand treten auf wenn die reinen Stoffe dhnliche
Kristallstrukturen haben. Ein Beispiel ist die Silizium-Germanium Mischung. Die
freie Energie der verdiinnten Losung ergibt sich aus (6.20) zu

c-1 c-1
n
F(T,p,n) =G —pV = fo(T,p)no + ) (T, p)ny + RT Y O n, In ;7 (6.23)
y= Y=

fO(Tap) = gO(Tap) - va(T7p) ) f'(y)(T)p) = gg(Tap) - pv'())/(Tvp) 5
wobei nun f,(y) neben der molaren freien Energie des reinen Stoffs v > 1 auch eine
Wechselwirkung mit dem Losungsmittel 0 enthélt.

6.3 Osmotischer Druck in verdiinnten Losungen

/Jo(T7p,0) - /'LO(T7p + H,X)

0 0,1,...,C -1
p p+1I
semipermeable

Wand

Abbildung 6.1 Osmotischer Druck IT

Wir betrachten den Fall, daf§ das reine Losungsmittel von der verdiinnten Losung
durch eine starre semipermeable Wand getrennt ist, die nur fir das Losungsmittel
durchléssig ist (Abb. 6.1). Fiir verdiinnte Mischungen senkt die Zugabe von Stoffen
~v > 1 in das Losungsmittel 0 das chemische Potential ;1o nach (6.21). Das reine
Losungsmittel wird durch die Wand diffundieren, bis die Druckzunahme IT in der
Mischung die Senkung von ug wegen der gelosten Stoffe ausgleicht. ug hat dann
beiderseits der Wand den gleichen Wert

IU’O(Tap7 0) - IU‘O(Tap+ H7X)

(da der geloste Stoff 4 nicht durch die Wand diffundiert, kann sein Potential links
und rechts der Wand im Gleichgewicht verschieden sein). Fiir verdiinnte Losungen
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bedeutet dies nach (6.21)

90(T,p) = go(T,p+ 1) + RTIn(1 = ) "z, . (6.24)

=1

Nach (6.20) ist dgo/0p = vo(T,p) das molare Volumen des Lésungsmittels. Im
Bereich (6.12) ist ferner In(1—3_ -, #,) = — >__ -, = eine gute Néherung, so daf
(6.24) die Darstellung B B

p+I1
/ vo(T, p')dp' = RTZ Ty .
P

y=1

erhélt. Bei geringer Kompressibilitit des Losungsmittels kann die Druckabhéngig-
keit von vy vernachléssigt werden und es verbleibt

MMvo(T, p) = RT Z z (Gesetz von van’t Hoff) . (6.25)

y=>1

Der von den gelésten Substanzen v = 1...C — 1 auf die semipermeable Wand
ausgelibte osmotische Druck IT ist also ebenso grofl wie der Gesamtdruck, welchen
diese Substanzen als freies ideales Gas bei den gleichen Konzentrationen x., ausiiben
wiirden. Der osmotische Druck in fliissigen Mischungen kann sehr grofl werden, da
schon Losungen mittlerer Konzentration nach dem Gesetz von van’t Hoff Gasen
entsprechen, die auf Fliissigkeitsdichten komprimiert sind.

6.4 Chemische Reaktionen und
Massenwirkungsgesetz

Wir betrachten ein homogenes System mit mehreren Teilchensorten und mate-
riell abgeschlossenen Wéanden. Im System sollen sich nj...nc Mole der Teil-
chensorten 1...C befinden (1 mol = N,,, Teilchen, N, = 6.022 * 10?3 =
Avogadro-Konstante). Die Gibbsfunktion des Systems ist durch G = U — T'S + pV’
gegeben, wobei sich die Temperatur 7' und der Druck p auf den Kontakt mit der
Umgebung beziehen. Zunéchst seien chemische Reaktionen durch Antikatalysato-
ren unterdriickt, so dafl ny ...nc konstant sind, da keine Teilcheniibertrage dn,
durch die Wénde erfolgen. Ausgehend vom Ungleichgewicht sinkt die Gibbsfunktion
des Systems ab, bis sie im antikatalytisch gehemmten Gleichgewicht den Wert
G(T,p,ny ...nc) erreicht (vgl. Kap. 4.6.1). Alle Zustandsgrofien sind hier durch
die Koordinaten T',p,n, , a = 1...C ausdriickbar. Ausgehend von diesem Zustand
lassen wir chemische Reaktionen vom Typ

(n1...n¢) — (1 +v1,...,nc +ve)

zu, indem wir den entsprechenden Antikatalysator entfernen. vy ...ve sind die
stochiometrischen Koeffizienten der Reaktion. Sie sind fiir einlaufende Teilchen
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negativ und fir auslaufende positiv. Bei Ny, - dw Elementarreaktionen d&ndern
sich dann die Molzahlen geméaf

Nag — Na + Vodw ,  w = Reaktionslaufzahl
Die einfache Reaktion 2H+0O — H50 hat in dieser Schreibweise die Darstellung
(nm,no,nm,0) — (g — 2,n0 — L,nm,o +1) .

Das System befindet sich nach dem Entfernen des Antikatalysators wieder im
thermischen Ungleichgewicht und G sinkt weiter ab. Nach Kap. 4.6.1 gilt fir die
Anderung von G:

= 0Q—d(TS)+Vdp = —TdSy — SdT + Vdp . (6.26)

Dabei ist die Beziehung T'dS — §Q = T'dS;, benutzt. dS;, ist die irreversible Entro-
piezunahme und §Q die durch die Systemwénde iibertragene Wéarme. Andererseits
wird das Ungleichgewicht durch die Koordinaten T, p, n,, vollstindig beschrieben.
Wir gehen davon aus, dafl die Beseitigung des Antikatalysators nur die Reaktions-
raten, nicht aber die Funktion G(T,p,n; ...n¢) beeinflut. Die Anderung von G
bei der Reaktion hat dann die Darstellung:

G = —SdT + Vdp + Adw

oG
9
g ([P Ma + wa) Z ana (6.27)

= Z Valta = A(T,p,w) = Affinitdt der Reaktion.

Der Vergleich der Darstellungen (6.26) und (6.27) von dG ergibt
Adw=-TdSy <0 (6.28)

wobei die Clausius-Ungleichung (4.2) in der Form dS;; > 0 benutzt ist. Die chemi-
sche Reaktion lauft solange auf irreversible Weise ab bis im Gleichgewicht dS;, =0
erreicht ist. Vorher ist dSj, positiv, also Adw negativ. Das bedeutet: Fiir negative
Affinitat verlduft die Reaktion vorwérts (dw > 0) und fiir positives A riickwérts
(dw < 0). Eine quantitative Beschreibung des Zeitablaufs der Reaktion wird in
Kap. 17 besprochen.

Die Energiebilanz der Reaktion héngt von der Prozessfiihrung ab.

Reaktion bei T, p = const
Die aus der Systemumgebung zugefithrte Warme ist durch 6Q = dw - 0H (T, p, no +

WV,)/0w gegeben. Dies gilt auch bei irreversibler Prozessfithrung. Bezogen auf
dw =1, also auf den Umsatz n, — ns + v, ergibt sich der Warmetibertrag:

aH(T,p, No + wya) o T@S(T,p, No + wya)

Al = ow ow

+ A(T, p,ng +wry). (6.29)




84 6 Einphasige Mischungen

Dabei kiirzt der Anteil A = 0G(T, p,w)/0w den irreversiblen Beitrag zu T0S/0w
und es verbleibt nur der Beitrag aus dem Warmeiibertrag durch die Systemwande.
AH wird als Reaktionsenthalpie fiir die Reaktion n, — n, -+ v, bezeichnet. Positive
(negative) AH definieren endotherme (exotherme) Reaktionen.

Reaktion bei T, V = const

Da keine mechanischen Energieiibertrége auftreten ist hier die aus der Systemumge-
bung zugefithrte Warme durch 6Q = dw - OU [T, V, n, + wv,]/0w gegeben. Bezogen
auf den Umsatz n, — n, + v, ergibt sich jetzt der Warmeiibertrag:
OU[T,V,ng + wiy] OS[T,V,nq + wrq]
=T
ow Ow

Der zweite Beitrag A = F [T, V,w]/0w ist wieder gleich der Affinitiit der Reaktion?.
AU wird als Reaktionsenergie definiert.

AU = + A[T,V,no +wv,] (6.30)

Reaktionsenthalpie AH und Reaktionsenergie AU sind Reaktionswérmen, die sich
auf unterschiedliche Prozessfithrung beziehen. Sie sind deshalb im allgemeinen
verschieden. Siehe Aufgabe 6-12.

Kommentare
(a) Auf Zustandswegen mit konstanten 7', p-Werten gilt nach (6.27) und (6.28)

dG = Adw = -TdS;; <0 .

Das chemische Gleichgewicht wird im Minium von G bei verschwindender
Affinitat A erreicht:

oG
67(4.) = A(T7P7 Ne + w(T7p)Va) = A[T7P7W(T7p)] =0 (631)

Diese Gleichung definiert die Reaktionslaufzahl w(T, p) des Gleichgewichts. Die
Minima von G zu verschiedenen T, p bilden zusammen eine Rinne der Funktion
G(T,p,w) tiber den Gleichgewichtszustinden bei A =0 (Abb. 6.2)

(b) Bei langsamer Anderung von T,p (reversible Prozefifiihrung) durchliuft das
System die Folge chemischer Gleichgewichtszustdnde T, p,w(T,p) wobei die
Affinitét bei A = const = 0 verbleibt. Wegen dS;; = 0 ist hier die Anderung
der Gesamtentropie alleine durch die mit der Umgebung ausgetauschte Warme
0Q = TdS gegeben. Die Reaktionslaufzahl w(T') des Gleichgewichts erfiillt bei
festem Druck p wegen A(T,w(T)) = const die Beziehung;:

dw_(&u) _ OA[Tw]/OT _ 9S[T,w]/0w (6.32)
dr — \oT),  0A[T,w]/ow  &G[T,w|/0w? '

Dabei haben wir die Maxwell-Relation dA/90T = —05/0w und die Reziprozi-

tétsbeziehung (Aufgabe 1-1) benutzt. Bei T' = 0 startet w(7) mit waagrechter

Tangente. Dies folgt nach (6.32) aus 05/0w = 0 (3. Hauptsatz , Kap. 10).

2 Wegen der Eigenschaft (4.4) der Legendre-Transformation gilt
A =08G[T,p,w]/0w = OF[T,V,w]/0w = OH|[S, p,w]|/Ow = dU|S, V,w] /0w
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w
4 chemisches
A=0 (Gleichgewicht)
oA /0T =0 ;
[dS; > 0
o A+0
O » T

Abbildung 6.2 Chemische Reaktionen und Affinitat A[T, p,w] bei p = const .

(¢) Phaseniibergéinge verlaufen nach Kap. 5.3 bei G = const, also wie reversibel
gefiihrte chemische Reaktionen (A = 0G /0w = 0). An den Punkten T,p
der Phasenkoexistenz héngt A(T,p,w) nicht von w ab, so dafl nach (6.32)
dw/dT = oo gilt. Die Gleichgewichtsfunktion w(T,p) entartet hier zu einer
Geraden parallel zur w-Achse. Umgekehrt verlaufen Phaseniibergénge nach
Verzug (z. B. Siedeverzug Aufgabe 5-13) irreversibel wie chemische Reaktionen
mit Affinitdt wobei G absinkt. Sowohl bei Phaseniibergéingen (z.B.Sieden) als
auch bei endothermen chemischen Reaktionen wird ein wesentlicher Anteil der
zugefiihrten Warme in die potentielle Energie des Systems eingetragen. Bei
Phasentibergéingen sind dabei Kréfte zwischen verschiedenen Molekiilen, bei
chemischen Reaktionen Kréfte innerhalb der Molekiile betroffen.

Massenwirkungsgesetz

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das Massenwirkungsgesetz fiir
verdiinnte Stoffmischungen herzuleiten. Solche Mischungen sind nach (6.14) dadurch
gekennzeichnet, dal Enthalpie H und Volumen V linear homogen in jeder Molzahl
ng...nc—1 sind. Nach (6.21, 6.22) haben dann die chemischen Potentiale die
Darstellung:

,ua(T,p,no...nC_l):gg(T,p)qLRTln% , a=0...C—-1 |

wobei ¢2(T,p) die von den Mischungsverhéltnissen 2, = n,/n unabhingigen
Anteile der chemischen Potentiale sind?.

3 Wir benutzen die Schreibweise gg = g8 , Vo = v8 , ho = hg fur die Anteile des Losungsmittels
a=0.
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Die Bedingung

oG
o :Zuaua(T,p,no...nc—l) =0

fiir das chemische Gleichgewicht erhélt deshalb die Form

Zl/aga (T,p) +RTZlnx”a =0 oder

6.33
_Z va g2 (T,p)/RT __ nya _ ) ( )

Dies ist das Massenwirkungsgesetz.

Wir bemerken, dafl der zweite Teil der Gleichung auch aus der Eigenschaft her-
geleitet werden kann, dafl die Rate w_ der Vorwértsreaktion zum Produkt der
Konzentrationen der einlaufenden Teilchen proportional ist und die Rate wy der
Gegenreaktion zum Produkt der Konzentrationen der auslaufenden Teilchen. Sind
Vo— < 0 und vq4q > 0 die stochiometrischen Koeffizienten der einlaufenden und
auslaufenden Teilchen, so bedeutet dies:

w_:K_(T,p)Hx;Z“‘ , wy =K, (T,p) HJ:VWJ’ ,
a— ot

wobei die Konstanten K _, K| nicht mehr von den Konzentrationen abhéngen. Im
Gleichgewicht sind die Teilchenzahlen zeitlich konstant und es gilt

(T,p)

(A’)f = U.JJr 9 alSO Hml’a == m K(T7p) .

Bei dieser Herleitung wird unterstellt, daf§ die Vervielfiltigung einer Teilchensorte
im Gesamtsystem zur gleichen Vervielfaltigung dieser Sorte an den Reaktionsorten
fithrt (Abwesenheit von Abschirmeffekten).

Aus dem Massenwirkungsgesetz 148t sich die Anderung des chemischen Gleichge-
wichts bei &uleren Druck- oder Temperaturdanderungen abschétzen. Wir betrachten
zuerst

OmK(T,p) 1§~ 99a(Tp)
Op ~ RT = “ op
1 0
= _ﬁ g VaUgy (T
AV(T
= —# (van’t Hoff Reaktionsisotherme) (6.34)

Nach (6.14) ist v (T,p) = 9¢°(T,p)/dp die Zunahme des Gesamtvolumens V
bei Zugabe von 1 mol des Stoffs o in das Losungsmittel und AV die Anderung
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des Gesamtvolumens bei Umsatz von v, Molen bei fixiertem Druck p. Bei einer
Drucksteigerung verschiebt sich das Gleichgewicht in Richtung Endprodukte, wenn
oK / Op > 0 gilt. Dies entspricht AV < 0. Bis zum neuen Gleichgewicht treten also
volumensenkende Reaktionen ein, die versuchen die Drucksteigerung abzufangen.
Bei 0K / OJp < 0 also AV > 0 verschiebt die Drucksteigerung das Gleichgewicht in
Richtung Anfangsprodukte (entsprechend der Riickwiértsreaktion Aw < 0).

Eine analoge Situation liegt bei Temperaturénderungen vor. Wir betrachten
0 8g
— InK(T o -
a7 METp) T2 Z Y (ga 8T>

= W Z Vahg(Ta p)

~ AH(T,p)
~ RT?

Nach (6.14) ist hS = g% — T9g0 /0T die Zunahme der Gesamtenthalpie H bei
Zugabe von 1 mol des Stoffs o in das Losungsmittel und AH die Anderung der
Gesamtenthalpie bei Umsatz von v, mol . AH ist die molare Reaktionswirme, die
bei fixierten Werten 7', p mit der Systemumgebung ausgetauscht wird. Bei einem
Temperaturanstieg verschiebt sich das Gleichgewicht in Richtung Endprodukte,
wenn 0K /0T > 0 gilt. Dies entspricht AH > 0. Bis zum neuen Gleichgewicht
treten also endotherme Reaktionen ein, die versuchen die Temperatursteigerung
abzufangen. Bei 0K / 0T < 0, also AH < 0 verschiebt die Temperatursteigerung das
Gleichgewicht in Richtung Anfangsprodukte (entsprechend der Ruckwartsreaktion
Aw < 0).

Sowohl bei Anderungen von p als auch bei Anderungen von 7' antwortet das System
mit Gleichgewichtsverschiebungen, die versuchen diese Anderungen abzuschwéchen
(le Chatelier Prinzip vom kleinsten Zwang). Von Interesse sind die folgenden
Sonderfille des Massenwirkungsgesetzes:

(van’t Hoff Reaktionsisobare) (6.35)

Fiir inkompressible Mischungen gilt

aan RT Oln K(T,p)
| < == also p|—— 2
p op

|AV| = RT| <1 .

Die Druckabhéngigkeit von K(T,p) kann dann vernachlissigt werden und die
Massenwirkungskonstante héngt nur noch von der Temperatur ab:

[zt = K(1)

Im idealen Gasgemisch hat von K (T, p) ebenfalls eine einfache Druckabhéngigkeit.
Es gilt hier fiir jede Gassorte « :
9ga(T,p) _ o _RT

Vy, = —
dp “p
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also nach Integration
9o(T.p) = go(T,1) + RTInp .
Das Massenwirkungsgesetz (6.33) geht deshalb tber in

1
[Top7e

Mit K(T,1) = Ko(T) und p,, = pz, folgt daraus die Unabhéngigkeit des Produkts
der Partialdruckwerte p, vom Gesamtdruck p :

Ko(T) =[] p (6.36)

[[as = K(T.p) = ™ 2o o Tn/RT _ g7, 1)

Einige experimentelle Werte K(T) fiir Gasreaktionen sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt:

Reaktion Reaktionsenthalpie Ko(T) =] pk
AH in Kcal/mol Pe in bar, T i?l Kelvin
Hy +}0,—11,0 a1 | e [ man
1Hy+1Cl,—HCI -22,0 —pma_ — {817’5324*10“((130000001%
CO02+H,—CO+H,0 9,64 LOPO {077,70189 3000 K)

(ausfiihrliche Tabellen befinden sich in CRC Handbook of Chemistry and Physics)

Bei groflen Temperaturen treten fiir die meisten Gleichgewichte sowohl die Aus-
gangsstoffe als auch die Reaktionsprodukte in merklichen Mengen auf.

Wenn mehrere chemische Reaktionen mit den stochiometrischen Koeffizienten
(va) , (Pa), ... nebeneinander ablaufen so gelten simultan mehrere Massenwir-
kungsgesetze (6.33) , die sich in den stochiometrischen Koeffizienten unterscheiden
(eine Gleichung (6.33) fiir jede Reaktion).

Verallgemeinerung

Das Massenwirkungsgesetz gilt immer dann, wenn die in den Molzahlen nichtli-
nearen Anteile des Gibbspotentials logarithmisch vom Typ (6.20) sind, so daf} die
chemischen Potentiale die Darstellung (6.21, 6.22) haben. Das Gleichgewicht ist
durch das Minimum von G beziiglich erlaubter Molzahldnderungen v,dw , also
durch die Bedingung ) vafta/RT = 0 definiert. Die Mischungsverhéltnisse kom-
men in dieser Gleichgewichtsbedingung wegen (6.21, 6.22) nur in den Beitrigen

Zl/a lnz, = lonZ“ =InK(T,p)

vor, so daf3 diese Bedingung die Darstellung eines Massenwirkungsgesetzes hat.
Gliedert man die erlaubten Molzahldnderungen (v44) mit dem Index ¢ auch nach
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verschiedenen rdumlichen Gebieten oder Phasen auf, so lautet die Gleichgewichts-
bedingung

0
g0 (T, p) Vo
an anT +1In qI al Tedr =0, (6.37)

wobei ¢, (T, p) wie in (6.20) definiert ist. In dieser Darstellung wird das Gleichge-
wicht zweier Phasen ¢ = 1, 2 beziiglich der Stoffsorte o durch die stéchiometrischen
Koeffizienten (v14 , v24) = (=1, +1) beschrieben. Die Gleichungen (6.34, 6.35)
von van’t Hoff fir dln K/dp , O1n K/OT treffen auch hier zu.

6.5 Nichtideale Mischungen

Fiir viele feste und auch fliissige Substanzen ist die Ndherung der verdiinnten
Mischung nicht mehr hinreichend. Die notwendigen Korrekturen werden folgender-
maflen parametrisiert:

Man erhilt das chemische Potential (T, p,x) des allgemeinen Falles aus dem
Potential (6.11) der idealen Mischung, indem man die molare Konzentration z,
durch die Aktivitit ao(T,p,x) des Stoffs o ersetzt*:

1o (T,p,%) = go(T,p)+RT Inay(T,p,x) , go = Potential des reinen Stoffs «
(6.38)

Man definiert ferner den Aktivititskoeffizienten f, des Stoffs o durch

aa(T, p,x)
T

foz(T7p7 X) -

Fiir ideale Mischungen ist f, =1 , a=1...C .

Fiir verdiinnte Mischungen (6.20) hingen die Koeffizienten f, wegen
Lo = gg + RT'lnz, =g, +RTInfy,+ Rl nz, ,
also

RTIn fo = go(T,p) — 9a(T,p)

nicht von den Konzentrationen x ab und es gilt fir das Losungsmittel fy = 1.
Umgekehrt definieren vorgegebene Aktivitatskoeffizienten f, (7T, p), die nicht von x

4 In der physikalischen Chemie wird auch die Parametrisierung
(T, p,x) = ga (T, p*(T)) + RT In ¢pu (T, p,x) benutzt. Dabei ist ¢, die Fugazitat des Stoffs
o und p*(t) sein Dampfdruck im reinen Zustand
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abhéngen stets eine Stoffmischung, fiir die Enthalpie und Volumen linear homogen
in jeder Molzahl n, sind. Dies folgt aus

G(T,p,n) = Zna(ga + RTIn fo(T,p) + RT Inz,,) ,

H(T,p,n) =G — T* Zna «—R a%lnfa( ) , (6.39)

V(T,p,n) = 8? Zna Vo + RTQ In fo (T,p)) .

Fiir die Koeffizienten g%, h%,v% der verdiinnten Mischung (6.13, 6.20) ergibt sich

(o'} a
daraus

9o = ga + RTIn fo(T,p) ,

0
0 2
o 4
he = ho = RT? oo In fu(T,p) (6.40)
00 = va + RTa% In fo (T, p) .

Beziehungen zwischen den Aktivitatskoeffizienten in koexistierenden Phasen werden
in Kap. 7.11 besprochen.

Das Mischpotential GM = G — Y o Naga ergibt sich aus den Aktivitéten nach

GM(T,p,x) = RT Y noInan (T, p,x) (6.41)

Fiir ideale Mischungen gilt nach (6.7, 6.8)

GM4=RT> nola, , HY4=0 .

Fiir verdiinnte Mischungen ergibt sich aus (6.39):
0
M _ M _ 2
GY =RT Ea ne(In fo(T,p) + Inz,) , H" =—-RT 3T Ea ne I fo(T,p) .

Die Exzesspotentiale sind die Abweichungen von den Potentialen der idealen Mi-
schung bei T, p,x . Das bedeutet:

G*=G-Gd=gM_gMid — RTZna Info ,
(6.42)
Hex _ HM _HMid _ HM

Die Exzessenthalpie H* ist deshalb immer gleich der Mischenthalpie HM
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Fiir verdiinnte Mischungen sind die Exzesspotentiale
= " nal(go(T.p) — 9a(T.p))

(6.43)
M= "no(hQ(T,p) = ha(T, p))

linear in den Molzahlen.

Regulire Mischungen sind durch ideale Entropie S = S — §'4 = 0 definiert. Viele
reale Mischungen kommen dieser Idealisierung bis in den festen Zutand hinein nahe.
Wegen 0G*™(T, p,n) /0T = —S5°* = 0 héngt hier das Potential G*™* bei fixiertem
Druck nicht von der Temperatur ab. Deshalb hangt auch die Mischenthalpie

HM = H™ = G + TS = G°*(p,n) (6.44)

nicht von T ab. Fiir reguldre Mischungen haben die chemischen Potentiale die
Darstellung

oG OHM (p,n)

= go(T,p) + . + RTInz, (6.45)

Ha = Ong,

Das Massenwirkungsgesetz fir nichtideale Mischungen
H a(T,p,x) =€~ 2 Veda(T.p)/RT _ = K;(T,p) H fre H s (6.46)

ergibt sich durch Einsetzen der chemischen Potentiale(6.38) in die Gleichgewichts-
bedingung ) vapia = 0. Dabei sind g4 (T, p) = ha(T,p) — T'so (T, p) die Potentiale
der getrennten Einzelstoffe. Zur Berechnung der Konzentrationen z (T, p) des che-
mischen Gleichgewichts ist hier also auch die Kenntnis der Aktivitatskoeffizienten
fa(T, p,x) erforderlich. Die Gleichungen von van’t Hoff lauten nun

Oln K;(T,p) 1 Oln K¢ ( Tp
—a_ T " 5mr [e g% T7 K (6% T
ap RTZQ:VU (T p) aT TQZV 2

Dabei sind v, (T, p), ho (T, p) die molaren Volumina und Enthalpien der entmischten
Stoffe.

Fiir verdiinnte Mischungen (6.13, 6.20) ergeben sich daraus die Darstellungen
(6.33, 6.34, 6.35) des Massenwirkungsgesetzes und der van’t Hoff Gleichungen,
indem man die f-abhéngigen Teile von In K mit den Koefﬁzienten o, Vo, he der
ungemischten Stoffe nach (6.40) zu den Koeffizienten ¢2,v9, k% der verdiinnten
Mischung zusammenfaft.
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6.6 Aufgaben

Aufgabe 6-1: Pfeffersche Saule

Ein Rohr mit dem Querschnitt f = 1 cm? sei auf der Unterseite durch eine semiper-
meable Wand abgegrenzt, die fiir Wasser durchléssig aber fiir NaCl undurchléssig
ist. Man tauche das Rohr geringfiigig in ein Wasserbecken ein (Eintauchtiefe hg).
Sodann gebe man 1g NaCl von oben in das Rohr. Um welche Hohe Ah steigt das
Wasser im Rohr iiber den Beckenspiegel an? Man rechne bei 300 K und benutze
die Naherung Ah > hg.

Aufgabe 6-2: Meerwasserentsalzung

Ein langes Rohr sei auf der Unterseite durch eine semipermeable Membran abge-
grenzt, die fiir Wasser durchléssig aber fiir Salz undurchléssig ist. Man tauche es in
das Meerwasser bis sich im Rohr Siilwasser ansammelt. Salzgehalt und Temperatur
des Meers seien 35 g/liter und 5 °C .

(a) Ab welcher Eintauchtiefe H, kann SiiBwasser von unten in das Rohr eindringen?

(b) Ab welcher Eintauchtiefe H}, tibersteigt die SiiBwassersiule den Meeresspiegel?

Aufgabe 6-3: Physiologische Kochsalzlosung

Blutzellen weisen in reinem Wasser den osmotischen Innendruck von 7,7 bar auf.
Zur Kompensation kann man dem Wasser Kochsalz zugeben, das von auflen einen
osmotischen Gegendruck ausiibt. Wie grofl muf} die Massendichte des gelosten Salzes
sein um von auflen 7,7 bar osmotischen Gegendruck auf die Zellen auszuiiben?
Man setze voraus, dafl die Zellwénde fiir NaCl undurchléssig sind und rechne bei
einer Korpertemperatur von 37 °C .

Aufgabe 6-4: Entmischungsarbeit

Meerwasser enthiilt 35 kg/m?® NaCl . Man schiitze die Arbeit ab, die mindestens
aufgebracht werden muf, um 1 m? SiiBwasser mit den Druck- und Temperaturwer-
ten des Meerwassers zu gewinnen. Man beachte, dafl diese Arbeit die Zunahme
der freien Energie bei der Entmischung tibersteigt (siche Aufgabe 4-6). Betrachte
ein materiell abgeschlossenes System mit ny > ng mol von Wasser und Salz und
benutze die Naherung (6.23) der freien Energie. Rechne bei 5 °C und 1 atm und
beriicksichtige die Dissoziation des Salzes. Wie héingt der Arbeitsaufwand mit dem
osmotischen Druck(SiiBwasser-Meerwasser) zusammen?

Aufgabe 6-5: Reaktionsraten

Zeige, daf} im Gleichgewicht von atomarem und molekurarem Wasserstoff die Kon-
zentration des atomaren Wasserstoffs proportional zur Wurzel der Konzentration
des molekularen Wasserstoffs ist, wobei die Proportionalitdtskonstante nur von
Temperatur und Druck abhéngt.
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Aufgabe 6-6: Massenwirkungsgesetz

Man zeige: Wenn sich die Molzahl in einem Gas bei einer chemischen Reaktion
verringert, so verschiebt eine Drucksteigerung das chemische Gleichgewicht in
Richtung Reaktionsprodukte.

Aufgabe 6-7: Wasserspaltung

2 mol H5O sind in einen Behélter eingeschlossen und werden auf 2000 K erwérmt.
Die Gleichgewichtskonstante K(2000) im Massenwirkungsgesetz (6.36) fiir die
Reaktion HyO—H+10, ist

X I1/2
pt/2 712702 g (9000) = 0,0877 Pal/? .
TH,0
Wie grof} ist der Druck zu wéhlen damit 0,02 mol Hs im Behélter vorhanden sind?
Auf welchen Wert ist der Druck zu steigern um den Hy Gehalt auf 0,002 mol zu
senken?

Aufgabe 6-8: Schwefeloxydreaktion

Bei 1000 K hat die Gleichgewichtskonstante der Reaktion SO,?,—>SOQ+%OQ den
Wert

1/2
TS0, T
1/2759270s _ g(1000) = 171,9 Pal/2 .
TS03
Unter der Vorraussetzung, dafl 1 mol SOs und 2 mol Os in einen Behélter einge-
schlossen und auf 1000 K erwdrmt wurden berechne man die Molzahl von SO3 bei
einem Druck von 4,3 bar .

Aufgabe 6-9: Kohlenoxyd

Bei 3200 K hat die Gleichgewichtskonstante der Reaktion 2C0O3;—2C0O+0, den
Wert

2
1’05)& = K(3200) = 0,424 bar .

LCo,

Bei einer Temperatur von 3200 K und einem Druck von 2 bar liegen in einem
Behalter 20 g CO2 und 20 g O2 vor. Man berechne die Gleichgewichtsmasse des
COq .

Aufgabe 6-10: Mischentropie

Zwei verschiedene ideale Gase gleicher Temperatur mit den Molzahlen n,,n;
befinden sich, durch eine Wand getrennt, in den Volmina V, =V, = V . Nach
Entfernen der Wand durchmischen sich die Gase. Um welchen Betrag ist die Entropie
nach Erreichen des neuen Gleichgewichts angestiegen? Benutze die Eigenschaft,daf3
sich die Entropie nicht &ndert wenn man die Gase wihrend der Durchmischung
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isotherm vom Volumen 2V auf das Volumen V komprimiert. Die Entropie des
reinen idealen Gases ist nach Tabelle T und Aufgabe 5-16:

S=nRln(V/n)+ncynT+nw , w=const.

Aufgabe 6-11: pH-Wert

In der Chemie werden die Grofen x, = n,/n Molenbriiche genannt, wihrend man
die Moldichten [a] = n,/V als Konzentrationen bezeichnet, wobei das Volumen V
in Litern anzugeben ist. Als pH-Wert einer wassrigen Losung wird der negative
dekadische Logarithmus der Konzentration der Hydroniumionen in dieser Losung
bezeichnet: pH= — log[Hg'O]. Der pH-Wert von neutralem Wasser bei 25 °C und
1 atm ist pH[H30]=7 . Wie grof} ist die Massenwirkungskonstante K der Eigen-
dissoziation 2H,0—H3 O+OH" von Wasser unter den genannten Bedingungen.
Benutze die Darstellung von K in Molenbriichen nach (6.33).

Aufgabe 6-12: Reaktionswarme

Gegeben sei eine Stoffmischung mit einem positiven thermischen Expansionskoeffizi-
enten OV (T, p)/OT . In der Mischung findet eine chemische Reaktion n, — 1 +ve
statt, wobei Temperatur und Volumen konstant gehalten werden. Berechne die
Differenz von Reaktionsenthalpie AH und Reaktionsenergie AU. Man zeige: Falls
der Druck bei der Reaktion steigt ist die Reaktionsenthalpie grofler als Reaktions-
energie.
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Komponenten und Phasen betreffen verschiedene Zerlegungen des thermodynami-
schen Systems. Bei C' Komponenten und P Phasen entsprechen diese Zerlegungen
der Molzahldarstellung

P C
n=2 > M

g=1a=1

wobei 14, die Molzahl der Komponente o in der Phase ¢ ist. Vom Standpunkt der
mikroskopischen Theorie betreffen Komponenten die Molekiilbildung (Feinstruktur
der rdumlichen Atomanordnung), und Phasen RegelméBigkeiten in der Anordnung
grofler Anzahlen von Molekiilen. In diesem Sinne beschreiben Komponenten die
Nahordnung der Atome (chemische Zusammensetzung) und Phasen die Fernord-
nung (makroskopische Struktur) des Systems. Die Zusammensetzung des Systems
aus chemischen Komponenten ist schon bei kleinen Atomzahlen gut definiert. Dem-
gegentiber erhélt der Phasenbegriff erst bei grofler Teilchenzahl einen physikalischen
Sinn, da er makroskopische Stoffeigenschaften betrifft (diese Eigenschaften gehen
aus der extramolekularen Wechselwirkung erst bei grofier Teilchenzahl hervor).
Phaseniibergéinge entsprechen experimentell ausgepriagten Variationen der Warme-
kapazitiaten und Kompressibilitaten, die mit Unstetigkeiten der makroskopischen
Zustandsflachen einhergehen. Die Phasenanteile lassen sich dabei aus dem Verlauf
der thermodynamischen Potentiale des Systems ablesen.

7.1 Thermodynamische Stabilitat

Die Eigenschaften der Phasenzerlegung kénnen aus der folgenden thermodynami-
schen Stabilitdtsiiberlegung verstanden werden. Wir beschrinken uns zunéchst
auf Systeme mit nur einer Molekiilsorte (C' = 1) und der Molzahl n. Die ther-
modynamischen Zusténde des Systems sollen sich vollstdndig aus einer Basismen-
ge {Z} konstruieren lassen. Diese Basismenge sei durch eine Zustandsgleichung
S = So(U,V,n) definiert, die etwa aus einem mikroskopischen Modell (Auswer-
tung von Zustandssummen) oder der Extrapolation experimenteller Daten folgt.
Wechselwirkungsenergien zwischen den Teilsystemen und Oberflichenenergien seien
vernachlassigbar, so dafl die Homogenitétsrelation

So(AU, AV, An) = ASo(U, V, n)

zutrifft. Bei Systemvergrofferung um den Faktor A nehmen dann alle vier Koordi-
naten U, S, V,n den Faktor A auf. Wir nennen {Z} die homogenen Basiszustande
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des Systems. Zum Verstédndnis der Phaseniibergénge ist es sinnvoll, auch partielle
Gleichgewichte (Kap. 4.5) zu betrachten, fiir die sich nur die homogenen Anteile in
Zustanden der Basismenge {Z} befinden. Zur Prézisierung teilen wir das System A
mengenméfig in Anteile Ay und A;_» mit 0 < A < 1. Wir trennen sie durch eine
Wand, die nur geringfiigige Wechselwirkungen zwischen den Anteilen zuléft. Sind
dann Zy, Zy € {Z} verschiedene Basiszustinde von A zur Molzahl n, so sind

Z/ = )\(Ul, So(Zl), Vl, n) + (1 — )\)(Uvg7 So(ZQ), VQ,Tl)

heterogene Zusténde des Systems A, die nicht in der Basismenge {Z} liegen. Die
Zustande Z' konnen jedoch vom System angenommen werden und sind in der
Thermodynamik zu beriicksichtigen. Die Betrachtung 148t sich auf mehr als zwei
homogene Basiszustdnde verallgemeinern. Bei fixierter Molzahl n kann das System
A auch die Zusténde

M-

J
Z'=3"X\Z; . Zje{z} ., 1=)_) , 0<)x<1
j=1

j=1

erreichen, die sich analog bei der Aufteilung von A in J Untersysteme ergeben.
Die Menge {Z'} = IR’ dieser Zustinde enthilt neben {Z} auch heterogene Zu-
stinde!. Dabei kommt es fiir die Realisierbarkeit der Zustinde Z’ lediglich darauf
an, dafl die extensiven Groflen Uj, So(Z;),V; der Untersysteme bei Vereinigung
zum Gesamtsystem additiv sind. Die rdumliche Trennung der Untersysteme ist
eine Moglichkeit die Additivitat zu erreichen, ohne dafi dies andere Moglichkeiten
ausschlieft. Wir unterstellen im folgenden, dafl nur eine geringfiigige Restwechsel-
wirkung zwischen den Untersystemen verbleibt, die Ausgleichsvorgéinge ermdoglicht
ohne diese Additivitat zu stéren. Wahrend des Relaxationsvorgangs bei gegebener
Energie U und Volumen V wird dann das System seine Entropie steigern, bis sie
im Gleichgewichtszustand den Wert

SWU.V) = max {S(Z)| 3 AU; =U . SNV, =V}
J J

erreicht. Der Sachverhalt ist in Abb. 7.1 dargestellt. Im Falle, dafl die Basisfunktion
So(U, V') konvexe Anteile enthélt, gibt es U, V-Bereiche, in denen die homogenen
Basiszustéande Z instabil sind und in heterogene Zustdnde mit héherer Entropie zer-
fallen. Dabei liegen die stabilen heterogenen Zusténde auf denjenigen Tangenten, die
die Flache S = Sy(U, V) der Basiszustiande mehrfach berithren, ohne sie zu schnei-
den (einhiillende Tangenten). Fiir diese Zusténde ist ein weiterer Entropieanstieg
nicht moglich. Ein stabiler heterogener Zustand der beschriebenen Art 148t sich als
Zustand koexistierender Phasen interpretieren. Entsprechend kénnen Zustandsénde-
rungen langs einer einhiillenden Tangente als Phaseniibergang verstanden werden,
wobei die Berithrungspunkte (a und b in Abb. 7.1) mit der Fliche S = Sy(U, V)

! Mathematisch ist IR’ die konvexe Hiille der homogenen Basiszustinde {Z}
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Abbildung 7.1 Entropie mit instabilem Bereich.

den reinen Phasen entsprechen. Die Werte 85/8U = 1/T 65/8\/ = —p/T sind
lings der einhiillenden Tangente konstant, wobei 7' und p die Ubergangswerte fiir
Temperatur und Druck sind. Bei Anwesenhelt konvexer Anteile im Verlauf von
So(U, V) hat die Menge der Gleichgewichtszusténde eine von So(U, V') abweichende
Zustandsflache. Die homogenen Basiszustdnde sind dort instabil und gehen in hete-
rogene Gleichgewichtszustiande auf der einhiillenden Tangente iiber. Demgegeniiber
ist die Zustandsfunktion der Gleichgewichtszustédnde S(U, V) konkav und kann
stiickweise aus einhiillenden Tangenten mit heterogenen Zustdnden koexistierender
Phasen bestehen. Die Stabilitdt der thermodynamischen Zustdnde wird dabei durch
die Konkavitdtsbedingung

[S(U 4 AU,V + AV,n) 4+ S(U — AU,V — AV,n)] < S(U,V,n)

DN =

ausgedriickt. In 2. Ordnung AU, AV folgt daraus

929 825 %8
302 (AU)? + aU aVAUAV +— 2 (AV)?

Das bedeutet aber, dafl die Matrix

825 825

a2 aUupV

agjs 9%5
auov V2
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nur negative oder verschwindende Eigenwerte hat. Fiir ihre Spur und Determinante
bedeutet das

s s _ s s (&5 \*_

oU? ’ oU? 92 ouov ) —

ov2 —

Dies ist die differentielle Darstellung der thermodynamischen Stabilitét.

7.2 Stabilitatsbedingungen fiir die
thermodynamischen Potentiale

Zur Ubersetzung der Stabilititsbedingung in die Darstellung der thermodynami-
schen Potentiale mache man sich klar, dafl U(S,V,n) als Umkehrfunktion von
S(U,V,n) eine konvexe Funktion von S,V ist. Sie erfiillt also

1
SIU(S+AS,V + AVin) +-U(S ~ AS,V — AV,n)] > U(S, V,n)

woraus analog zu Kap. 7.1 die differentielle Darstellung

92U U )
UAV P V >
sy SUAY + gpa(AV)7 =20

>PPU
w(ASV +2

folgt. Die Matrix

82U 82U

052 850V

6§U 8*U
950V vz

hat also nur positive oder verschwindende Eigenwerte, was als

PU LU PUPU(PU "
852 ovz2 T 7 98209V2 osov ) —
dargestellt werden kann. Fiir U folgen daraus die Stabilitdtsbedingungen
02U 02U
— > — > 1
o5z =0 gz 20 (7.1)

Die innere Energie U(S, V') héngt also konvex von S und V ab. Daraus ergeben
sich auch die Stabilitdtsbedingungen der anderen thermodynamischen Potentiale,
die als Legendre-Transformierte der inneren Energie definiert sind. Zur Herleitung
benutzen wir die Eigenschaft, daf fiir die zu © unter der Legendre-Transformation
U=U - @8U/8® konjugierte Variable a = 8U/8@ die Gleichung 8[7/6(1 =-0
gilt (Kap. 4.6.2). Das bedeutet

90 __9U _ (2U\T
da  0a? \ 002
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Deshalb haben 92U /9a? und 02U /0©? verschiedene Vorzeichen und U(a) hangt
konkav von a ab, wenn U(0) konvex von © abhéngt. Zusammen bedeutet dies: die
thermodynamischen Potentiale sind konvexe Funktionen der extensiven Variablen
und konkave Funktionen der konjugierten intensiven Variablen. Im einzelnen gilt:

Die freie Energie F(T, V) hiangt konkav von T und konvex von V ab:

0’F <0 0’F

575 < >0 (7.2)

ovz —
Die Enthalpie H (.S, p) hingt konvex von S und konkav von p ab:

0’H S 0?’H

gz 20 0 5z S0 (7.3)

Das Gibbs-Potential G(T, p) hangt konkav von T" und p ab:

0%G 0%G
ﬁ < , 67]92 <0 (7-4)

Im néchsten Abschnitt besprechen wir die Konsequenzen dieser Ungleichungen fiir
die Warmekapazitdten und Kompressibilitaten.

Wir bemerken zum Schluf}, dafl die Potentiale beziiglich einer Intensivvariablen, die
nicht zu einer Extensivvariablen der inneren Energie U iiber eine Legendre-Trans-
formation konjugiert ist, im allgemeinen nicht konkav sind. Insbesondere ist das
Gibbs-Potential des Gleichgewichtszustands in den intensiven Mischungsanteilen
ZTga = Nga/ly der Komponenten o konvex.

7.3 Physikalische Konsequenzen der Stabilitat

Die Warmekapazitdten und Kompressibilitdten sind durch

T
Isobare Wiarmekapazitit: Cp= T% = -TG7rr ,
oS(T,V
Isochore Warmekapazitit: Cy = T% =-TFprr
1 oV(T G
Isotherme Kompressibilitét: Kkr = _Vép’p) = —% ,
Adiabatische Kompressibilitét: Kg = —lw = —% ,
vV 0p 1%

definiert, wobei wir die partiellen Ableitungen der Potentiale nach ihren natiirlichen
Variablen durch untere Indizes kennzeichnen. Alle vier Groflen sind positiv, da
die Potentiale in den intensiven Variablen T, p konkav sind. Die Positivitat der
Wiarmekapazitdten und Kompressibilitdten ist also eine direkte Konsequenz der
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thermodynamischen Stabilitdt. Sie bedeutet, dafl sich sowohl Wérmeeintrige wegen
Temperatursteigerungen als auch Volumensenkungen wegen Drucksteigerungen
von selbst verlangsamen. Dariiberhinaus ergeben sich aus der Stabilitat die beiden
Ungleichungen

Cp > Cy , KT = Ks

fiir die isobare und isochore Warmekapazitdt und die isotherme und adiabatische
Kompressibilitat. Sie driicken aus, dafl isobar ein kleinerer Temperaturanstieg
erfolgt, weil der Warmeiibertrag durch Arbeitsabgabe geddmpft wird. Ebenso
steigt der Druck bei isothermer Volumensenkung schwécher an, weil der Arbeitsein-
trag durch Warmeabgabe gedampft wird. Zur Herleitung driicken wir auch die
Differenzen Cp, — Cy und xr — kg durch die 2. Ableitungen der Potentiale aus.

Spezifische Wiarmen

Es gilt
C,~Cy _0S(T.p) 0S(T.V) _9S(I.V)dV(T.p)
T 0T or v or
Aus
oV (T, p) g%: (T,V) Fry os(T,V)
= — = — und —_— = *FTV
oT %(T, V) Fyy oV
folgt wegen Fyy > 0
C,—Cyv  (Frv)? >0
T — Fyy
Kompressibilitaten
Es gilt
_ov(S,p) OV(T,p)  0V(S,p) dS(T,p)
(kr = rs)V = =5 op  9S  op
Aus
ar
T (g
_9S(T,p) _ 5y(9P) _ Hs, g V) Hos
op 9%(S,p)  Hss 95

folgt wegen Hgg > 0

(HSp)2
RT — R V = -
(k7 = ks) Hss

AV
o
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7.4 Instabile Isothermen und Phaseniibergange

Ein Beispiel fiir eine Zustandsgleichung mit zum Teil instabilen Basiszustdnden gibt
das van der Waals Modell fiir reale Gase (Kap. 5.2). Nachfolgend erlautern wir an
den Isothermen dieses Typs die Beziehung zwischen den instabilen homogenen Ba-
siszustéanden und den heterogenen Gleichgewichtszustianden des Systems. Abb. 7.2
zeigt eine Schar von Isothermen p = po(T, V') nach der van der Waals Gleichung.
Fir kleine Temperaturen gibt es Bereiche mit Op / AV > 0. Dort ist die Stabili-

)
B
I
Ts
L
i
B
L
T

Abbildung 7.2 Schar von Isothermen p = po(T', V') nach der van der Waals Gleichung.

A

)4

\4

tatsbedingung xr = —%%ﬁ’p) > 0 verletzt. Die durch po(T, V') beschriebenen
homogenen Basiszusténde sind dort instabil und es existieren heterogene Gleichge-
wichtszustdnde hoherer Entropie, also kleinerer freier Energie F(T,V) < Fo(T,V).
Die Parameter der heterogenen Mehrphasenzusténde lassen sich in einfacher Weise
aus dem Verlauf der freien Energie Fy(T, V') ermitteln, die mit dem Druckverlauf

der Isothermen nach

ORy(T,V)
ov

zusammenhéngt (Abb. 7.3). Die freie Energie F/(T, V') der Gleichgewichtszusténde
ist eine konvexe Funktion von V . Diese Zustandsflache enthélt ein Stiick der
einhiillenden Tangente an die Zustandsfliche Fy(T, V). Das Tangentenstiick liegt
zwischen den Beriithrungspunkten und definiert die heterogenen Gleichgewichts-
zusténde koexistierender Phasen. Im Falle des van der Waals Modells sind dies

Po (Tv V) =
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[)=—37/6V F

A

N A%

hiillende \
Tangente

» |
| | > |
v, v, Vv v, Vi

Abbildung 7.3 Freie Energie mit instabilem Bereich.

2-Phasengemische aus Gas und Fliissigkeit. An den Beriihrungspunkten schliefen
sich nach auflen Zustandsgebiete reiner Phasen an. Aus Abb. 7.3 geht hervor, dafl
die Parameter des Phaseniibergangs aus den beiden Gleichungen

aFO(Ta Va) _ 8F0(T7 ‘/b)

v~ v~ D (75)

Vi
P(I)Vh = Ve) = ~(FalT, V)~ (T Vi) = [ (T V)av (76)
Va
folgen. Dabei sind 7' und p(7T') die Ubergangswerte fiir Temperatur und Druck. Im
V, p-Diagramm nach Abb. 7.3 bedeutet dies, da} die beiden schraffierten Flachen
gleich sind, daB also

Vi
| vy = prav =0
Va

gilt. Dies ist die Mazwell-Regel zur Bestimmung der Parameter p(T'), Vg,V des
Phaseniibergangs aus der freien Energie Fo(7, V) der Basiszustéinde.

Zwischen V, und Vj, liegen zwei Wendepunkte 9?F,/0V? = 0 von Fy(T,V) be-
ziiglich V. Bei steigender Temperatur ndhern sich diese Punkte bis sie fiir die

kritische Temperatur T, bei einem kritischen Volumen V. zusammenfallen. Dort
gilt 92°Fy/0V? =0=02F,/0V?3 oder auch

8p0(T, V) — 0= 82])0 (T, V)

oV V2 (7.7
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Die Lénge des einhiillenden Tangentenstiicks verschwindet dort und es liegt ein
kritischer Punkt vor (siehe Kap. 11.4). Fiir hthere Temperaturen treten nur noch
homogene 1-Phasenzustéinde auf. Bei gegebener Zustandsgleichung po(T, V') sind die
beiden Gleichungen (7.7) zur Berechnung des kritischen Punktes T, V. hinreichend.
Fiir das van der Waals Gas (5.12)

R a \%4
pO(T?v):U—bi’Uﬁ , U= —

ergeben sich aus (7.7) die kritischen Werte v, = 3b, T, = 8a/27Rb. Siehe Aufgaben
5.0.

MeBwerte fiir die kritischen Konstanten einiger Gase sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt (nach CRC Handbook of Chemistry and Physics):

Gas pe[bar] ve[cm®mol 1] T.[K]
He 2,27 57 5,19
H, 12,93 65 32,97
No 33,9 90 126,21
0, 50,43 73 154,59
CO, 73,75 94 304,14
H,0 220,6 56 647,14
7.5 Anzahl unabhiangiger Phasen aus Verlauf der

Zustandsflache und Phasenregel von Gibbs

Aus den Stabilitatsbetrachtungen haben wir gelernt, dafl Mehrphasenzusténde
Anteilen in der Fliche der Gleichgewichtszusténde entsprechen, die aus einhiillenden
Tangenten bestehen. Langs dieser Tangenten sind Temperatur und Druck konstant,
wahrend sich Entropie und Volumen dndern. Das bedeutet, daf die Jakobi-Matrix

2 2
(T, —p) _ ?;5,3 8(?9(9UV
- 3*U 9*U

8(5’ V) oS0V vz

eine verschwindende Determinante, also mindestens einen verschwindenden Eigen-
wert hat. In der Stabilitdtsbedingung (7.1) liegt dann das Gleichheitszeichen vor.
Zur allgemeinen Formulierung des Sachverhalts lassen wir auch Variationen der
Teilchenzahlen zu und gehen davon aus, dafl das System A die Teilchensorten
1...C enthélt enthélt. Thre Molzahlen seien

(n1...n¢) = n

wobei wir wie in Kap. 6 die Vektorschreibweise fiir die Komponentenzerlegung
benutzen. Fiir die innere Energie U (S, V,n) der Gleichgewichtszustdnde gilt dann

ou oU oU
(as ) W 9 aﬂ) = (Tﬂ_p7p’)
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wobel gt = (7 ... pe) die chemischen Potentiale beziiglich der Komponenten n
sind. Im Gleichgewicht haben auch alle Teilsysteme von A die Werte T, p, p. Zur
mathematischen Kennzeichnung des Mehrphasenzustandes Z = (S, V, n) betrachten
wir die Jakobi-Matrix

or,—pp) _ [ 7
B(S,V,l’l) o ] ] 92U

On?

J(Z) = (7.8)

Sie besteht aus den 2. Ableitungen der inneren Energie U und ist deshalb symme-
trisch. Sie hat fiir stabile Zustdnde Z keine negativen Eigenwerte. Insbesondere
gilt deshalb fiir ihre Diagonalelemente analog zu (7.1) :

02U 0%U 0%U

- > — >

(S, Vin) >0firl <a<C (7.9)
Der Rang der Matrix J(Z), also die Anzahl ihrer von Null verschiedenen Eigenwerte
sei

Rang(J(Z))=2+C—P

Er gibt an, wieviele der Koordinaten T, p, 4 unabhéngig variieren, wahrend die
Variablen S, V,n ihre 2 + C-dimensionale Umgebung durchlaufen. Wir betrachten
dann eine beliebige Zustandsanderung d.S, dV, dn auf der Gleichgewichtsflache. Die
zugehorigen Anderungen von Temperatur, Druck, chemischen Potentialen sind
durch

(dT, —dp,dp) = J - (dS, dV, dn)

gegeben (J - kennzeichnet die Multiplikation mit der Matrix J). Eine erste Aussage
iiber Rang(J) ergibt sich aus der Gibbs-Duhem Beziehung

SdT —Vdp+n-dpu=(S,V,n)-J-(dS,dV,dn) =0 (7.10)
die aus der Homogenitatsrelation
U=ST—-Vp+n-pu (7.11)

fiir die innere Energie des Zustandes S, V,n folgt. Gleichung (7.10) gilt fiir belie-
bige dS,dV,dn und ist gleichbedeutend mit (S,V,n)-J(Z) = 0 . Das bedeu-
tet: Rang(J) ist schon wegen der Gibbs-Duhem Bezichung fiir das Gesamtsystem
kleiner als 2 4 C, also P > 1. Allgemeiner gilt im Falle Rang(J) =2+ C — P,
dafl es maximal P linear unabhéngige Basisvektoren

(S, Vg, %) , g=1...P (7.12)
gibt, die
(8¢, Vg, Xq)-J =0 (7.13)
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erfiillen. Wir wollen sie geméfl > 240 = 1 normieren. Wegen (7.13) treten jetzt P
Gibbs-Duhem Beziehungen entsprechend P homogenen Systemanteilen auf:

$qdT — vgdp +xXg-dpp = (84, Vg , Xq)-J - (dS,dV,dn) =0 ,

i1, P (7.14)

Das bedeutet: Die 2 + C' ZustandsgroBlen Temperatur 7', Druck p, chemische Po-
tentiale p kénnen die 2 + C-dimensionale Zustandsumgebung nur unvollstandig
parametrisieren. Eine vollstdndige Beschreibung erfordert P von 7', p, u unabhéngi-
ge Zusatzkoordinaten. Der Begriff des physikalischen Mehrphasenzustands ergibt
sich dann aus der folgenden

Simplexeigenschaft

» Die Basisvektoren (s, v, Xq) héngen in einem P-dimensionalen Zustandsbereich
nicht von Z = (S, V,n) ab und haben keine negativen Komponenten.

» Dieser Bereich hat die Darstellung

P
(S,V,m) = Z(quvq’xq)lq (7.15)

q=1

wobei die Zahlen [, innerhalb I, > 0 frei variieren (bei normierter Gesamt-
menge _ lg = 1ist (7.15) mathematisch der von den Basisvektoren (7.12)
aufgespannte Simplex).

Die Simplexeigenschaft folgt nicht aus allgemeinen Prinzipien. Sie trifft jedoch fiir
die bekannten physikalischen Mehrphasensysteme zu. Fiir kleine Zustanddnderun-
gen des Typs > (8q, Vg, Xq)dly gilt wegen (7.13)

(dT, —dp,dp) = J - > (54,04, Xg)dlg =0 (7.16)
q

Deshalb haben die Temperatur 7', Druck p und chemische Potentiale p fiir alle
Zusténde des Simplex (7.15) den gleichen Wert. P kann dort als Anzahl homogener
Teilsysteme (koexistierende Phasen) mit den unabhéngigen Molzahlen [, aber
gemeinsamen Werten von T, p, p verstanden werden. Im Falle 2 + C' > P besitzt
das Kontinuum physikalischer Mehrphasenzustinde die Simplexeigenschaft (7.15)
auch in einem Bereich benachbarter T, p, u-Werte. Dort liefern die Molzahlen
l1...lp zusammen mit den Koordinaten T, p, p eine vollstandige Beschreibung der
Mehrphasenzustande.

Kommentare

(1) Als Freiheitsgrad eines Gleichgewichtszustands mit P koexistierenden Phasen
bezeichnet man eine Zustandskoordinate, die von den Phasenmengen I; ...lp
unabhéngig ist. Fiir Gleichgewichtzustinde mit C' frei wiahlbaren Stoffmengen
hat jeder Zustand eine 2 4+ C-dimensionale Umgebung. Bei P koexistierenden
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Phasen kann diese Umgebung durch die Phasenmengen /5 ...lp und 24+ C — P
weitere Zustandsgroflen beschrieben werden, die nicht von [y ...lp abhédngen.
Dies fithrt auf die Phasenregel von Gibbs:Gleichgewichtszustéinde mit P koexis-
tierenden Phasen besitzen

¢ =24 C — P unabhéngige Freiheitsgrade (7.17)

Als Freiheitsgrade kénnen die 2+ C' — P Koordinaten T',p, p11 . .. po—p gewéahlt
werden, die nach (7.16) nicht von Iy ...lp abhéngen. Statt der chemischen
Potentiale fi1 ... puc—p sind neben T, p auch die Konzentrationen x, der Einzel-
phasen geeignet, die nach (7.15) ebenfalls nicht von den Molzahlen [, abhéngen.
Dabei werden die 2 + (C' — 1)P Variablen T,p,x; ...xp durch die C(P — 1)
Gleichgewichtsbedingungen an die chemischen Potentiale der Phasen

H’l(Tapvxl) = H’Q(Tap7x2) == H’P(T7p7XP)

auf 2 + C' — P unabhéngige Freiheitsgrade eingeschrankt.

Fiir heterogene Zustdnde mit Simplexeigenschaft setzt sich die Gesamtenergie
U= Zuqlq = Z(qu — g+ 1 Xg)lg (7.18)
q q

additiv aus den Energien U, = u4l, der Teilsysteme (Phasenanteile) zusammen.
Dies folgt aus der Homogenitétsrelation (7.11) nach Einsetzen der Darstellung
(7.15) fir S, V,n. Physikalisch ist

Uq, S¢,Vq = molare Energie, Entropie, Volumen der Phase ¢,

lg = ana = Phasenmenge in mol , (7.19)
«
n
Tga = % = phasenbezogene Konzentration der Komponente «.

q

Dabei héngt die molare Energie u, = T'sq — pvg + p - X4 nicht von den Para-
metern der konkurrierenden Phasen ¢’ ab. Fiir das System ist die rdumliche
Trennung der Teilsysteme eine der Moglichkeiten, um diese Entkopplung zu
erreichen.

Das Gibbs-Potential des Phasengleichgewichts ist nach (7.18) durch

P
G=U-TS+pV=> g4y (7.20)
g=1
gegeben. Es setzt sich additiv aus den Gibbs-Potentialen G, = g4/, der Phasen-
anteile zusammen, wobei das molare Gibbs-Potential

Gy

gq:T:u-xq
q
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neben T',p nur von den Mischungsverhéltnissen x, innerhald der Phase ¢
abhéngt. Die molaren Gibbs-Potentiale g, zweier koexistierender Einzelphasen
q # ¢ sind nicht immer gleich, obwohl 40 = ptgra, a =1...C gilt. Dies liegt
daran, da die chemischen Potentiale koexistierender Komponenten a # o’ in
der Regel verschieden sind figq 7# ftqa’- Unterschiedliche Mischungsverhéltnisse
X, , X, in den beiden Phasen lassen deshalb auch im Gleichgewicht

gq(T7p7 xq) # gq’(T7p7 xq’)

zu (Kap. 7.6). In diesem Zusammenhang vergegenwirtige man sich, daf
das Gibbs-Potential (7.20) materiell abgeschlossener Systeme bei reversiblen
isothermen isobaren Prozessen nach dem 1. Hauptsatz wegen U’ — U =
T(S"—S)—p(V' = V) konstant ist. Im Falle ungleicher Potentiale g, # g
lassen sich deshalb die beiden Phasen nicht reversibel ineinander tiberfiihren,
wenn 7" und p konstant gehalten werden.

Bei linear abhdngigen x; . ..xp bestehen Relationen des Typs
ZXQ(T,p,,ul...uc,p)yq =0 , qu =0 (7.21)
q q

Die Stoffzusammensetzung n legt dann die Phasenanteile {; wegen
qulq = qu(lq +v)=n
q q

nur bis auf die Molzahlen v, fest. Bei ungedndertem Gesamtinventar n sind
also Anderungen l; = lq + v, der Phasenaufteilung bei fixierten Werten von
T,p, i1 - - . po—p moglich. Sie entsprechen Phasentibergéngen 1. Art, wobei das
Gibbs-Potential des Gesamtsystems konstant bleibt:

G'—G:quuq:Zu-xquq:O :
q

q

Bei linear unabhdngigen Mischungsvektoren x; ...xp sind die Phasenanteile
bereits durch die Bedingung des fixierten Gesamtinventars n (materiell abge-
schlossene Winde, keine chemischen Reaktionen) festgelegt, da die Molzahlen
l1...lp eindeutig aus Zq Xq(T,p, 1 - .. ie—p)lg = n folgen. Anderungen von
T,p, i1 - .. jic—p gehen dann stets mit Anderungen der Phasenaufteilung ein-
her und der Phaseniibergang erstreckt sich iiber ein Intervall von Temperatur
und Druck. Beispiele werden in Kap. 7.6-7.10 gegeben. Es handelt sich um
Phaseniibergange 2. Art (Kap. 11) mit Unstetigkeiten am Rande des Koexis-
tenzbereichs (7.15).

Anwesenheit chemischer Reaktionen: Finden zwischen den C' Komponenten I'
verschiedene chemische Reaktionen

n, —n.+v, , r=1...T
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mit linear unabhéngigen stochiometrischen Vektoren v, = (v, ... v.¢) statt,
so sind im Gleichgewicht nur noch C' = C' —T" Stoffmengen frei wihlbar. Die
Molzahlen der I" verbleibenden Stoffsorten errechnen sich aus ihnen iiber die
Bedingungen (Massenwirkungsgesetze) fiir das chemische Gleichgewicht:

26
on

vy

—v,ou=0, r=1...T (7.22)

Die Phasenregel (7.17) von Gibbs verallgemeinert sich hier auf
p=24(C-T)—-P=2+C"-P

unabhéngige Freiheitsgrade. Die Auswahl der C’ unabhéngigen Leitkomponen-
ten richtet sich nach praktischen Erwégungen. z. B. gilt fiir teilweise dissoziiertes
Wasser:

C=3 (HfO, OH , Hy0), I' =1 (Dissoziation) , ¢’ =2, P =1

und es liegen ¢ = 2+ C’ —1 = 3 Freiheitsgrade vor: Es konnen T, p, nH;O/nH2o
frei gewéhlt werden. Bei elektrisch neutraler Losung verbleiben wegen der
Zusatzbedingung Nyto = Moy~ DUr die beiden Freiheitsgrade T, p, da sich die
Konzentrationen Nito /nH,0 = Nog- /nu,0 aus dem Massenwirkungsgesetz
(7.22) fir die Dissoziation ergeben. Siehe Aufgabe 6-11.

7.6 Bindre Mischungen mit 2 koexistierenden Phasen

Wir betrachten jetzt Phaseniibergénge in Systemen mit zwei Komponenten 0
und 1 (also C = 2, z. B. Losungsmittel und geloster Stoff). Die Molzahlen seien
ng + n1 = n, wobei die Konzentration x = ny/n im Gesamtsystem frei gewahlt
werden kann. Bei Koexistenz von P = 2 Phasen a und b der Mischung gilt fiir
die chemischen Potentiale der beiden Stoffe pia0 = o , fta1 = pp1. Anders als bei
reinen Substanzen gibt es nun 2 unabhéngige Koexistenzparameter (Freiheitsgrade),
wobei nach (7.17) T,p gewéhlt werden konnen. Sie beschreiben die bei festen
Phasenmengen I, = nq0 + na1 5 Ip = npo + np1 moglichen 2-Phasen Zustande. Die
Konzentrationen

2o(T,p) = a1 = Na1/la (T, p) = Tp1 = 161/l

der beiden Phasen folgen aus den Gleichgewichtsbedingungen

1ao(T,p, xa) = pwo(Tsp, ) 5 par(TpsTa) = pu1 (T, p, p) (7.23)

und sind im allgemeinen verschieden. Der Sachverhalt ist fiir fixierten Druck p
in Abb. 7.4 dargestellt, wobei der Fall betrachtet ist, dafl Phasenkoexistenz auch
fiir die reinen Stoffe 0,1 auftritt. Dies bedeutet z, = x5 = 0 bei T = T° und
Tq=xp=1bei T =T
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g=G/n
N 4

0

Phase b
T >

Phase a
T < X,

Ty(z)
(T

v

1 »
T \ \ >

Abbildung 7.4 Binare Mischung mit 2 Phasen bei konstantem Druck p

Phasentiibergang bei konstanter Temperatur: Ausgehend vom reinen Stoff 0 bei
x = 0 148t sich die Konzentration = von Stoff 1 im homogenen System (Phase a)
steigern, bis sie den Grenzwert x, (T, p) erreicht. Fir x > x4 (T, p) tritt die Phase
b mit der Konzentration x(T,p) > x4(T, p) hinzu. Bei weiterer Steigerung von z
bleiben die Konzentrationen z,, x, in den Bestandteilen homogener Phase konstant.
Stattdessen dndern sich nun die Phasenanteile I, /n,l,/n linear in z gemifl

la - ! "
) b _Fa— T (7.24)

N xe—xp N Ta—Tp
Erst fur @ > x(T, p) steigt die Konzentration x in der Phase b wieder an, bis bei
x = 1 der reine Stoff 1 vorliegt. Die molaren Gibbs-Potentiale

Ga = Ta(fr — fro) + o, o = p(p1 — po) + o (7.25)

der koexistenten Phasen erfiillen g, —g, = (41— p0)(zp—2,) und sind im allgemeinen
verschieden. Das Gesamtpotential g = g,l,/n + golp/n lauft im Koexistenzinter-
vall z,(T,p) < z < (T, p) linear in x von g, nach g,(einhiillende Tangente in
Abb. 7.4)2. Der Phaseniibergang bei vorgegebenem Stoffinventar ng,n1, also fixier-
tem z, erstreckt sich iiber das Temperaturintervall T,(z) < T < Ty(z) wobei die
Grenztemperaturen bei festem Druck durch z,(T,) = « = z(T}) definiert sind.

2 Dieses Intervall schrumpft nur fiirr Phasen gleicher Grenzkonzentration z, = x3 auf Null, wobei
der Phaseniibergang bei laufendem [4 /I nun {iber einem Punkt im 7', z-Diagramm stattfindet
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Fiir T > Ty(z) liegt nur die Phase b vor. Bei T' < Ty(z) tritt die Phase a hinzu,
wobei jetzt die beiden Phasenanteile verschiedene Konzentrationen

24(T) <z < a(T)

haben. Thre Mengen [,, [, sind durch (7.24) gegeben. Schlieflich liegt fir 7' < T, (x)
nur noch Phase a vor. In bindren Mischungen hat jeder Zustand eine 2 + C = 4
dimensionale Umgebung. Sie wird bei einer Phase durch 3 Freiheitsgrade T, p, x
und die Gesamtmenge n beschrieben. Fiir 2-Phasenzustédnde wird das Koexistenz-
gebiet nach der Phasenregel (7.17) von Gibbs durch 2 Freiheitsgrade T, p und 2
Phasenmengen [, [, beschrieben. Bei fixierten Werten von p,l,, [, verbleibt nur
der Freiheitsgrad T . In Abb. 7.4 entsprechen deshalb 2-Phasenzustdnde Linien,
wenn die Phasenmengen [, [;, konstant gehalten werden. Diese Linien hdngen von
der aktuellen Mengenaufteilung I, 4+ I, = n ab, wobei die Grenzkurven z,(T") und
2p(T") die Sonderfille I, = n und I, = n beschreiben.

1.7 Clausius-Clapeyron Gleichung
in binaren Mischungen

Fiir verdiinnte Mischungen n; < ng, also = n;/n < 1 vereinfachen sich die
chemischen Potentiale nach (6.21, 6.22)

:U’O(Tvpvx) = gO(T7p) — RTx ) ;U/I(Tapvx) = g?(TJD) + RT'Inx )

wobei in Gleichung (6.21) fir p die in x lineare Naherung In(1 — 2) = —z benutzt
ist. Dabei ist go(7T,p) das chemische Potential des reinen Stoffs 0, wihrend der
Anteil g?(T, p) des Potentials von Stoff 1 auch eine Wechselwirkung mit dem Stoff 0
enthélt. In der Umgebung eines 2-Phasenzustands 70, p° des reinen Stoffs 0 gilt fiir
die Konzentrationen beider Phasen x,, 2, < 1 und die Gleichgewichtsbedingungen
(7.23) lauten bei linearer Naherung von g in z,,zy (Stoff 1 geringfligig in Stoff 0
gelost):

Gao(T° 4+ AT, p° + Ap) — gyo(T° + AT, p° + Ap) = RT (2, — ) (7.26)
X
ger(T.p) = gy (T.p) = RTIn =~ (7.27)

wobei T = T° + AT,p = p° + Ap gesetzt ist. Diese Bedingungen definieren die
Koexistenzkurve fir 2-Phasenzustinde bei Anwesenheit geringer Fremdstoffmengen
T4, Tp. Dabei ist es gleichgiiltig, welche Aggregatzustinde a, b vorliegen. Fiir den
2-Phasenzustand des reinen Stoffs 0 gilt

Tq = 0= Ty, gaO(ToapO) - gbO(TOapO) =0 (728)
Das bedeutet: bei linearer Naherung in AT, Ap folgt aus (7.26) mit ago/(“)T = —Sg,
dgo/0p = vo

—AT (840 — Sb0) + Ap(vao — vpo) = RT (x4 — xp) (7.29)
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wobei 540 und v4o die molaren Entropien und Volumina des reinen Stoffs 0 bei
70, pY sind. Diese Beziehung kann als Verallgemeinerung der Clausius-Clapeyron
Gleichung bei Vorgabe der Fremdstoftkonzentration x, in einer der Phasen verstan-
den werden. Dabei legt die Funktion g%, (T, p) — g3, (T, p) nach Bedingung (7.27)
das Verhaltnis x,/x;, der Konzentrationen des Fremdstoffs 1 in den koexistierenden
Phasen fest. x,/x, wird auch als Entmischungskonstante bezeichnet. Fiir das reine
2-Phasensystem (7.28) kann TV, p® lings der Koexistenzkurve p°(T°) variieren. An
jedem Punkt T°,p° dieser Kurve wird deshalb der Grenzwert z, = 0 = x; mit
einer anderen Entmischungskonstante erreicht.

Die Vorzeichen von AT und Ap in der Clausius-Clapeyron-Gleichung (7.29) héingen
davon ab, ob Stoff 1 in Phase a oder Phase b stéarker vertreten ist. Wir betrachten
nacheinander den Einflufl des gelosten Stoffs auf Temperatur und Druck des
2-Phasenzustands.

Bei worgegebenem Druck p beschreibt (7.29) den Einflufl der Konzentration auf die
Temperatur des 2-Phasenzustands. Aus Ap = 0 folgt

AT = RT?-Le =20

m fur LayTp < 1 (730)

wobei A(a — b) die molare Phaseniibergangswirme fiir Stoff 0 ist. Folgende Fille
sind von besonderem Interesse:

» a = Flissigphase, b = Gasphase, Stoff 1 schwerfliichtig (z, ~ 0). Zugabe
des Anteils x, des schwerfliichtigen Stoffs in die Fliissigkeit dndert dann die
Siedetemperatur um

RT?x
T-7°=——"_ .
Ala —b)
Da die molare Verdampfungswérme A(a — b) positiv ist, handelt es sich um eine
Erhéhung des Siedepunkts (Zugabe von Salz in siedendes Wasser unterbricht
den Siedevorgang).
» a = Flissigphase, b = feste Phase, wenig Stoff 1 in der festen Phase (z; =~ 0).

Zugabe des Anteils x, des in der festen Phase unléslichen Stoffs in die Fliissigkeit
dndert den Gefrierpunkt um

RT%x

T-T° = ———-
A(b — a)

Da die molare Schmelzwérme A(b — a) positiv ist, handelt es sich um eine Sen-
kung des Gefrierpunkts (man streut Salz auf das Glatteis, um es zu schmelzen ).
Siehe Aufgabe 7-2 .

Wir betrachten schliellich das T, z-Koexistenzgebiet der beiden Phasen. Die Grenz-
konzentrationen xz,(T), z(T) sind beide positiv und verschwinden am Koexistenz-
punkt 70 des reinen Stoffs 0, soda$ dort dx, /dT, dzy,/dT das gleiche Vorzeichen
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haben. Demgeméf ist das Koexistenzgebiet bei geringen Konzentrationen x stets
keilférmig mit Spitze bei T°,2 = 0 und Réndern, die beide fallen oder beide
steigen. Der Sachverhalt ist in Abb. 7.5 dargestellt. Bei vorgegebener Temperatur
T # T° schlieBt sich an das Koexistenzgebiet bei kleinen 2 immer ein Gebiet
homogener Phase an (geringe Zumischungen zum reinen Stoff der Temperatur
T # T° dndern seinen Aggregatzustand nicht). Die Ursache ist der Beitrag —RInx
zur Entropie (6.19) der verdiinnten Mischung. Wegen dieses Anteils ist das molare
Gibbs-Potential

g(x) = 2[g) + RTInx] + (1 — 2)[go + RTIn(1 — z)] , r<1 (7.31)
jeder Phase bei 2z = 0 konvex mit dg/0x = —o0. Die den koexistierenden Phasen von
Stoffmischungen zugeordneten einhiillenden Tangenten an g(z) erreichen deshalb
den Wert x = 0 nicht. Die bedeutet z.B., daf eine geséttigte Losung von Eis

und Salzwasser nur dann stabil ist, wenn das Eis geringfiigig Salz enthilt3. Bei

TA

Gas

AT S

fliissig
IV N—

fest

>:1::n1/n

Abbildung 7.5 Siedepunktserh6hung und Gefrierpunktssenkung.

vorgegebenener Temperatur T beschreibt (7.29) den Einfluff der Konzentration auf

3 Gelegentlich werden gesittigte Losungen so definiert, daB8 ein reiner Stoff 0 (Phase a) mit
einer Losung Stoffe 0,1 (Phase b) im Gleichgewicht steht (zo = 0,z > 0). Dies ist eine
rechentechnische Vereinfachung in der die Gleichgewichtsbedingung (7.27) fir Stoff 1 durch
die Bedingung z, = 0 ersetzt ist (Diffusion von Stoff 1 unterbunden). Wenn Phase a fast rein
ist entsteht dadurch nur ein geringer Fehler in x;. Siehe Aufgaben 7-2 und 7-20.
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den Druck des 2-Phasenzustands, wobei aus AT = 0 die Beziehung

T, — T
p—p’=RT2 "% fiir x4, 2, < 1
Va0 — Vb0

folgt. Ist a = L fliissig und b = G gasférmig, so gilt v < vgo = RT/p°, also
p—p°
0

=xg—1rL (7.32)

Dies ist das Gesetz von Raoult fiir kleine Konzentrationen xy,zc < 1 des gelosten
Stoffs 1. Nach (7.32) kommt es zu einer Senkung des Drucks p des 2-Phasenzustands
(Dampfdruck), wenn dieser Stoff in der Flissigkeit stirker vertreten ist (Stoff 1
schwerfliichtig), und zu einer Erhéhung von p, wenn er in der Gasphase iiberwiegt
(Stoff 1 leichtfliichtig). Eine Erweiterung des Gesetzes von Raoult auf beliebige
Konzentrationen x¢ im Gas erlautern wir im nédchsten Abschnitt.

7.8 Stoffmischungen mit Fliissigphase und Gasphase

Erhebliche Vereinfachungen ergeben sich, wenn eine der beiden Phasen gasformig
ist. Zur Erlduterung betrachten wir eine Mischung von C' Stoffen 0...C — 1 mit
Flissigphase (L) und Gasphase (G). Nach der Phasenregel von Gibbs hat das
System C' Freiheitsgrade, wobei wir als Koexistenzparameter T, p und C' — 2 der
Konzentrationen xgg, 3 =1...C —2 in der Gasphase wihlen. Die Konzentrationen
Ty, Ty in den beiden koexistierenden Phasen sind Funktionen dieser Parameter,
wobei im allgemeinen x .~ (T, p, ag) # T~ (T, p, zap) gilt. In der Gasphase liegt fiir
alle Konzentrationen xg, eine ideale Mischung vor. Dagegen beschranken wir uns
in der Fliissigphase auf verdiinnte Losungen mit xp, < 1, > 1. Die Bedingungen
fir die Gleichgewichtskonzentrationen - , z¢~ lauten dann nach (6.21, 6.22) mit
y>1:

9gro(T,p) + RTInzro = geo(T,p) + RT Inzgo (7.33)

92,(T,p) + RTInx 1y = gay(T,p) + RT In 2 (7.34)
Wir betrachten zuerst Gleichung (7.33). Bei idealer Gasphase gilt

89@0 RT

=vG0 = —,
dp p
also
p
960(T,p) = gao(T,p(T)) + RTIn ——

Die Gleichgewichtsbedingung (7.33) fiir das Lésungsmittel 0 vereinfacht sich dann
auf

9ro(T,p) + RTInzro = gro(T,p°(T)) + RT In preo

p(T)

(7.35)



114 7 Mehrphasige Stoffmischungen

wobei die Gleichung g10(T,p°(T)) = ggo(T,p°(T)) fiir den Dampfdruck p°(T)
des reinen Losungsmittels 0 benutzt ist. Fiir die Molvolumina vy , vgo der beiden
Phasen gilt

0910 09co
=V K Vgo =
ap Lo Go ap

Deshalb héngt gro(T,p) im Vergleich zu ggo (7, p) nur geringfiigig vom Druck ab.
Vernachléssigen wir also die Druckabhéngigkeit der Potentiale in der Fliissigphase
so ergibt sich aus (7.35)

p°(T)zro = prao (Gesetz von Raoult) (7.36)

wobei die Konzentration zgo =1 — ) ,>1 %G keinen Beschrankungen unterliegt.
Im Bereich z¢, < 1,7 > 1 ergibt sich aus (7.36) bis auf den Term zweiter Ordnung
(p —p°(T)) > >1 TGy wieder die Darstellung (7.32)

P20 _ > (z6y 2Ly

p(T) =

des Raoult Gesetzes fiir kleine Konzentrationen xr~ , gy , nun fiir ' — 1 geloste
Stoffe. Sind alle gelosten Stoffe schwerfliichtig zgy < 21, so verbleibt

(7)) —p _ S,

o(T
=1

Die relative Senkung des Dampfdrucks der Losung ist dann gleich der Summe der
Konzentrationen der gelosten Stoffe. Der Einfluf des Fliissigkeitsvolumens vy auf
den Dampfdruck wird in Aufgabe 7-3 behandelt.

Als néchstes betrachten wir die Gleichgewichtsbedingung (7.34) fiir die chemischen
Potentiale der geldsten Stoffe v =1...C —1 . Analog zu (7.35) folgt bei idealer
Gasphase

PTGy

0 _ Y
91,(T,p) + RT'nzwp, = gr(T,p"(T)) + RT In 2 (T)

(7.37)

wobei der Dampfdruck p”(T") des reinen Stoffs v durch gz (T, p?(T)) = g~ (T, p?(T))
definiert ist. Fiir die gelosten Stoffe verschwindet die Differenz

g%,Y(T, p) - gL'y(Ty p) =RIl'n fv(Ta p)

im allgemeinen nicht und definiert nach Kap. 6.5 den Aktivitétskoeffizienten f. (T, p)
des Stoffs ~.

Vernachlassigen wir wie oben die Druckabhéngigkeit der Potentiale in der Fliissig-
phase so ergibt sich fiir die gelosten Stoffe das Absorptionsgesetz von Henry:

(1) f(T)xry =prey=py, v=1...C—1 (7.38)
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Die rechte Seite ist der Partialdruck des Stoffs v im Gas. Das Absorptionsgesetz von
Henry sagt also aus, daf} in einer verdiinnten fliissigen Losung die Konzentration
21 des gelosten Stoffs v proportional zu seinem Partialdruck p, in der Gasphase
ist. Fiir ideale Fliissigkeiten gilt f, = 1 und das Gesetz von Henry geht in das
Gesetz von Raoult fiir die gelosten Stoffe tiber:

P (T)xry =prey =py , Yy=1...C —1 (beiidealer Flissigphase)  (7.39)

In diesem Fall gilt fiir die Konzentration xr, des Stoffs v in der Fliissigkeit
21y = py/P7(T). In der Regel sinkt der Dampfdruck pY(T') bei Abkiihlung, so dafl
die Loslichkeit des Stoffs « in der Fliissigkeit bei gegebenem Gasdruck p, ansteigt.
Meerwasser in polaren Gewiissern ist deshalb sauerstoffreicher als am Aquator.
Das Gesetz von Henry bleibt formal auch dann richtig wenn die Néherung der
verdiinnten Losung nicht mehr zutrifft. Allerdings sind dann die Konzentrationen xy,
in der Fliissigkeit nicht mehr proportiional zu p, da auch die Aktivitétskoeffizienten
f~ von x;, abhéngen. Das Phasendiagramm ist in der p, z-Ebene fiir eine binére

Leichtfl. Schwerflichtiger

Stoff in L | Stoff in L !

L mit :
r<zp L = Fliissigphase
: G = Gasphase

. x1,(p) =Siedelinie
xr(p)~Koexist. e (p)

P zq(p) =Taulinie
L+G a(p)
¢ G mit
° L x> g
O . T > =1 / n
Leichtfliichtiger | Schwerfl.

Stoff in G Stoff in G

Abbildung 7.6 Ideale bindre Mischung mit 2 Phasen bei konstanter Temperatur T

Fliissigkeit mit ihrem Dampf ist in Abb. 7.6 fiir p!(T) > p°(T') dargestellt (Stoff 1
leichtflichtig, Stoff 0 schwerfliichtig). Dabei ist der Spezialfall der idealen Fliissigkeit
zugrundegelegt, fiir den die Gleichgewichtsbedingungen (7.36, 7.39) beziiglich
Loésungsmittel und geléstem Stoff symmetrisch sind, ndmlich

pO(T)JSLo =pxrGgo pl(T)l“m =PTg1
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Auflésung nach den Konzentrationen ergibt mit x = z1,1 —x = g :

1

r1(T,p) = - ao(T) = on (T T

21, (T,p) ist also bei idealer Fliissigphase eine lineare Funktion von p. Aus Abb. 7.6
ist im Einklang mit (7.32) unmittelbar abzulesen, daf§ die Erhchung p — p° des
Koexistenzdrucks p proportional zur leichtfliichtigen Komponente x;, und seine
Senkung p' — p proportional zur schwerfliichtigen Komponente 1 — z in der
Fliissigkeit ist. Die Kurven x (T, p) und xg(T, p) werden als Siedelinie der binéren
Fliissigkeit und Taulinie des bindren Gases bezeichnet.

7.9 Stoffmischungen mit Fliissigphase
und fester Phase

Um das Verstandnis des Erstarrungsvorgangs von Legierungen zu erleichtern be-
trachten wir einfache Gleichgewichte zwischen fliissiger und fester Phase in biniren
Systemen wie sie in Abb. 7.7 dargestellt sind. Der Koexistenzbereich ist oben

le

L = Fliissigphase
S = feste Phase

Ty (z) Liquiduskurve
Ts(z) Soliduskurve

‘ >;L':n1/n

0 x 1

Abbildung 7.7 Phasendiagramm von Legierungen ohne Mischliicke.

durch die Liquiduskurve 77, (x) (Erstarrungslinie) und unten durch die Soliduskurve
Ts(z) (Schmelzlinie) berandet. Bei abgeschlossenem System ohne chemische Reak-
tionen ist die Gesamtkonzentration 2 = ny/n konstant und der Erstarrungsvorgang
verlauft langs des in Abb. 7.7 dargestellten vertikalen Weges. Bei Temperaturen
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oberhalb der Liquiduskurve liegen keine festen Bestandteile vor. Wenn die Tempera-
tur 77 (z) erreicht fallen feste Anteile mit einer Konzentration xg(77) oberhalb der
Gesamtkonzentration x aus. Bei weiterer Abkiihlung sinken die Konzentrationen
2r(T),zs(T) beider Phasen ab, wobei die Menge der festen Anteile nach (7.24)
zunimmt. Schlieflich liegen bei T' = Ts(z) nur noch feste Bestandteile vor. Die-
se Beschreibung trifft zu wenn der Vorgang so langsam (quasistationér) gefiihrt
wird, daf3 die zuerst gebildeten festen Anteile grofler Konzentration Gelegenheit
haben sich bei Abkiihlung wieder aufzulésen. Bei schnellerer Abkiihlung werden
die zuerst kondensierten Bestandteile durch spater abgelagerte Schichten kleinerer
Konzentration abgeschirmt und gelangen nicht mehr ins Gleichgewicht mit der
Fliissigkeit. Die vollstdndige Verfestigung tritt dann im betrachteten Beispiel erst
bei einer tieferen Temperatur ein, da eine effektiv kleinere Menge von Stoff 1 mit
der Fliissigkeit im Gleichgewicht steht. Ferner fithrt dann die unterschiedliche
Konzentration in den beiden Phasen und die geringe Beweglichkeit in der festen
Phase dazu, dafl die festen Anteile raumlich inhomogen kondensieren.

Abb. 7.7 beschreibt eine Stoffmischung in der sich die Komponenten auflerhalb
des Ubergangsbereichs T < T < T in jedem Verhiltnis homogen mischen lassen
(unbegrenzte Mischbarkeit). Ein solches Verhalten liegt bei Legierungen aus Gold
und Silber vor. Im folgenden besprechen wir den hiufigeren Fall der begrenzten
Mischbarkeit der Komponenten.

7.10  Mischliicken in bindren Systemen

Wir betrachten wieder binédre Systeme. In Kap. 7.6 haben wir gelernt, dal Phasen
mit verschiedenen Konzentrationen x, # x; in bestimmten 7', p-Bereichen stabil
nebeneinander koexistieren konnen, obwohl ungehinderter Austausch aller Teil-
chensorten moglich ist. Wenn die beiden Phasen den gleichen Aggregatzustand
haben spricht man von einer Mischliicke der Substanz. In den molaren thermody-
namischen Potentialen g = G/n , h = H/n , s = S/n stellt sich der Sachverhalt
folgendermaflen dar:

Bei vorgegebenen Werten von Temperatur und Druck kann das Gibbs-Potential g(x)
des Systems als Funktion der Konzentration z mehrere Zweige haben. Homogene
Basiszustédnde, die zum gleichen Zweig gehoren, werden in dieser Beschreibung
dem gleichen Aggregatzustand des Systems zugerechnet. Bei Anwesenheit mehre-
rer Zweige liegen die stabilen thermodynamischen Zusténde nach Kap. 7.2 stets
auf dem Rand der konvexen Hiille dieser Zweige. Dieser Rand besteht abschnitts-
weise aus heterogenen Zustinden (einhiillende Tangente zu 92g / 0z = 0) und
homogenen Zustinden mit einheitlichem Aggregatzustand (konvexe Abschnitte
zu 0%g / 92% > 0). In Abb. 7.4 haben wir den Fall heterogener Zustinde mit ho-
mogenen Anteilen verschiedener Aggregatzustinde betrachtet. Sie entsprechen
einhiillenden Tangenten zwischen verschiedenen Zweigen von g(x). Physikalisch
sind auch heterogene Zustdnde mit verschiedenen homogenen Anteilen des gleichen
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Aggregatzustands moglich (Mischliicke). In unserer Beschreibung entspricht dies
einem Zweig von g(x) mit einem konkaven Anteil, der durch eine einhiillende
Tangente iiberbriickt ist (Abb. 7.8). Nach (6.4) haben g(x) und das Mischpotential

g=G/n

A

- S———

Abbildung 7.8 Gibbs-Potential g(z) bei einigen Verldufen der Mischenthalpie Ah(z) =
AH/n.

Ag(z) die gleichen konkaven Bereiche. Mischliicken kénnen bei positiven Mischent-
halpien Ah(x) (Warmeabgabe bei Entmischung) auftreten. Das Mischpotential
Ag(z) = Ah(z) — TAs(x) ist wegen des Entropiebeitrags bei verdiinnter Lésung
2 = 0,1 und auch bei hohen Temperaturen immer konvex (siehe (7.31) und Aufgabe
7-12). Konkave Bereiche werden aber erzeugt, wenn positive Ah(z) den negativen
Anteil —T'As(x) kompensieren, so dafi im Verlauf von Ag(x) ein Zwischenmaximum
entsteht. Das qualitative Verhalten des Gibbs-Potentials bei positiven und negati-
ven Mischenthalpien ist in Abb. 7.8 zusammengefafit. Mischliicken verschwinden
stets bei hinreichender Erwdrmung wegen des Entropiebeitrags —TAs(z). Dies
driickt nur aus, dal hohe kinetische Energien der verschiedenen Teilchensorten ihre
Mischung foérdern.

Reale Phasendiagramme kénnen im Detail sehr unterschiedlich sein. Mischliicken
treten sowohl in der fliissigen als auch in der festen Phase auf und das Gibbs-Po-
tential von festen Substanzen kann viele Minima entsprechend verschiedenartigen
Kristallmodifikationen haben. Dabei ist aber die Dimension der Koexistenzgebiete
stets durch die Phasenregel (7.17) von Gibbs gegeben. Im folgenden erldutern wir
einige Beispiele.
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7.10.1 Mischliicke in der Fliissigphase

g(z) bei T

T+ Lo+ Ly b

L,+8
Ly+ S

v
S

L = flussiger Zustand

S = fester Zustand

Abbildung 7.9 Mischliicke in der Flissigphase.

Fiir Gase treten wegen der geringen Mischenthalpien keine Mischliicken auf. Fiir
Flissigkeiten sind sie hdufiger zu beobachten. Ein einfaches System mit zwei koexis-
tierenden Fliissigphasen ist die Mischung von Methanol und Schwefelkohlenstoff
CSs . Bei Zimmertemperatur enthalten homogene Mischungen von Methanol und
CS2 weniger als 2,5% oder mehr als 50% Methanol (Gewichtsprozente). Mischungen
zwischen 2,5% und 50% Methanol trennen sich in koexistierende Fliissigphasen,
von denen die eine 2,5% Methanol und die andere 50% enthéalt. In Abb. 7.9 ist
der Zusammenhang zwischen Gibbs-Potential und Phasendiagramm fiir den Fall
einer Mischliicke im fliissigen Aggregatzustand in der Ndhe des Schmelzpunktes
von Stoff 0 dargestellt (fester Zustand ohne Mischliicke). Zum Verstiandnis des
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Diagramms mache man sich klar, daf alle Zweige des Gibbs-Potentials g = h — T's
wegen des Entropiebeitrags —7T's(x) mit steigender Temperatur sinken. Wegen der
groBeren Entropie des Fliissigzustandes sinkt aber gp(z) stiarker als ggs(x). Bei
diesem Uberholvorgang schmilzt die Substanz, wobei es im Ubergangsbereich zu
verschiedenartigen heterogenen Gleichgewichtszustéanden mit fliissigen und festen
Bestandteilen kommen kann. In Abb. 7.9 besteht Koexistenz zwischen den 3 Phasen
Lg, Ly, S wenn die Temperatur so eingestellt ist, daf3 die beiden Tangenten LS
und LS zwischen den Kurven gr(x), gs(x) Parallelitét erreichen. Bei hoherer
Temperatur T" entsteht ein heterogenes Gleichgewicht aus den beiden Fliissigphasen,
das durch die Tangente L, L; beschrieben wird.

7.10.2 Mischliicke in der festen Phase

Mischliicken sind in der Regel fiir den festen Zustand ausgeprégter als im fliissigen
Zustand. Ein Phasendiagramm fiir eine bindre Mischung mit festen und fliissigen
Anteilen, wie es haufig bei Legierungen auftritt ist in Abb. 7.10 dargestellt. Bei
Temperaturen mit Fliissigphase treten zwei heterogene Bereiche L + S, und L +
Sp mit flissigen und festen Anteilen unterschiedlicher Konzentration auf. Sie
werden durch die Tangenten LS, und LS, beschrieben. Nach Abkiihlung auf
den Temperaturwert T erreichen diese beiden Tangenten Parallelitiit. Dies ist
die eutektische Temperatur, bei der die 3 Phasen L,S,, S, koexistieren, falls
die Gesamtkonzentration den eutektischen Wert a2 besitzt. Fiir T < TF liegt
ein fester Zustand S, + Sy mit kristallinen Anteilen S, und S, verschiedener
Konzentration vor. Die Mischliicke in der festen Phase wird in der Regel bei
Abkiihlung breiter. Kiihlt man die Fliissigphase bei einer Konzentration z # x¥
ab, so hat der zuerst ausfallende feste Anteil eine andere Konzentration als die
Fliissigkeit und der Phaseniibergang erstreckt sich wie in Kap. 7.9 erlautert {iber ein
Temperaturintervall. Startet man aber bei der eutektischen Konzentration z = ¥,
so ergibt sich nach Abkiihlung der Fliissigkeit bei der eutektischen Temperatur 7%
ein scharfer Phaseniibergang in ein homogenes Gemenge aus feinen Kristalliten S,
und Sy, wobei die feste Phase ebenfalls die Gesamtkonzentration 2 hat. In der
metallurgischen Praxis haben auf diese Weise erzeugte Legierungen oft besonders
giinstige Materialeigenschaften (Swalin, Thermodynamics of solids).

7.11 Aktivitaten in koexistierenden Phasen

Wenn zwei Phasen ¢, ¢’ verschiedener Stoffmischungen koexistieren, so gilt fiir die
beteiligten Stoffe a =1...C

tra = 9a(T,p) + RTInao (T, p,x) = g, (T, p) + RT Ina, (T, p,x)

Sind die Aggregatzustinde der Phasen gleich so ist go(T,p) = ¢, (T,p) und es
liegen gleiche Aktivitaten aq (T, p,x) = a,, (T, p,x) vor. Dies betrifft die in Kap. 7.10
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g(z) bei T

A

A
L
T+ > T
s Sh 0 1
a
B g(x) bei 77
T A
Sa + Sb
9
> 9s
1
L = fliissiger Zustand
S = fester Zustand
a b
> T
0 1

Abbildung 7.10 Mischliicke in der festen Phase.

besprochenen Substanzen mit Mischliicke. Fine weitere Vereinfachung tritt ein
wenn der Stoff « in Phase ¢’ als Losungsmittel mit dem Molanteil 2/, ~ 1 auftritt.
Sein chemisches Potential lautet dann nach (6.21) uo = g, + RT Inz/, und es folgt
a!, = x!,. Fiir die Aktivitdten und Aktivitétskoeffizienten in Phase ¢ ergibt sich
daraus:

/
ao(T,p,x) =2, , folT,p,x) = Yo , o = Molanteil in Phase q . (7.40)
Dies kann zur Messung der Aktivitdtskoeflizienten herangezogen werden. Siehe
Aufgabe 7-13. Im Falle, daf} die kondensierte Phase ¢ mit einer idealen Gasmischung
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q¢' = G der Stoffe a = 1... C koexistiert (Gleichgewicht des Kondensats mit seinem
Dampf), so folgt aus (6.38)

ga(T’p) - gGOé(Tap) + RTlnaa(Tvpa X)/xGa =0 .

Wegen der verschiedenen Aggregatzustéinde der Phasen gilt im allgemeinen g, #
JGa - Bei gegebenen T, p ist hier die Aktivitdt des Stoffs «

ao(T,p,x) = xGae(gca(T,p)—ga(Tm))/RT (7.41)

proportional zu seiner Konzentration zg, im Dampf, wobei der Faktor von der
Potentialdifferenz ggo — go abhéngt. Wenn das molare Volumen dg,,/dp der kon-
densierten Phase gegen das molare Gasvolumen 0gg,/0p vernachlassigbar ist, so
gilt

9a(T,p) =~ go(T, p*(T)) . (7.42)

Der Koexistenzdruck p*(T") der beiden Phasen des reinen Stoffs « ist durch
9o (T, p*(T) = gaa(T,p*(T)) definiert. Die Potentialdifferenz lautet deshalb

~ - * = n—2
96a(T,) = 9a(T'p) = gaa(T:p) = 96a(T,p*(T)) = RTIn o

und (7.41) vereinfacht sich auf

aa(Tvpv X) = "EGQL = PGa
p(T)  p*(T)
In dieser Naherung kann die Aktivitdt a, in der kondensierten Phase aus der
Messung des Partialdrucks pg, im Gas bestimmt werden.

7.12  Aufgaben

Aufgabe 7-1: Schlittschuhe

Da Schlittschuhkufen einen grofien Druck auf das Eis ausiiben sinkt sein Schmelz-
punkt an der Auflagefliche merklich unter 0 °C ab. Man berechne mit Hilfe der
Clausius-Clapeyron Gleichung, wie stark der Schmelzpunkt sinkt wenn eine Person
von 75 kg auf einem Schlittschuh mit einer effektiven Auflagefliche von 0,75 cm?
steht. Zahlen: Bei 0 °C ist ve;s = 1,091 cm3/g |, vpwasser = 1 cm?/g , Umwand-
lungswiirme A = 80 cal/g , 1cal = 42,7 atcm®. Kann der Effekt das Gleiten
wesentlich verbessern?

Aufgabe 7-2: Gefrierpunktserniedrigung durch geldste Stoffe

Das Massenwirkungsgesetz (6.37) lautet fir den Fall raumlich getrennter Phasen 1
und 2:

In K(T,p) = [ [ «¥ie 2tz
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Vie s Y2a 5 Tla 5> T2 = Molzahlinderungen und Mischungsverhéltnisse innerhalb
der Phasen 1,2 (> 4o =1) . Es gilt auch hier die van’t Hoff Beziehung (6.35)
@

0 AH

aiTan(T7p):W 5 R:8,314J/K81V1n s

wobei AH die bei der Anderung der Molzahlen um v, 2, von aufien einzutragende
Wiérme ist.

Man wende das Massenwirkunggesetz auf das Schmelzen von reinem Eis (Phase 1)
in einer verdiinnten Kochsalzlosung (Phase 2) an, indem man nur den Austausch
des H2O beriicksichtigt. Wieviel Gewichtsprozente Kochsalz muf3 die Salzlésung
enthalten, damit der Schmelzpunkt bei —1 °C statt bei 0 °C liegt? Die molare
Schmelzwirme von Wasser betrégt A = 6 kJ/mol bei 1 atm . Nimm an, daf§ das
NaCl vollstandig dissoziiert ist.

Aufgabe 7-3: Unlosliches Gas

Eine Flissigkeit (Stoff 0) ist im Gleichgewicht mit einer Gasphase, die aus dem
Dampf der Flussigkeit und einem unloslichen Gas (Stoff 1) besteht. Die Molvo-
lumina der Fliissigkeit und ihres Dampfes seien vyo(p) und vgo(p) , wobei p der
Koexistenzdruck ist. Zeige, dafl die Anwesenheit des unloslichen Gases 1 den
Partialdruck pg des Dampfes bei vorgegebener Temperatur um

Apy = p1 -2 = p 22
" Mgy~ TURT

dndert, wenn der Partialdruck p; des unléslichen Gases nicht zu grof ist.

Aufgabe 7-4: Gibbs-Dampfdruckgleichung

Betrachte das Phasengleichgewicht nach Aufgabe 7-3 mit reiner Fliissigkeit 0 und
bindrem Gas (Stoff 1 unloslich). Zeige, dal der Partialdruck py des Stoffes 0 im
Gas mit dem Gesamtdruck p nach

(p— po)vm]

_ .0
po(p) =p emp[ AT

zusammenhiingt, wobei p?(T") der Koexistenzdruck des reinen Stoffes 0 bei der
Temperatur T'und vy, sein molares Volumen in der Fliissigphase ist. (Das Verhéltnis
po/p°(T) wird auch als Fugazitéit des Stoffs 0 bezeichnet). Fiir Wasser bei 0 °C ist
p? = 4,57 Torr . Wie grol wird der Partialdruck py von Wasser, wenn es bei 0 °C
unter 10 bar Luftdruck gehalten wird?

Aufgabe 7-5: Verunreinigung und Dampfdruck

100 g eines Stoffs werden in 11 Wasser gelost. Der Dampfdruck des Wassers sinkt
dadurch um etwa 6% ab. Fiir den gelosten Stoff kommen Zucker (C12H32011) Salz
(NaCl) und Kaliumjodid (KI) in Frage. Um welchen dieser Stoffe handelt es sich
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wahrscheinlich? Beachte, daf dissozierte Salze die doppelte effektive Molkonzentra-
tion haben.

Aufgabe 7-6: Verunreinigung und Siedetemperatur

Um wieviel dndert sich die Siedetemperatur, wenn 20g Zucker (C12H22011) in
250 cm® Wasser gelost werden?

Aufgabe 7-7: Konvexitat

Betrachte ein System mit C Komponenten. Das molare Gibbs-Potential g sei
eine konvexe Funktion der Variablen x1...zc_1 . Zeige, dafl g auch eine konvexe
Funktion der Variablen zs...xz¢ ist, also dal die Eigenschaft der Konvexitéat
unabhéngig davon ist, welches der Mischungsverhéltnisse x,, iiber z; +---+z¢ =1
eliminiert wird.

Aufgabe 7-8: Chemische Potentiale eines stabilen
Mehrkomponentensystems

Zeige, dafl das chemische Potential p1;(T,p,...x;...) der Komponente j bei steigen-
dem Mischungsanteil x; zunimmt. Beweise, daf8 dies auch langs der Zustandswege
T,v = const oder s,v = const oder s,p = const zutrifft, wobei s,v die molaren
Werte von Entropie und Volumen sind.

Aufgabe 7-9: Binares Sieden

Das Phasendiagramm einer Mischung der Stoffe 0,1 bei 1 atm sei wie in Abb. 7.4
mit 23 = ny/n . Oberer und unterer Rand des Koexistenzgebiets von Gas und
Fliissigkeit seien durch

T=T"—(T°-TY2%, wnd T=T°— (T° — T2, (2 — 211)

gegeben (Stoff 1 leichtfliichtig). Ein geschlossenes Gefaf mit einer fliissigen Mischung
gleicher Molzahlen der Stoffe 0,1 unter 1 atm wird auf seine Sietemperatur gebracht.
Welche Dampfzusammensetzung liegt am Anfang des Siedevorgangs vor? Wie
verlauft der Anteil von Stoff 1 in der Fliissigkeit wihrend des Siedevorgangs?

Aufgabe 7-10: Konzentrationsdnderung bei Sieden

Zeige fiir das System nach Aufgabe 7-9, daf8 die relative Anderung di/l der Fliissig-
keitsmenge bei beginnendem Sieden mit der Anderung der Konzentration von Stoff
1 in der Fliissigkeit geméaf

dl
/2 _ rp1)—

depy = ((2w01 — 27,)" i

zusammenhéangt.
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Aufgabe 7-11: Konzentration in der Fliissigkeit

Man betrachte das System nach Aufgabe 7-9, wobei oberer und unterer Rand des
Koexistenzgebiets von Gas und Fliissigkeit nun durch

T=T°—Czey und T=T" — Dz,

mit positiven Konstanten D > C gegeben sind. Die Fliissigkeit mit dem Anteil
zr1 = n1/n von Stoff 1 wird auf die Siedetemperatur gebracht und verdampft,
bis nur noch 1 mol Flissigkeit vorhanden sind. Leite eine Ausdruck fiir z,(l) her.
Zeige, daB fir D = 3C und I = n/2 die Konzentration von Stoff 1 in der Fliissigkeit
auf die Hilfte abgefallen ist.

Aufgabe 7-12: Mischenthalpie

Fiir die Enthalpie fliissiger oder fester Substanzen wird oft die folgende Abhéngigkeit
von den Molzahlen ng , ny zweier Stoffe beobachtet:

n2 n? 2npn1
H= 9 ho(T,p) + L h(T,p)+ T,p) .
——— o(T,p) P 1(T,p) n0+n1¢( )

(a) Man gebe die molare Mischenthalpie H /n = hM (T, p, zo, 1) an. Wie hingt
das Potential ¢(T,p) mit den molaren Enthalpien ho (7, p), h1(T,p) der reinen
Stoffe zusammen, wenn die Mischenthalpie verschwindet?

(b) Reguldre Mischungen sind durch die molare Mischentropie
sM/R = —xolnzg — 21 Inzg

definiert. Berechne fiir diesen Fall das Mischpotential g™ = hM — T'sM als
Funktion von z = x;. Wie grofl mufl ¢ mindestens sein, damit es zur Entmi-
schung kommt? Bei welchem Anteil x startet die Entmischung? Driicke die
kritische Temperatur fiir Entmischung durch die Potentiale ¢, hg, h1 aus.

Aufgabe 7-13: Mischliicke in der Fliissigphase

Bei einer gegebenen Temperatur 16st sich die Komponente B bis zu 0, 7% homogen
in A und die Komponente A bis zu 1,2% homogen in B (Molprozente). Berechne
den Aktivitatskoeffizienten von B in A und von A in B.

Aufgabe 7-14:

Mischentropie und Mischenthalpie. Die Temperatur in Aufgabe 7-13 sei 500 K .
Bei 700 K 16st sich Komponente B immer noch bis zu 0,7% in A. Komponente A
16st sich nun aber bis zu 2.4% in B. Berechne die molaren Werte von Mischentropie
und Mischenthalpie in den beiden Mischphasen. Wie grof} ist die Exzessentropie
bei 0, 7%B im Losungsmittel A?

Aufgabe 7-15: Schwerlosliche Substanzen in der festen Phase

Gegeben sei eine bindre Mischung mit festen und fliissigen Anteilen sowie den
folgenden Eigenschaften: In der festen Phase ist eine Mischliicke vorhanden. Siehe
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Abb. 7.10. Die Sattigungskonzentration zg(T") < 1 von Stoff 1 in der festen Phase
S (Stoff 0 = Losungsmittel) steigt mit der Temperatur im Intervall 7% < T < T*
an und fallt im Intervall 7% < T < T° wieder auf Null ab. Die feste Phase S
und die Fliissigphase L sollen sich wie regulare Mischungen verhalten. Die molare
Mischwiirme von Stoff 1 in der Fliissigkeit ist 0HM /on; = KM = hY, — hpq =
3250 J/mol. Die molare Schmelzwérme des reinen Stoffs 1 ist A; = 6000 J/mol.
Die Schmelzpunkte der reinen Stoffe 0 und 1 seien 7° = 1000 K , T = 1200 K.
Alle GroBlen beziehen sich auf den gleichen Referenzdruck.

(a) Berechne den unter diesen Umsténden kleinstmoglichen Wert der Mischwéirme
OHY Jony = hifi = h%y — hsa
von Stoff 1 in der festen Phase S.

(b) Welchen Grenzwert erreicht die Temperatur 7% maximaler Sattigungskonzen-
tration z5(T) bei sehr grofien Mischwirmen h%, (Stoff 1 in der festen Phase
unléslich) ?

Beachte, daf fiir kleine z nach (7.26) x;, — x5 = (1 — T/T°)Ao/RT gilt, wobei Ag

die Schmelzwirme des reinen Stoffs 0 bei Referenzdruck ist. Benutze ferner die

lineare Nitherung gr1 — gs1 = A1(1 — T/T?) fiir die molaren Gibbs-Potentiale des

reinen Stoffs 1 in der Umgebung der Schmelztemperatur T .

Aufgabe 7-16: Mischliicke in der festen Phase

Die Stoffe 0 und 1 bilden eine reguldre Mischung mit einer Mischenthalpie von
HM /n = h™M = xoz;-20000 J/mol . Bei der Temperatur von 1000 K besteht
eine Mischliicke. Berechne die stoffliche Zusammensetzung der koexistierenden
homogenen Phasen a und b bei dieser Temperatur.

Aufgabe 7-17: Entmischungstemperatur
Betrachte die Mischung Aufgabe 16 bei einem Gesamtanteil x = 0,3 von Stoff 1.

Berechne die Temperatur, bei der sich die homogene Mischung in zwei Phasen
unterschiedlicher Stoffzusammensetzung trennt.

Aufgabe 7-18: Solidus und Liquidus mit Minimum

Die Stoffe 0 und 1 haben die Schmelztemperaturen 7° = 1000 K und 7" = 900 K.

Sowohl in der fliissigen als auch in der festen Phase bilden sich reguldre Mischungen

mit den molaren Mischenthalpien A = x(1 — 2)200 J/mol und

hM = x(1—2)2000 J/mol, wobei x1 = z , 19 = 1—x gesetzt ist. Die Schmelzwéirmen

der reinen Stoffe sind Ag = 6000 J/mol und A; = 5200 J/mol.

(a) Die Séttigungskonzentrationen der fliissigen und festen Mischung sind ., (T)
und zg(T) . Wie lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Koexistenz der
beiden Phasen?

(b) Man betrachte die Potentiale G, (z) und Gg(z) als Funktion von z. Bei einer
Grenztemperatur TF beriihren sich G (z) und Gg(z) . Fir T > TF liegt
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G (z) teilweise tiefer als Gg(z) und es treten zwei einhiillende Tangenten mit
Koexistenz der fliissigen und festen Phase auf. Berechne die Grenztemperatur

TF und die Grenzkonzentration zZ.

(c) Tritt bei T eine Mischliicke in der festen Phase auf? Skizziere den Verlauf
von Liquiduskurve zp,(T) und Soliduskurve zg(T') .

Benutze die lineare Niherung gro — gso = Ao(1 — T/T°) und g1 — gs1 = A1 (1 —
T/T?) fiir die molaren Potentiale der reinen Stoffe. Alle GroBen beziehen sich auf
den gleichen Referenzdruck.

Aufgabe 7-19: Raoult-Gesetz und Osmose

Die Fliissigkeit in einem U-Rohr sei an der tiefsten Stelle durch eine semipermeable
Wand getrennt. Auf der linken Seite befindet sich das reine Losungsmittel, auf
der rechten Seite eine verdiinnte Losung mit einem schwerfliichtigen gelosten Stoff.
Wegen des osmotischen Drucks steht die Fliissigkeit auf der rechten Seite um h
hoher als auf der linken.

Man beweise das Raoultsche Gesetz der Dampfdrucksenkung wegen geloster Stoffe
durch Anwendung der barometrischen Héhenformel auf den Dampfraum iiber dem
U-Rohr.

Aufgabe 7-20: Losungswarme

Man betrachte das gasformig-fliissig Phasengleichgewicht einer Mischung der Stoffe
0,1 mit den Konzentrationen xg,xy von Stoff 1. Der Druck p sei konstant. Die
Losungswirme A; von Stoff 1 ist als Enthalpieinderung bei Ubergang eines Mols
von der gasformigen in die fliissige Phase definiert.

Man stelle die Losungswérme durch die Temperaturableitungen der Gleichgewichts-
konzentrationen z(T), zr(T) dar. Benutze fiir die Fliissigphase die N&dherung der
verdiinnten Losung zp (T) < 1.
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Nach Kap. 3.2 hat der Arbeitsiibertrag die Darstellung

L
0A = Z a'(Z)dx;
=1

Als Arbeitskoordinaten x; kommen grundsétzlich alle Zustandsgrofien in Frage,
deren Anderung die innere Energie des wirmeisolierten Systems (adiabatischer
Abschluf}) beeinflussen. Welche Koordinaten in dieser Hinsicht besonders geeignet
sind hangt von den Einzelheiten des Systems ab, das thermodynamisch beschrie-
ben werden soll. Neben den Geometriekoordinaten kénnen auch elektrische und
magnetische Polarisation oder chemische Zusammensetzung als Arbeitskoordinaten
auftreten (Kap. 3). Die Arbeitskoeffizienten a' in der Gleichgewichtsthermodynamik
bediirfen einer besonderen Erlauterung. Sie beziehen sich auf reversible Wege die
im Sinne von Kap. 4.1 nur aus Gleichgewichtszustéinden bestehen. In der Praxis
verlaufen Ubergiinge zwischen Gleichgewichtszustinden oft so, dal die gemessenen
Arbeitskoeffizienten merklich von den Gleichgewichtswerten abweichen weil wéah-
rend des Ubergangs Ungleichgewichtszustinde auftreten. Ein bekanntes Beispiel
sind die Zéahigkeitskrifte, die nicht zu den Arbeitskoeffizienten des Gleichgewichts
beitragen, da sie bei quasistationérer Prozessfithrung vernachléssigbar sind. Sie
haben bei Hin- und Riickweg verschiedene Vorzeichen und bilden eine Hysterese,
wobei sich nach einem Umlauf der Arbeitskoordinaten ein Arbeitseintrag ergibt
(siehe Anhang A).

Im folgenden besprechen wir nur die Arbeitskoeffizienten a! die bei reversibler
Prozessfithrung verbleiben. Nach Kap. 4.1 sind diese Prozesse umkehrbar und
quasistationér. Die bei realen Vorgingen auftretenden Reibungskréfte und Be-
schleunigungskrifte tragen deshalb nicht zu a' bei. Analog zu Kap. 4.6 ergeben
sich durch Legendre-Transformation der inneren Energie U (S, z; ... x1) beziiglich
ausgewéhlter Arbeitskoordinaten x; verallgemeinerte Potentiale und Maxwell-Rela-
tionen. Das Gibbs-Potential G(T,a'...a%) ist die Legendre-Transformierte von U
beziiglich aller Arbeitskoordinaten und der Entropie. Fiir Ungleichgewichtszustinde
unterliegt das Gibbs-Potential der Clausius-Ungleichung

dG <0, falls T, a' = const .

Anderungen dG < 0 gehen hier mit Ausgleichsvorgéingen fiir die Extravariablen
des Ungleichgewichts einher (Kap. 4.6.1). G sinkt dabei ab bis es im Gleichgewicht
sein Minimum G(T,a'...a%) erreicht (Ein anderes Verhalten liegt nur an den
kritischen Punkten vor, Kap. 11.4).
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8.1 Arbeitseintrag in feste Substanzen

Wir haben bisher vorwiegend die 'pdV-Thermodynamik’ betrachtet fiir die bei
materieller Abgeschlossenheit nur das Volumen V' als Arbeitskoordinate und der
Druck —p als Arbeitskoeffizient auftritt. Fiir die meisten Gase und Fliissigkeiten
wird dadurch die Ubertragene Arbeit richtig wiedergegeben, da bei reversiblen
Vorgéngen keine merklichen Scherkréfte verbleiben. Bei festen Substanzen steht
die Oberflachenkraft dK (Abb. 1.2) im allgemeinen nicht mehr senkrecht auf
der Systemwand und es tritt auch bei reversiblen Vorgéngen Scherarbeit auf
die von der Gestaltsinderung des Systems abhéngt.Mit 7 als Spannungstensor
und do als vektoriellem Flachenelement gilt dK =7 - do. Die genaue Darstellung
der Deformation des festen Korpers erfordert im allgemeinen viele geometrische
Parameter, die jedoch nicht alle in die Energiebilanz eingehen. Eine fiir kleine
Systeme meist hinreichende Beschreibung ergibt sich bei homogener Deformation.
Hier sind die Orte der Materialpunkte nach Deformation durch

rg=0-:(r+c) , c=const

gegeben, wobei die Komponenten des Deformationstensors ® an jedem Punkt
des Systems den gleichen Wert haben. Bei Anderung §® der Deformation gilt
dr =90 - (r + c). Dabei wird an das System die Arbeit

0A = / or-T-do = /div((r +¢)-00-7)dV = Spur(6® - 1)V (8.1)

tibertragen, wenn auch der Spannungstensor 7 nicht von r abhéngt (das zweite Inte-
gral erstreckt sich nach dem Integralsatz von Gauss tiber das Systemvolumen nach
der Deformation). Bei homogener Deformation fester Substanzen kénnen deshalb
die 6 Komponenten des Verschiebungstensors VO als Arbeitskoordinaten gewéhlt
werden, wobei die 6 Komponenten des Spannungstensors 7 als Arbeitskoeffizien-
ten auftreten. Beide Tensoren sind symmetrisch. Bei isotropem Spannungstensor
7= —pl geht (8.1) wegen V Spur(6®) = §V in den fiir Flissigkeiten und Gase
geldufigen Ausdruck 0A = —pdV iiber. Siehe Aufgabe 8-1 und Kap. 12.3.

8.2 Oberflachenenergien

Eine besondere Rolle spielt die Oberflachenenergie
Fy=n(T)o (8.2)

in der Thermodynamik. Hier tritt die Flache ¢ von Systemwéinden zwischen ver-
schiedenen Medien als Arbeitskoordinate und die Oberflichenspannung n(7T') als
Arbeitskoeffizient auf. Im Falle duflerer Systemwénde héngt die Oberflachenspan-
nung vom Umgebungsmedium ab. F, ist eine flichenproportionale Korrektur zur
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freien Energie Fj des Volumens. Sie beriicksichtigt, daf§ Teilchen in der Grenz-
schicht andere oder keine Nachbarn, also auch andere potentielle Energien haben
als Teilchen im Volumen einer homogenen Substanz: F, ist die in der Grenz-
schicht verbleibende Mischenergie. Die Dicke dieser Schicht ist durch die Reichweite
d der atomaren Wechselwirkung zwischen den Teilchen bestimmt. Die Oberfla-
chenspannung 7n(T) = F, /o ist fiir stabile Grenzflachen positiv und steigt mit
Teilchendichte und Reichweite d an. Negative Oberflichenenergien treten nur an
instabilen Grenzflichen auf, da F, < 0 das Einwandern von UnregelmafBigkeiten
mit Flachenvergrofierung (Vermischung) begiinstigt.

Falls nur das Volumen als Arbeitskoordinate auftritt, so hingen die thermodynami-
schen Potentiale des Systems nicht davon ab ob das Volumen eine feine oder grobe
Form hat. Dies dndert sich durch die Oberflichenenergien der Systemwénde: Der
Auflendruck p des Systems ist durch

_O0R O0F, 00 e e 00O
P= gy T oy T TPoT gy 880 P=Po TGy

gegeben. Er ist wegen n > 0 immer dann kleiner als der Innendruck py wenn die
Systemoberfliche ¢ mit seinem Volumen V ansteigt. Der Gleichgewichtsdruck lauft
also bei Oberflachenspannung unstetig durch die Systemwénde. Die Verhéltnisse
werden besonders einfach wenn die Volumenform (z. B. Kugel) bei der Volumenén-
derung erhalten bleibt. Fiir die Systemoberfliche gilt dann o = V?/3+ wobei der
Faktor « nur von der Form abhéngt. Fiir die freie Gesamtenergie bedeutet dies

(8.3)

F(T,V.n) = Fo(T,V.n) + n(T)V?/*y .
Hier erfiillt nur der Anteil Fy die Homogenitétsrelation (4.5):

0 0
Fo(T, \V, \n) = AFy(T 1 — —)Fy = F A4
O( ) ‘/7 n) 0( ,V,TL) also (V6V+n(9n) 0 0 (8 )
Fiir den Oberflichenanteil F, = n(T)V?/3~ gilt stattdessen VOF,/0V = 2/3F, .
Daraus folgt
0 0 1

V— —)F=F—_-F, 8.5

Vv a0 3 (85)
Die freie Gesamtenergie F erfiillt dann die Homogenitétsrelation (4.5) nur bis auf
die Oberflachenkorrektur —F, /3 . Das chemische Potential des Systems ist durch

on B on

definiert. Es hat deshalb im Gleichgewicht innerhalb und aufierhalb des Volumens
den gleichen Wert und verlauft stetig durch die Grenzschicht. Als Funktion des
Innendrucks py héngt das chemische Potential po nicht von n ab, da sowohl
po = —0F,/0V als auch pg = 9Fy/0n schon aus dem Volumenanteil Fy der

,U/(T7 V7 n) = = /’LO(Ta ‘/7 n)
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freien Energie hervorgehen (po(7T, po) ist alleine durch die Substanzeigenschaften
innerhalb des Volumens bestimmt). Zusammen gilt fiir homogene Systeme mit
Grenzschicht:

Oo
M(T,p, 77) - IUO(Ta pO) = :LLO(Tap + UW) y P= Auflendruck (86)

Anders als der Druck ist das chemische Potential im Gleichgewicht an der Grenzfla-
che verschiedener Phasen stetig. Es ist deshalb zur Darstellung der freien Energie
von heterogenen Zustdnden mit mehreren Phasen besonders geeignet. Nach (8.4)
ist fur jedes homogene Teilgebiet:

Fo = npo(T, po) + poV (8.7)

wobei nun die Funktion po(T, pg) nur von der Phase im Teilvolumen V' aber nicht
von der Oberflichenspannung 7 an den Phasenwéinden abhéngt (n = Molzahl des
Teilgebiets).

Die Naherung (8.2) fiir die Oberflachenenergie ist im Falle fein verteilter Flachen-
strukturen zu ergdnzen. Grenzflachen zwischen den Medien A und B, die sich in
der Richtung senkrecht zur Fliche bis auf die Reichweite d der Teilchenwechsel-
wirkung néhern (Diinne A-Schicht in B oder diinne B-Schicht in A) haben wegen
Abschirmungseffekten zusammen eine kleinere Oberflachenenergie F,. Zum Beispiel
sinkt die gemeinsame Oberflachenenergie zweier Wassertropfen wenn die trennende
Dampfschicht geringer wird und es tritt eine Anziehungkraft auf (die Oberflachen-
energie der Berithrungsfliche der Tropfen verschwindet). Diese Abschirmung kann
als Korrektur der Beitriage Fy + n(T)o verstanden werden, die den Anstieg der
freien Energie bei wachsender Flidche aber konstantem Volumen nach oben begrenzt.
Die Korrektur muf allerdings erst beriicksichtigt werden wenn die Phasenflachen
niher als einige 1075 m (etwa 10* Atomlagen) zusammenliegen.

8.3 Oberflachenspannung an Phasengrenzflachen

Oberflachenspannungen treten auch an raumlichen Phasengrenzen auf. Die inneren
Phasengrenzen des Systems sind in der Regel nicht durch &uflere Bedingungen
fixiert. Thre Form &ndert sich deshalb bei vorgegebenen Phasenvolumina solange
bis der Flachenanteil F,, der freien Energie bei konstantem Volumenanteil Fy(7T, V')
minimal wird. Dieser Vorgang ist irreversibel. Dabei sammeln sich die verschiedenen
Phasen des Zustands nach einer Verzogerungszeit in rdumlich getrennten Gebieten
mit einfacher Oberflichengestalt. Bei reversiblen Anderungen der Phasenauftei-
lung kann man sich auf die Betrachtung dieser Minimalflachen beschrénken. Die
Energiebilanz (7.18) des Mehrphasensystems wird durch die zugehorigen Oberfla-
chenenergien korrigiert. Wir berechnen zuerst den Einflufl der Oberflichenspannung
auf das Gleichgewicht eines Tropfchens (L) mit seinem Dampf (G) bei einheitlicher
Temperatur T'. Die Differenz von Innen- und Auflendruck sei pg —p = A. Der Auflen-
druck p®(T) des Gleichgewichts hingt von A ab. Die Gleichgewichtsbedingungen
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ohne und mit Oberflichenspannung lauten nach (8.6):

pr(°(T)) = nc(@*(T)) . pe(@>(T) + A) = pe(p™(T)) (8.8)

Die Differenz dieser beiden Gleichungen liefert fiir die Anderung § = p®(T') — p°(T)
des AuBendrucks bei kleinen A :

v (D) +A) = va(p"(1))5 also 5= —L—A
vg VL

wobei vy, vg die molaren Volumina von fliissiger Phase und Gas sind (wir benutzen
fir p(p) die lineare Entwicklung mit dp/0p = v). Daraus ergibt sich fiir die relative
Steigerung des Koexistenzdrucks in der Niherung vg = RT/p°(T) > vy, :

0w

p(T)  RT
Im Falle des Kugeltropfens mit Radius r gilt

_ 00 _ 202

P="Tay =3y ="
Daraus ergibt sich fiir Gleichgewichtsdruck und Gleichgewichtsradius des Tropf-
chens:

p2(T) =p°(T) _ v

2
= — — =
(D) 7 U und (T, p)

P (T)vr2n
(p —p"(T))RT

Bei gegebenem Auflendruck p verdampfen Tropfen mit » < (7T, p) wiahrend sich
Tropfen mit r > r(7T, p) weiter vergroBern. Siehe Aufgabe 8-7. Allgemein ist zu
beachten, dafi das Potential p(p) der Gasphase bei gegebener Temperatur T stiarker
vom Druck abhéngt als p,(p) . Deshalb steigt der Koexistenzdruck, wenn sich die
Gasphase auf der Unterdruckseite der Phasengrenzfliche befindet (Tropfen). Thr
chemisches Potential i (p) holt dann gy, (p) bei Druckanstieg ein (Abb. 8.1). Ebenso
sinkt der Koexistenzdruck wenn sich die Gasphase auf der Uberdruckseite der
Grenzflache befindet (Blasen). Hier holt pg(p) das Potential ur,(p) bei Druckabfall
ein. Die Oberflichenspannung begiinstigt also die Verdampfung der Tropfen und
die Kondensation der Blasen. Deshalb kommt es stets zur Riickbildung zuféllig
entstandener Tropfchen im Gas und zufalliger Blasen in der Fliissigkeit wenn das
2-Phasen Gemisch seinen auf 1 = 0 bezogenen Koexistenzdruck p°(T') hat (Siede-
und Kondensationsverzug durch Oberflichenspannung). Die Oberfléchenspannung
spielt eine besondere Rolle fiir 2-Phasen Gemische unterhalb des kritischen Punkts.
Bei groflerer Entfernung vom kritischen Punkt fiihren zuféllige Warmeeintrage 6Q
in eine Fliissigkeit am Koexistenzpunkt nicht zu merklichen Volumenfluktuationen.
Zufillig gebildete kleine Gasblasen sind dann durch die Oberflichenspannung einem
erheblichen Uberdruck ausgesetzt und das nach der Clausius-Clapeyron Gleichung
0V =6Q/(Tp'(T) ohne Oberflichenspannung berechnete Blasenvolumen wird nicht
erreicht.

(8.10)
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v
hS}

Abbildung 8.1 Steigerung § des Koexistenzdrucks bei Uberdruck A in der Fliissigphase
(Tropfen).

Die Oberflichenspannung 7(T') zwischen Fliissigkeit und Dampf sinkt fir die
meisten Substanzen bei Anndherung an den kritischen Punkt wie

T

n(T)=n0(1—E) L l<n<?2

und verschwindet bei der kritischen Temperatur T" = T, wo sich die Phasen
nicht mehr unterscheiden (n = 1,2 fiir Wasser gemifl Zemansky und Dittman,
Heat and Thermodynamics). Die bei Temperaturen nahe T, zufillig gebildeten
Blasen unterliegen wegen der kleinen Oberflachenspannung nur noch einem geringen
Uberdruck und haben deshalb eine gréfiere Lebensdauer. Bildung und Zerfall von
Blasen tritt dann als heftige Dichtefluktuation in Erscheinung, die die Fliissigkeit
bei T' = T, milchig erscheinen 1&8t. Siehe Kap. 11.

8.4 Aufgaben

Aufgabe 8-1: Arbeitskoordinaten bei Scherkraften

Bei homogener Deformation or = 00 - (r + ¢) des Korpers ist der Arbeitsiiber-
trag durch A = V Spur(7-00©) gegeben, siche Gl (8.1). Der Druck p héngt mit
dem Spannungstensor 7 nach p = — Spur(7)/3 zusammen. Ferner gilt fir die
Volumenénderung 0V = V Spur(6©).

(a) Zeige, daBl der Arbeitsiibertrag bei homogener Deformation als

§A = —pdV + V Spur(r® - 6©9)
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mit 7® =7+ 1p , I0® =350 — 1 6V/3V geschrieben werden kann.

Beweise: Volumen erhaltende Deformationen tragen nur dann zu d A bei wenn
T kein Vielfaches der 1-Matrix ist.

(b) Das Gibbs-Potential G ist als Legendre-Transformierte der freien Energie F'
beziiglich aller Arbeitskoordinaten definiert. Zeige, dafl bei homogener Defor-
mation des Kérpers G = F + pV — V Spur(7% - ©9) gilt.

Aufgabe 8-2: Thermodynamik eines Stabes
Man betrachte einen Stab der Léange L, fiir den die thermische Zustandsgleichung

K=K(T,L) , K = Zugkraft

und die Warmekapazitat C(T, Lo) = TOS(T, Lo) / OT bei festem L bekannt sind.

(a) Driicke die Energie U(T, L) und die Entropie S(7, L) des Stabes durch die
Funktionen K (T, L) und C(T, Lo) aus. Benutze dabei die Energiebilanz

dU =TdS + KdL

sowie die Maxwell-Relation 0S(T,L)/0L = —0K(T,L)/dT, die zur freien
Energie F(T,L) = U — T'S gehort. (Man integriere die partiellen Ableitungen
von U und S langs des Weges Ty, Lo — T, Ly — T, L).

(b) Man betrachte den Spezialfall
K(T,L) = A(L — Ly)/T , C(T,Ly)=BT , A, B>0 .

Berechne die Langendnderung A = L(T') — Ly bei konstanter Entropie S. Wie
groff kann A? bei reversibler adiabatischer Lingeninderung werden? Gib den
Maximalwert A,,4.(S)? an. Was passiert, wenn man den wirmeisolierten Stab
einer Lingeninderung A2 > A,,q.(S)? unterwirft?

Aufgabe 8-3: Gummiband

Die Zugkraft in einem Gummiband der Lange L sei durch K = (L—Lg)y(T') gegeben.
Seine Energie soll proportional zur Temperatur T sein: U =TC , C = const .

(a) Zeige, dal die Federkonstante ~(T") proportional zu 7' ist.
(b) Berechne die Entropie S(U, L).

(¢) Wie lauten ~(T") und S(U, L) wenn die kalorische Zustandsgleichung durch
U = T?B/2 gegeben ist?

Aufgabe 8-4: Reversibler Ersatzprozess

Das Gummiband nach Aufgabe 8-3(a) mit der Zugkraft K = (L — Lo)T~y werde
schlagartig entlastet (K — 0) , wobei es warmeisoliert gehalten wird.

(a) Nach Erreichen des neuen Gleichgewichts hat sich die Entropie gedndert. Man
berechne AS als Funktion von K und T .
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(b) Wie kann man Anfangs- und Endzustand durch einen reversiblen Vorgang
verbinden? Berechne AS durch Integration von §Q/T lings des reversiblen
Ersatzprozesses.

Aufgabe 8-5: Goldstaub
Berechne die Oberflichenenergie von 10 g Gold bei einem mittleren Korndurchmes-

ser von 10™* m und einer Temperatur von 1200 K. Dichte 19,1 g/cm?, Oberflichen-
spannung am Schmelzpunkt 7(1337 K) = 1,39 J/m?,9n/0T = —0,5-1072 J/m2K

Aufgabe 8-6: Seifenblase

Berechne die Arbeit A(R) bei Aufblasen einer Seifenblase bis zum Innenradius R .

Der Vorgang sei isotherm und reversibel.

(a) Berechne zuerst den inneren Uberdruck aus der Eigenschaft, daf die Tangential-
kraft der Oberflichenspannung durch dK = ndl gegeben ist (dl =Léngenelement
in der Grenzflache senkrecht zur dK) und ermittle A(R) durch Integration
iber die Volumenzunahme der Innenluft.

(b) Berechne A(R) aus der Anderung der freien Energie.

Beachte, dafl sowohl innen als auch auflen eine Grenzfliche vorliegt. Vernachlassige

den Unterschied Innenradius/Auienradius sowie die Anderung des Fliissigkeitsvolu-

mens.

Aufgabe 8-7: Keimbildungsbarriere
Man betrachte einen Tropfen in seinem Dampf in einem gasdichten Gefafl unter
konstantem Druck p im Temperaturgleichgewicht.
(a) Zeige, daB das Gibbs-Potential dieses heterogenen Systems bei inkompressibler
Fliissigkeit durch
3

47‘1’7‘ RT p
GT.p) = GT,p.0) = =5 (p=#°(0) = S n

) + 42y

gegeben ist wenn sich der Dampf wie ein ideales Gas verhélt (p°(T) = Koexis-
tenzdruck ohne Oberflichenspannung, v;, = molares Flissigkeitsvolumen).

(b) Nach Kap. 4.6.1 liegt fir 0G/0r # 0 kein Gleichgewicht vor und der Teilchen-
radius dndert sich in Richtung kleinerer G . Berechne den Gleichgewichtradius
r(T,p) aus 0G/0r = 0 . Was passiert wenn r geringfiigig von r(7', p) abweicht?
Sind Tropfen mit dem Radius r (T, p) stabil?

Aufgabe 8-8: Benetzung durch Fliissigphase

Wird ein fester Koérper am Schmelzpunkt von seiner Fliissigphase benetzt?



9 Thermodynamische Systeme in magnetischen
und elektrischen Feldern

Die Energie makroskopischer elektromagnetischer (e.m.) Felder ist grundsétzlich
zum System zu rechnen und liefert gesonderte Beitréige zur inneren Energie (nur die
sehr kurzreichweitigen e.m. Kréfte, die Ladungsschwankungen auf Molekiildurch-
messern entsprechen sind bereits in der Energiebilanz ohne makroskopische Felder
enhalten). Makroskopische e.m. Felder entsprechen langreichweitigen Kréiften. Das
bedeutet, daf sich bei Arbeitsiibertrag neben der inneren Energie des Systems auch
die Wechselwirkungsenergie mit der Umgebung &ndern kann. Ferner treffen die
Homogenitétsrelationen (Kap. 4.6.3) bei Anwesenheit langreichweitiger Kréfte nicht
immer zu. Fir die Thermodynamik sind vor allem solche Arbeitsiibertrige relevant,
die nach vollzogenem Kreisprozess von Null verschiedene Gesamtbeitrége ergeben,
die also keine Zustandsfunktion haben. Umgekehrt bedeutet dies: Energieanteile
auflerhalb des Systems, die sich eindeutig durch die Systemvariablen ausdriicken
lassen, konnen stets als Zustandsfunktion zur inneren Energie addiert werden, ohne
den resultierenden Arbeitsiibertrag im thermodynamischen Kreisprozess und die
Aussagen des zweiten Hauptsatzes zu dndern. Seine Darstellung kann sich bei
richtiger Anwendung dieser Mehrdeutigkeit vereinfachen (man erinnere sich, dafl
der Ubergang von der inneren Energie U zum Gibbs-Potential G’ durch Addition
der Energieanteile pV und —T'S des umgebenden Druck- und Temperaturbads
nach Kap. 5.4 zu einer vereinfachten Herleitung der Clausius-Clapeyron Gleichung
fithrt). Im Falle elektromagnetischer Felder ist es {iblich, den ersten Hauptsatz so
darzustellen, daf§ man die Zustandsfunktion der e.m. Wechselwirkung des Systems
mit seiner Umgebung und auch die Eigenenergie des dufleren Feldes von der Ge-
samtenergie abzieht. Deshalb wird die potentielle Energie des Systemschwerpunkts
im AduBeren Feld nicht zur innerer Energie U gezihlt!.

Wir betrachten zunéchst magnetische Effekte fiir den vereinfachten Fall, daf sich das
auflere Feld H(r) iiber die Abmessungen des Systems nur geringfiigig dndert. Das
magnetische Moment des Systems sei . Das dulere Feld H(r) ist derjenige Anteil
der magnetischen Induktion B(r) der ausschliefllich durch fixierte Stréme auferhalb
des Systems erzeugt wird (Polarisationsstrome bei dufleren Permanentmagneten
oder Leitungsstrome bei Spulenmagneten, div H = 0). Wir berechnen zuerst die
Kraft F auf den Systemschwerpunkt. Das von p erzeugte Eigenfeld tréagt nicht zu
F bei und es verbleibt

F = (p- grad)H

! Die Systemabgrenzung erfolgt bei der Formulierung des 1. Hauptsatzes. Aus der Differential-
form fiir die Systemenergie ergeben sich alle thermodynamischen Relationen.
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(die zweiten Ortsableitungen von H(r) werden vernachldssigt, so dal nur das
Dipolmoment p des Systems zur Kraft F beitréigt). Bei kleinen Schwerpunktsver-
schiebungen dr ist also insgesamt die magnetische Arbeit

da = —dr(p- grad)H = —p-dH

zu lbertragen. Die zweite Darstellung folgt aus rot H = 0 innerhalb des Systems.
Das bedeutet zugleich: Bei fixiertem magnetischen Moment ist die magnetische
Energie der Systemposition durch ®(r, ) = —p - H(r) gegeben. Die Wechselwir-
kungsenergie ® kann als Arbeitsaufwand —p fOH dH’ fiir das Einbringen des Systems
bei fixiertem Moment p in das Feld H(r) dargestellt werden, oder als der Anteil
—-H fou dp’ der magnetischen Arbeit der bei Aufbau von p an der Stelle r gegen das
duflere Feld H aufzubringen ist. Wir betrachten dann den Magnetisierungsvorgang:
H(r) ruft im Material ein magnetisches Moment

p(T,V,H) = p[T, V,1]

hervor, das neben H nur vom thermodynamischen Zustand des Systems abhéngt.
Dieser wird hier vereinfachend durch 7,V beschrieben (im vorgegebenen Feld
H(r) kann statt H auch die Variable r benutzt werden). Dieses Moment 148t
sich erzeugen, indem man das System vom feldfreien Gebiet H = 0 in das Feld
H(r) verschiebt. Dabei ist die Arbeit — fOH w(T,V,H')dH' einzutragen wenn T,V
konstant gehalten werden. Sie &ndert sowohl die magnetische Wechselwirkung ®
mit der Umgebung, als auch die innere Energie U des Systems. Bei umkehrbarer
Magnetisierungskurve p(T, V, H) geht das duere Magnetfeld H(T, V, u), welches
das magnetische Moment am Systemort im Gleichgewicht héalt, eindeutig aus
T, p, p hervor. Die magnetische Energie ® der Systemposition ist deshalb eine
Zustandsfunktion

des Systems. Der Abzug der Anderung d® = —d(u-H) der Positionsenergie
vom gesamten magnetischen Arbeitsiibertrag da = —p - dH definiert dann den
magnetischen Beitrag zur inneren Systemenergie, ndmlich

0A =0a—d®=H(T,V,n)-du .

Dieser Beitrag ist gleich dem Arbeitsaufwand beim Einbringen des realen Materials
vom feldfreien Gebiet bis zum Feld H(r) = H(T, V, u) und Entfernen des Materials
aus diesem Feld bei fixiertem Moment . Der erste Hauptsatz fur Systeme in
magnetischen Feldern hat deshalb die Darstellung

dU =6Q —pdV +H-dp .

Bei Ubergang zur Gibbsfunktion wird neben —T'S + pV die magnetische Energie
der Systemposition ® = —p - H(T, V, ) zur inneren Energie addiert:

G=U-TS+pV +& .



139

Bei reversiblen Zustandsédnderungen im Magnetfeld gilt deshalb

dU =TdS —pdV +H-du (9.1)

dG = —-SdT +Vdp — pu-dH '
Ein vorgegebenes dufleres Feld H ist eine intensive Grofle, soweit es bei Systemver-
vielfaltigung konstant gehalten wird. Das magnetische Moment p(7', V, H) ist nur
dann eine extensive Grofle, wenn Systemvervielfdltigung um A bei konstantem H
zur Vervielfaltigung des magnetischen Moments gemif u(7, AV, H) = Au(T, V, H)
fiithrt. Bei starker Magnetisierung ist diese Homogenitétsrelation nur mit Korrektu-
ren richtig, da die Polarisierung der Systemkopien merklich zum &ufleren Feld im
Originalsystem beitrégt.

Vollstandig analog lassen sich elektrische Effekte behandeln: Die Beitrége der
elektrischen Polarisation zur inneren Energie U ergeben sich, wenn man tiberall das
magnetische Moment g durch das elektrische Dipolmoment v des Systems und das
duBlere Feld H(r) durch das dufiere elektrische Feld E(r) ersetzt. Dabei wird E nur
durch fixierte Ladungen erzeugt, die nicht zum System gehoren (z. B. Ladungen auf
Kondensatorplatten aulerhalb des Systems). Statt der Magnetisierungskurve ist nun
die elektrische Polarisierungskurve v(T,V, E) des Systems zu verwenden. Analog
zum magnetischen Fall ergibt sich dann fiir die Anderungen der Zustandsfunktionen
U und G:

dU =TdS — pdV + E-dv 9.9

dG = -SdI'+ Vdp —v-dE (92)
Die Energie der Dipolposition im &ufleren Feld ist durch ®(7,V,v) = —v-E
gegeben. Dabei folgt das duflere Feld E(T, V,v), welches das Dipolmoment v im
Gleichgewicht halt, eindeutig aus T, V, v. Der gesamte elektrische Arbeitsiibertrag
da = —v-dE ist in dG enthalten. Er setzt sich aus den Anderungen d® und
E - dv von Lageenergie und innerer Energie zusammen. Man beachte, dafl sowohl
U(T,V,v) als auch die Lageenergie ®(7', V, v) nicht davon abhéingen wie das dufere
Feld E auflerhalb des Systems verlauft. Lediglich die Eigenenergie des dufleren
Feldes hiangt vom E-Verlauf auflerhalb des Systems ab. Dieser Eigenanteil wird
jedoch nicht in die thermodynamische Energiebilanz aufgenommen.

Darstellung der Feldstarken

Wir benutzen die Gauflsche Darstellung der Maxwell-Gleichungen, in der alle vier
Felder

E, D—E+47P , H, B=H+4tM
die Dimension (Energiedichte)!/? haben. P = v/V und M = 1/V sind die Dich-

ten des elektrischen und magnetischen Moments. Bei Verwendung der Einheiten
Meter = m, Joule = J fiir Weg und Energie ist die Feldstérkeeinheit (J/m?)/2 .
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Oft liegen die Feldstéirken experimentell im praktischen Mafsystem vor, in dem
das Magnetfeld

St 103 A
H — H-> die Dimension —ot , Einheit: 10ersted = — —
4 eg 4T m
und die magnetische Induktion
Energie 4 J

1
B’ = B> die Dimension , Einheit: 1Gauff = 10~ n
c

StromWeg? m?

hat. Fir den Strom wird die Einheit Ampére = A benutzt. Die Umrechnung auf
die GauBlsche Darstellung ergibt sich aus der Ladungsbeziehung

1 Asek = 1077/2 (Jm)"/%sek m !¢ , ¢ = Lichtgeschwindigkeit .

1/2
H’' = 10ersted = % hat die GauBsche Darstellung H = H'4Z = ( J ) )

10m3

Am? 10m3

1/2
B’ = 1GauB = 10~*+2; hat die GauBsche Darstellung B = B'¢c = ( J ) .

Die beiden Einheiten sind also in der Gauflschen Darstellung gleich .

9.1 Magnetische Effekte

Wir beschranken uns auf den Fall der Parallelitdt von Magnetfeld und magnetischem
Moment. Thre Vektornatur spielt dann keine Rolle. Nach (9.1) tritt das duBere
Magnetfeld H als Arbeitskoeffizient des magnetischen Moments p auf wenn die
Wechselwirkungsenergie mit dem &ufleren Feld nicht zur inneren Energie gerechnet
wird. Die freie Energie F(T,V,u) = U — T'S enthélt dann neben dem Anteil
des unpolarisierten Materials nur die magnetische Energie des Dipolfeldes und
mechanische Energien die mit dem magnetischen Moment 1 einhergehen. Mit dieser
Definition lauten die thermischen Zustandsgleichungen des magnetisch polarisierten
Materials

OF(T,V, )
op

OF (T, V, )

H(T,V,p) = 57

(T, V) =— (9.3)

Die Magnetisierungfunktion H(T, V, 1) kennzeichnet die magnetischen Eigenschaf-
ten des Systems und p(T, V, 1) seine mechanischen Eigenschaften. Das Gibbs-Po-
tential

GT,pH)=F+pV—-—pyH=U-TS+pV —uH (9.4)

ist die Legendre-Transformierte von F' beziiglich der Arbeitskoordinaten V' und
. Es bleibt bei reversiblen Arbeitsiibertrdgen dFF = Hdp an das System im
konstanten Magnetfeld H ungeéindert, da sich die Wechselwirkungsenergie —Hy mit
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dem &ufleren Feld um —Hdp dndert. Magnetisches Moment und Volumen ergeben
sich aus G(T,p, H) nach

0G(T,p,H)
OH

OG(T,p,H)

:U’(T7p7H) = - 8])

V(T,p,H) = (9.5)
Die Magnetisierungskurven u(T, p, H) realer Substanzen sind sehr unterschiedlich.
Wir wollen jetzt einige Folgerungen fiir dia- para- und ferromagnetische Stoffe
diskutieren und beschrinken uns dabei zuerst auf Vorgénge zu konstantem Volu-

men V.

Diamagnetismus

Hier besitzen die Molekiile fiir H = 0 keine merklichen magnetischen Momente. Diese
werden erst bei Einschalten des dufleren Feldes durch atomare Induktionsstréome
erzeugt, die das eindringende Feld abschwéchen. Die Magnetisierung héngt linear
homogen vom &ufleren Feld H am Systemort ab. Es gilt also

OF
w(T,p,H) = xymH = xmo— m= Substanzmasse (9.6)
"
Dabei ist die spezifische magnetische Suszeptibilitit x eine temperaturunabhingige
kleine negative Konstante. Integration der thermischen Zustandsgleichung (9.6)
ergibt fiir freie Energie und Entropie

° OF (T, )

F(T,p) = 2’;m +E(T) , S(T,p) = == = —Fy(T) .

Wegen 0y /0T = 0 hangt die Entropie S des Diamagneten nur von der Temperatur
ab. Bei reversibler adiabatischer Anderung des magnetischen Moments bleibt des-
halb die Systemtemperatur ungeéindert (bei konstantem Volumen fallen Adiabaten
und Isothermen des Diamagneten zusammen).

Paramagnetismus

In paramagnetischen Stoffen haben die Molekiile permanente magnetische Momente.
Fiir H = 0 heben sie sich jedoch auf da keine Vorzugsorientierung besteht. Dies
andert sich im &uBeren Feld H # 0. Die Molekiilmomente stehen hier hdufiger in
H-Richtung als in anderen Richtungen. Dieser Effekt wird fiir kleine Temperaturen
und grofle duflere Felder starker. Der Sachverhalt wird ndherungsweise durch das
Curie-Gesetz beschrieben:

_Cﬂ _ CmOF

b= H= T on C = Curie Konstante , m = Substanzmasse  (9.7)

Integration dieser Zustandsgleichung ergibt fiir freie Energie und Entropie

2 2
T OF (T, p 1%
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Die Warmekapazitit C,, = TOS(T,n)/0T = —TF{(T) des Paramagneten (9.7)
héngt nur von der Temperatur ab und es gilt

S(T, ) CulT) s, (9.8)

2Cm

Die Entropie S(T', u) steigt bei fallendem 2. Reversible adiabatische Entmagnetisie-
rung erfolgt bei S = const und geht deshalb mit einer Abkiihlung des Paramagneten
einher. Dieser Effekt wird zur Erzeugung tiefer Temperaturen ausgenutzt (magne-
tokalorischer Effekt). Die innere Energie des Paramagneten hingt in der Naherung
(9.7) wegen U =F —TOF/OT = Fy(T) — TF{(T) nur von der Temperatur ab.
Er verhélt sich in dieser Hinsicht wie ein ideales Gas. Siehe auch Aufgabe 9-3.

Ferromagnetismus

In ferromagnetischen Stoffen findet bei der Curie-Temperatur 7, ein Phaseniiber-
gang 2. Art statt (Kap. 11). Fur T < T, ist der Gleichgewichtswert des magnetischen
Moments p keine eindeutige Funktion des &ufleren Feldes H und es kann bei H = 0
zur spontanen Magnetisierung kommen. Auch bei sehr langsamer Anderung von H
werden in verschiedenen Zeitrichtungen verschiedene Wege (11, H) durchlaufen, so
daB die quasistatische Magnetisierung irreversibel ist (Kap. 4.1). Die Beschreibung
der zugehorigen Hystereseerscheinungen ist recht kompliziert und erfordert die
Einfithrung zusatzlicher Variablen. Wir beschranken uns deshalb auf den Bereich
oberhalb der Curie-Temperatur T, in dem die Magnetisierung reversibel gedndert
werden kann. Fir T > T, werden die magnetischen Eigenschaften der Substanz
néherungsweise durch das Curie-Weiss Gesetz

~ Cm ~ Cm 6£
P " T -T. oy >

C = Curie Konstante , m = Substanzmasse
(9.9)

beschrieben. Das Curie-Weiss Gesetz kann auch als

Cm Tc
H+h h =
l’l’ ( + ) ) T_TC

dargestellt werden. Es geht aus dem Curie-Gesetz hervor indem man das duflere
Magnetfeld H durch das Eigenfeld h ergédnzt. Die Korrektur h spielt eine zum
Kohiasionsdruck des van der Waals Gases analoge Rolle und parametrisiert die
Wechselwirkung zwischen den permanenten magnetischen Momenten der Molekiile
(man beachte, daff Teilsysteme des Ferromagneten die Magnetisierung der anderen
Teilsysteme als duleres Feld verspiiren). Integration der thermischen Zustandsglei-
chung (9.9) ergibt fiir freie Energie und Entropie

p*(T - T.)
2Cm

LR L STy =-2TEE gy

F(T,p) = T 20m
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Auch im Giiltigkeitsbereich des Curie-Weiss Gesetzes besteht wieder der Zusam-
menhang (9.8) zwischen Wérmekapazitat und Entropie und es tritt der magnetoka-
lorische Effekt auf. Die innere Energie besitzt jedoch nun die Darstellung

OF(T,p) _ p°Te

o N _ N /
U=F(T.p) -T2 sor. T F(T) — TF(T)

und hingt fiir 7. # 0 vom magnetischen Moment ab. Der Anteil —u2T./2Cm
beriicksichtigt dabei die Wechselwirkungen zwischen den magnetischen Momenten
der Molekiile.

Wenn sich neben dem magnetischen Moment auch das Volumen &ndert kann es zur

Kopplung zwischen magnetischen und mechanischen Effekten kommen, die unter

dem Begriff Magnetostriktion zusammengefafit werden. Nach (9.5) gilt
PG(T,p,H)  OV(I,pH)  Ou(T,pH)

OHOp OH dp

Der Einflul des Magnetfeldes auf das Volumen ist also ebenso grofl wie der Einflufl
des Drucks auf das magnetische Moment (keine Kopplung fir G = G1(T,p) +
G+(T,H)). Haufig hingt das magnetische Moment nahezu linear vom adufleren Feld
H ab %

w(T,p,H) = x(T,p)mH , x = spezifische Suszeptibilitit , m = Substanzmasse .

Die thermische Zustandsgleichung 0G/0H = —p 148t sich dann einfach integrieren
und fithrt auf G = —xmH?/2 + Go(T, p). Es folgt

oG ox(T,p) H
V(T,p,H) = — = ———"—m— + V(T,p) .
( » Dy ) ap ap m2 + 0( 7p)
Die Magnetostriktion wird zur Erzeugung von Ultraschall durch magnetische
Wechselfelder ausgenutzt. Die Berechnung von 9V/0H in oszillierenden Feldern
iibersteigt allerdings den Rahmen der Gleichgewichtsthermodynamik.

9.2 Thermodynamik von Supraleitern

Viele metallische Substanzen verlieren unterhalb einer Sprungtemperatur, die auch
vom dufleren Magnetfeld abhéngt, ihren elektrischen Widerstand R, werden also
supraleitend. Die fiir ausgewahlte Materialien bisher erreichten Sprungtempera-
turen T, fiir den supraleitenden Zustand sind in Abb. 9.1 zusammengestellt. Bei

2 Man beachte, da8 die Suszeptibilitat neben der Stoffsorte auch von der Geometrie des Systems
abhéngt, da Teilsysteme die Magnetisierung der anderen Teilsysteme als dufleres Feld spiiren.
Dies wird oft durch die Parametrisierung x = x0/(1 + 0xom) berticksichtigt, wobei xo nicht
von der Geometrie abhéngt. Dabei verschwindet der Entmagnetisierungsfaktor 6 nur fiir lange
Magnetnadeln parallell zum Magnetfeld
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Abbildung 9.1 Bisherige Entwicklung der héchsten Sprungtemperaturen fiir Supraleitung
(nach Kresin und Wolf, Fundamentals of Superconductivity)

gegebenem duflerem Magnetfeld H = |H| > 0 ist stérker zu kithlen, um Supralei-
tung zu erreichen. Umgekehrt wird die Supraleitung bei gegebener Temperatur
T, aber steigendem H bei einer kritischen Feldstarke H.(T') wieder zerstort. Die
Funktion H.(T") verschwindet bei T' = T, und wird bei T' = 0 maximal, ihr Verlauf
ist in Abb. 9.2 dargestellt. Eine zweite Besonderheit des supraleitenden Zustands
betrifft den magnetischen Fluff im System. Meissner und Ochsenfeld (1933) haben
experimentell festgestellt, dafl der supraleitende Zustand auch ein ideal diamagne-
tischer Zustand ist: Im Inneren der Substanz verschwindet zusammen mit dem
elektrischen Widerstand R auch die magnetische Flu8dichte B (bei Supraleitern
vom Typ I ist B = 0 an allen Punkten des Systems, bei Typ II verschwindet B
nur gebietsweise). Der Diamagnetismus wird durch Oberflachenstréme erzeugt, die
das Innere der Substanz gegen Anderungen des duferen Feldes H abschirmen.
Diese Strome verschwinden, wenn H die kritische Feldstérke H.(T") iibersteigt und
kehren zuriick, wenn H wieder unter H.(T') absinkt. Der ideale Diamagnetismus
ist ein quantenmechanischer Effekt, da nach der Elektrodynamik aus R = 0 zwar
groe abschirmende Induktionsstrome folgen, aber B # 0 moglich bleibt. Wir
befassen uns hier mit dem thermodynamischen Verhalten von Supraleitern des
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Reine Metalle Legierungen
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Abbildung 9.2 Kritische Feldstirke H.(7") als Funktion der Temperatur T
(nach Meschede, Gerthsen Physik)

Typs I (B =0 im gesamten Material fir T' < T.(H) ). Wir betrachten ferner den
vereinfachten Fall, daff H und B nennenswerte Komponenten nur in z-Richtung
haben. Thre Vektornatur spielt dann keine Rolle.

Der Ubergang vom supraleitenden zum normalleitenden Zustand erfolgt bei kon-
stanter Temperatur, wobei Warme in das System einzutragen ist. Er kann deshalb
als Phaseniibergang verstanden werden. Zur Beschreibung ist das Gibbs-Potential
(9.4) geeignet, dessen Anderung durch

dG = —-SdT' + Vdp — pdH

gegeben ist. Bei Ubergang vom supraleitenden (s) zum normalleitenden (n) Zustand
bleiben T, p,H konstant, so sich auch G wihrend des Phaseniibergangs nicht
andert:

GS(T,p, H) = Gn(T,p, H) .

Diese Gleichung definiert eine zweidimensionale Koexistenzflache im T, p, H-Raum.
Reversible Anderungen dT, dp, dH tangential zu dieser Fliche sind durch dG, —
dG,, = 0 oder

gekennzeichnet. Fiir H = const ergibt sich wie in Kap. 5.4 die Clausius-Clapeyron

Gleichung, wahrend fiir p = const

dH.(T)
dr

Ss — Sp = — (s — tin) (9.11)

folgt. Dabei ist auch die kritische Kurve H.(T') beztiglich konstantem Druck definiert.
Die Warmekapazitdten C hangen bei reversibler Prozessfithrung mit den Entropien
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nach C =T9S / OT zusammen. Fir die Warmekapazitaten der beiden Phasen bei
konstantem Druck bedeutet dies

0o Cp= -1 [( ~ i)

dr dr

dHc}

Wir betrachten zuerst das magnetische Moment s der supraleitenden, also ideal
diamagnetischen Phase mit B; = 0 im Inneren des Systems. Zur Vereinfachung
betrachten wir als supraleitende Probe eine lange Nadel in z-Richtung. Die Magne-
tisierungsstrome tragen dann nur wenig zur Flufldichte B, auflerhalb der Probe
bei, so dafl bis auf kleine Streufelder

B, =H

gilt. Dabei ist H das nach dem Biot-Savart Gesetz durch die Strome auflerhalb
des Systems erzeugte Feld. Wir betrachten dann die Magnetisierungsdichte M des
Systems sowie das Magnetfeld Hy; = B — 47 M (anders als das duflere Feld H ist
Hjys wegen des Beitrags —4w M nicht divergenzfrei). Hy, ist an der Langswand der
Nadel stetig und hat die Werte

o — B; — 4w M , innen
M= B, , auBen ‘

Aus B; = 0,B, = H und der Stetigkeit B; — 4nM = B, folgt also —47M = H
oder

4
s = A
wobei V' das Volumen der Probe ist, das sich bei dem Phaseniibergang nur gering-
fiigig &ndert. Das magnetische Moment p,, der normalleitenden Phase kann in der
Regel gegeniiber dem Moment us der supraleitenden Phase vernachléssigt werden.
Fir die Warmekapazititen ergibt sich dann auf der Koexistenzfliche der beiden
Phasen die Beziehung

T H, T &
Cs_cn:Vd( dc>_V d

4 dT \ € dT 87rdT2( &)

Dieser Zusammenhang verkniipft auf einfache Weise thermische und magnetische
Eigenschaften des Systems. Bei Kenntnis der Warmekapazitéaten 148t sich daraus
das kritische Magnetfeld H.(T') durch Temperaturintegration berechnen, wenn
man beachtet, da3 der Anfangswert (dH / dT) _o hach dem dritten Hauptsatz
(Kap. 10) verschwindet. Siehe auch Aufgabe 9-4. Ferner folgt bei T = T, also
H.(T)=0:

VT, (dH,\?
—-C, = —= = F. 1) . 12
Cs —Cy i ( IT )T . (Rutgers Formel) (9.12)
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Beide Seiten der Gleichung sind leicht mefibar. Thre experimentelle Bestitigung
zeigt, dafl der Ubergang zum supraleitenden Zustand als reversibler Vorgang im
Sinne des zweiten Hauptsatzes betrachtet werden kann. Eine wichtige Konsequenz
der Rutgers-Formel ist, daf sich die Warmekapazitét einer supraleitenden Substanz
auch ohne dufleres Magnetfeld wahrend des Phasentibergangs éndert, also als
Funktion der Temperatur bei T' = T, einen Sprung zeigt. Dieser wichst mit der
Steigung dH, / dT des kritischen Magnetfeldes bei H.(T) = 0. Als Beispiel ist in
Abb. 9.3 die spezifische Warme von Aluminium in der Ndhe der Sprungtemperatur
dargestellt.
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Abbildung 9.3 Spezifische Warme von Aluminium in der Nahe der Sprungtemperatur
(nach Ashcroft und Mermin, Solid State Physics)

9.3 Neutrale Systeme in duBeren elektrischen Feldern
Im &uBleren elektrischen Feld E treten elektrische Polarisationseffekte auf, die zu

den magnetischen Erscheinungen analog sind.

Paraelektrisches Verhalten vom Typ

b
v=m(a+ T)E , a,b=const , m = Substanzmasse
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fiir das elektrische Dipolmoment v wird in verdiinnten Gasen mit polaren Molekiilen
beobachtet.

Ferroelektrisches Verhalten tritt bei einigen festen Substanzen (ohne Eisen) auf:
Bariumtitanat (BaTiOg3) zeigt schon bei Raumtemperatur eine spontane elektrische
Polarisierung, die im feldfreien Zustand bei T, = 120 °C verschwindet. Fiir T > T,
wird das elektrische Moment v nidherungsweise durch ein Curie-Weiss Gesetz
beschrieben.

Ein dhnliches Verhalten zeigt Seignettesalz (NaKC4H4Og - 4H50 , auch Rochellesalz
genannt).

Kopplungen zwischen thermischen, mechanischen und elektrischen Eigenschaften:
Wir beschranken uns hier auf den Bereich T' > T, in dem das elektrische Moment
reversibel gedndert werden kann und lassen auch Volumenédnderungen zu. Fiir dieses
Beispiel wollen wir die thermodynamischen Sachverhalte bei Arbeitsiibertréagen
aus verschiedenen physikalischen Phdnomenen (hier elektrisch und mechanisch)
erlautern. Wir vergegenwartigen uns zuerst, dafl die Gleichgewichtzustande durch
nur zwei unabhéngige Variable beschrieben werden wenn neben der Entropie S
nur eine Arbeitskoordinate auftritt. Es gibt dann keine reversiblen Zustandswege
auf denen sowohl S als auch T konstant sind und bei Anderung der mechani-
schen Gréflen treten immer auch Anderungen der thermischen GroBen auf. Der
Sachverhalt wird durch die Maxwell-Relationen (Kap. 4.6.2) zusammengefafit. In
der Energiebilanz (9.2) treten statt einer zwei unabhéngige Arbeitskoordinaten
V und v auf, wobei T, —p, F die zugehorigen Warme- und Arbeitskoeffizienten
sind3. Die Gleichgewichtszustinde werden nun durch drei unabhiingige Variablen
beschrieben und es sind reversible Zustandswege moglich auf denen sich nur die
mechanischen und elektrischen Gréflen, nicht aber S, T &ndern. Neben den ther-
momechanischen und thermoelektrischen Vorgéangen treten also jetzt auch rein
elektromechanische Vorgénge auf. Die Beziehungen zwischen diesen Vorgingen
werden durch Maxwell-Relationen dargestellt, die nun auch die elektrischen Gréfien
v, E enthalten. Wahlt man die Koeffizienten T, p, E' als unabhéngige Variable, so
wird der Sachverhalt im Gibbs-Potential

GT,p,E)=F+pV—-vE=U-TS+pV —vE (9.13)

am einfachsten. Die zugehorigen Maxwell-Relationen lauten:

% = —g—; = —Grp thermomechanische Vorgénge (tm)
S—Z = g—; = —Grg thermoelektrische Vorgénge (te) (9.14)
—g—; = % = —GpEr elektromechanische Vorgénge (em)

3 Fiir diese Betrachtung ist es sinnvoll, fiir S, T die Bezeichnungen Wirmekoordinate und
Wérmekoeffizient zu benutzen (siehe Anhang A)
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Sie schranken die 9 partiellen Ableitungen der Zustandsfunktionen S, V, v auf die 6
zweiten Ableitungen von G(T,p, E) ein (partielle Ableitungen von G sind durch
untere Indizes gekennzeichnet). Die Korrelationen zwischen den thermomechani-
schen, thermoelektrischen und elektromechanischen Vorgéngen lassen sich durch
die dritten partiellen Ableitungen des Gibbs-Potentials

928 v 0%V

TOpdE  OTOE  OTOE (9.15)

Grpe =

kennzeichnen. Im Falle Gr,r = 0 hat G die Darstellung
G(T,p, E) = G™)(T,p) + GU)(T, E) + G (E,p) |

wobei zwischen den drei Funktionen G | G(t¢) = G(¢™m) keine thermodynami-
schen Einschriankungen bestehen. Die elektromechanischen Vorgédnge werden nach
(9.14) durch G,g(T, p, E) beschrieben. Geméf (9.15) ergibt sich aus G, und Grg
zwar die Ableitung G, /0T, nicht aber die elektromechanische Zustandsfunktion
Gpe(T,p, E) selbst. Dies bedeutet: Nur der temperaturabhéngige Teil der elektro-
mechanischen Vorgénge 148t sich als Kombination von thermomechanischen und
thermoelektrischen Effekten darstellen.

Die Wechselwirkung thermischer, elektrischer und mechanischer Vorgénge spielt
besonders bei festen Substanzen eine Rolle. Fiir die Kopplungen (9.14) des Typs
(tm), (te) und (em) werden hier die Bezeichnungen, thermoelastisch, pyroelek-
trisch(elektrokalorisch) und Piezoelektrisch(Elektrostriktion) verwandt. Siehe Auf-
gabe 9-7. Piezoelektrische Kristalle werden als elektromechanische Ubertrager und
bei der Stabilisierung elektrischer Schwingkreise benutzt. Wie bei der magneti-
schen Ultraschallerzeugung (Kap. 9.1) kann die Gleichgewichtsthermodynamik hier
allerdings nur qualitative Aussagen machen.

9.4 Elektrische Felder und Energieumwandlung

Wir besprechen hier thermoelektrische Effekte, bei denen direkte Umwandlung
zwischen Warme und elektrischer Arbeit erfolgt. Dies geschieht in der Regel so,
dafl Ladungen wegen chemischer Kréfte gegen ein makroskopisches elektrisches
Feld anlaufen und dadurch dessen Energie dndern. Dabei entsprechen chemische
Krafte mikroskopischen Feldschwankungen, die sich iiber einige Molekiilabsténde
zu Null mitteln, so daff sie nicht zum makroskopischen elektrischen Feld beitragen.
Wesentlich fiir diese Effekte ist, dafl Spriinge in den chemischen Potentialen an
der Grenzfliche zwischen verschiedenen Materialen zur Ladungsdiffusion fiihren,
auch wenn keine makroskopischen elektrischen Felder vorhanden sind. Dadurch
kommt es ausgehend von den elektrisch neutralen Materialien zu Ladungszonen mit
Aufbau makroskopischer elektrischer Felder bis ein stationdrer Zustand erreicht ist.
Danach wird die chemische Ladungsdiffusion durch die von den makroskopischen
Feldern erzeugte Ladungsdiffusion kompensiert. Um diesen Sachverhalt geeignet
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darzustellen, fiihrt man das elektrochemische Potential ein: Erginzt man die innere
Energie U (S,V,N; --N,) des Systems im feldfreien Zustand (E = 0) um die
elektrostatische Energie der Systemposition:

(I):SD' ZNa(IOm

a=1

o = elektrisches Potential, ¢, = Ladung der Teilchensorte «,

so folgt fiir die Gesamtenergie U und die Gibbsfunktion G:

U=USV.Ni-)+¢ > Naga

a=1

dU = TdS —pdV + > jiadN,

a=1
dG = —SdT +Vdp+ Y _ j1adN,
a=1
wobei

8U(Sv‘/7N1 ) _ aG(Tap7N1 )
ON, B ON,

fo = (T, p) + gy =

das elektrochemische Potential der Teilchensorte « ist. u, ist die Eindringarbeit
fiir ein Teilchen der Sorte o, wenn das System auf dem makroskopischen elektrosta-
tischen Potential ¢ liegt (Anderungen von ¢ innerhalb des Systems werden hier
vernachlissigt). Zwischen zwei thermodynamischen Systemen gleicher Temperatur
T mit den chemischen Potentialen u((lo) und u((lo) ' die {iber eine materialdurchlis-
sige Wand in Kontakt stehen, setzt Teilchendiffusion ein, bis die Gibbsfunktion
G+ G’ des kombinierten Systems bei konstanter Gesamtteilchenzahl N, = N, + N, .
minimal wird (vgl. Kap. 4.6.1 und 5.3):

0

W[G(Tapv"Na")+G/(T7pa "Na*Na")]ZO'

Dies bedeutet

u(T,p) + gatp = O (T,p) + qa’ -

Im Gleichgewichtszustand sind also die elektrochemischen Potentiale der beiden
Teilsysteme gleich, wobei die Differenz ¢ — ¢’ der makroskopischen elektrischen
Potentiale die Differenz der chemischen Potentiale ausgleicht (chemische und makro-
skopische Ladungsdiffusion kompensieren sich im Gleichgewicht). Bei einheitlichen
Materialtemperaturen lassen sich diese makroskopischen Spannungsdifferenzen
jedoch nicht fiir einen Arbeitsgewinn nutzen, da das AbflieBen der Ladungen durch
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einen Stromkreis wegen entgegengesetzter Potentialspriinge an den notwendigen
Lotstellen verhindert wird. Dies &ndert sich, wenn Temperaturdifferenzen auftreten:

Thermospannungen(Seebeck Effekt)

Wir betrachten zwei Zellen Ay, As des gleichen elektrisch leitenden Materials, die
einen ladungsdurchlissigen Kontakt haben und die Temperaturen 77,75 besitzen.
Die mittlere Geschwindigkeit der Ladungstrager in A; und As ist also verschieden.
Zwischen den beiden Zellen wird dann ein makroskopisches elektrisches Feld beob-
achtet. Es wird durch einen Dichteunterschied der Leitungselektronen erzeugt, der
bei stationédrem elektrischem Strom den temperaturbedingten Geschwindigkeitsun-
terschied der Ladungstrager so ausgleicht, dal beiderseits des Kontakts der gleiche
Strom vorliegt. Der Sachverhalt 148t sich experimentell durch

o —p1 =—(Ta —T1)-n-e , e = Elektronenladung

beschreiben, wobei i das elektrochemische Potential der beweglichen Ladungstréger
im Material ist. Die Materialkonstante 1 hangt nur geringfiigig von der Temperatur
ab. Fiir die makroskopische Spannungsdifferenz s — @1 zwischen den Zellen folgt
daraus

e(pa — 1) = —(Tp — T)ne — (u(T3) — plO(T1))

wobei Druckeinfliisse auf das chemische Potential x(?) vernachlissigt werden. Wir
betrachten dann die Spannungszunahme ¢’ — ¢ lings des nach Abb. 9.4 aufge-
schnittenen Leiterkreises L, der aus zwei Materialsektoren A, B besteht, von denen
wiederum jeder zwei Temperaturabschnitte Tk und Ty besitzt. Wir untersuchen
zunéchst den stromlosen Zustand. Spannungsspriinge treten an den beiden Material-
grenzen und an den beiden Temperaturgrenzen auf. Das elektrochemische Potential
hat im stromlosen Zustand an den Materialgrenzen keine Spriinge, da dort keine
Temperaturdifferenzen auftreten. Deshalb ergeben sich Beitrage zu p/ — p nur an
den beiden Temperaturgrenzen, namlich

W —p=—(Tg —Tu)npe+ (Tx —Tu)nae

Anders als das elektrochemische Potential ;2 héingt das chemische Potential 1(°) nur
von Materialsorte und Temperatur ab. Ferner liegen beide Ufer der Schnittstelle
des Kreises L im Material A bei der Temperatur 1. Deshalb liefert das chemische
Potential keinen Beitrag zur Umlaufspannung und es gilt wegen p(?) " — ;(0) = 0:

¢ —po=—(Tu —Tx)(na —ng) .

(Fir kleine Temperaturdifferenzen sind die Abweichungen vom linearen Verhalten
vernachléssigbar.) Die gleiche Spannungsdifferenz stellt sich ein, wenn man den
Leiterkreis an anderer Stelle aufschneidet oder wenn die Temperatur zwischen
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dQ’y Verbraucher

Qhp(Tk) Ba(Tu)

dQp

Abbildung 9.4 Thermoelektrische Effekte am Leiterkreis L mit zwei Materialien A, B und
zwei Temperaturen Tk, TH.

den Materialgrenzen stetig von Tk nach Ty ansteigt. nap = na — np wird als
Thermokraft des Materialpaares A, B bezeichnet und ist eine von den chemischen
Potentialen (9 unabhingige Konstante. Ordnet man die Metalle entsprechend der
Grofle ihres n-Wertes an, so entsteht die

Thermoelektrische Spannungsreihe:

Metall Sb Fe Zn Cu Ag Pb Al Pt Ni Bi
n (1076 Volt/Kelvin) 35 16 3 28 27 0 -05 -31 -19 -70

Werte bei 0 °C bezogen auf npy, = 0 (nach Meschede, Gerthsen Physik).

Die Differenz zweier n-Werte gibt die Thermokraft des aus den entsprechenden Me-
tallen gebildeten Thermoelements an. Die Thermospannung folgt den Temperatur-
anderungen sehr schnell. Der Seebeck-Effekt ist deshalb flir Temperaturmessungen
gut geeignet.
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Peltier Warme

Mit einem Ladungsstrom I in einem Leiter geht in der Regel ein Wérmestrom
parallel zu I einher (Transport der thermischen Energie der Ladungstriger). Fiir
kleine Strome I ist der mitgefithrte Warmestrom Q™ nahezu linear in I, also

wobei II(T') der Peltier Koeffizient des Leiters ist. Um den Effekt zu messen, betrach-
tet man Anordnungen, die den Wérmestrom beeinflussen, ohne den elektrischen
Strom zu dndern. Eine solche Situation tritt auf, wenn der Strom die Grenze zweier
Metalle mit verschiedenen Peltier Koeffizienten 114 # 15 passiert. Flieft der Strom
von A nach B, so ist der Grenzfliche von aulen der Warmestrom

QY , = (HB(T) —HA(T)) I =Tga(T)- 1

zuzufithren, um die Temperatur 7' der Fliche zeitlich konstant zu halten. Q% ,
und IIg 4 sind Peltier-Wéarme und Peltier-Koeffizient des Materialpaars. Der Effekt
ist reversibel, d.h. bei Umkehr der Stromrichtung wechselt das Vorzeichen der
Peltier-Warme.

Thomson Warme

Langs einer Materialzelle A, die in Stromrichtung eine Temperaturdifferenz dT’
zeigt, andert sich der mit dem Strom I der Ladungstriger mitgefiihrte Warmestrom
Q" um

dQ" = (I(T + dT) — 1(T)) - I .

Dies beeinfluflit die Energiebilanz von A . Wenn ferner in der Zelle Thermospan-
nungen auftreten (Seebeck Effekt), so lauft der Strom gegen ein makroskopisches
elektrisches Feld an. Dies &ndert ebenfalls den Energieinhalt von A. Soll ein zeitun-
abhangiger Zustand erreicht werden, so ist die Energiebilanz der Zelle auszugleichen.
Dazu muf von auflen ein Wirmestrom dQ” zugefithrt werden, der sowohl dQ™ als
auch die Anderung der elektrischen Feldenergie kompensiert. Fiir kleine Stréme I
und Temperaturdifferenzen dT ist dQ7 linear in I und d7" und hat die Darstellung

dQ™ = r(T)-1-dT

dQ™ und 7(T) sind Thomson-Warme und Thomson-Koeffizient der Materialzelle
A. Wie der Peltier-Effekt ist auch der Thomson-Effekt reversibel, d. h. Umkehr der
Stromrichtung dndert das Vorzeichen der Thomson-Warme.

Thermoelektrische Beziehungen und Hauptsatze der
Gleichgewichtsthermodynamik

Zur Herleitung betrachten wir den stationédren Betrieb des nach Abb. 9.4 aufge-
schnittenen Leiterkreises L, wobei nun ein geringer Strom I vom Pol der Spannung
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¢’ {iber einen Verbraucher (z.B. ein Voltmeter) zum Pol der Spannung ¢ flieflen
soll. Die nach auflen abgegebene elektrische Arbeitsleistung ist dann durch

A= (¢ —¢)-I=—(Ty — Tx)napl

gegeben. Nach dem ersten Hauptsatz mu A gleich der dem Leiterkreis zugefiihrten
Warmeleistung sein, namlich:

A=dQ% +dQ% + QY4 (Tw) + Q% 5(Tk)
= I+ [(7a = 7)(Ti = Tic) + Mpa(Ta) + Man(T)|

Fiir kleine Temperaturdifferenzen kénnen wir uns auf die in Ty — Tk = dT lineare
Niherung beschrinken (andernfalls ist L in viele Segmente zu teilen, deren Effekte
zu summieren sind). Nach Division durch (Ty — Tk ) - I erhélt der erste Hauptsatz
die Darstellung:

dlIpa(T)

iT (1. Hauptsatz)

—map = 7a(T) = 75(T) +

wobei T' = (Ty + Tk)/2 gesetzt ist (ferner machen wir Gebrauch von Il p =
—IIpa).
Der zweite Hauptsatz wird durch die Entropiebilanz des Leiterkreises L dargestellt.
Mit

S = Zeitableitung des Entropieinhalts S von L,

Sy = irreversible Entropieproduktion in L,

Srev = Reversibel durch die Wande von A zugefithrter Entropiestrom
gilt:
S = Sir + Srev

Zur irreversiblen Entropieproduktion Sy in L tragt die Joulsche Wéarmeproduktion
I? - R sowie ein Beitrag proportional zu (T — T )? - A aus der Wirmeleitung inner-
halb L bei (R = Ohmscher Widerstand, A = Wérmeleitfahigkeit). Der reversible
Entropieeintrag Syev setzt sich aus Peltier- und Thomson Beitriigen zusammen, die
beide proportional zu (Ty — Tk ) - I sind. Bei sehr kleinen Werten von Strom I und
Warmeleitfahigkeit A gilt Sir < Srev. Bei stationdrem Betrieb des thermoelektri-
schen Systems L, also bei S = 0, folgt dann fiir den reversiblen Entropiebeitrag
Siev ~ 0. Dies bedeutet mit (Tw + TK)/Q =T

dQj +dQjp L dQRA(Tr) . dQY%5(Tk)
T Ty Tk
Ipa(Tu) Muap(Tk)
* Ty N Tk

Srev =

-7 TA—TB(

Ty —T
T H )

=0.
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Beschranken wir uns wieder auf die in Ty — Tk = dT lineare Ndherung, so ergibt
sich nach Division durch I -dT":

TA—TB d(HBA(T)
T dT T
1
T

) =0 (2. Hauptsatz)

dHBA(T))  Tpa(T)

(TA—TB+ dT T2

Zusammen mit dem ersten Hauptsatz folgen daraus die beiden thermoelektrischen
Beziehungen

~ as(T) dnap(T) 7Ta—7B

nap(T) = —F— ar T

Diese Herleitung stammt von W. Thomson (Lord Kelvin) und unterliegt der Ein-
schrankung kleiner Wérmeleitfdhigkeit A ~ 0. Das Ergebnis ist aber auch fiir auch
fiir A # 0 richtig und folgt im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Prozesse
aus der Onsager-Relation , Kap. 16 * . Experimentelle Werte der thermoelektrischen
Koeffizienten einiger Materialpaare werden dort angegeben.

9.5 Aufgaben

Aufgabe 9-1: Idealer Paramagnet

Man betrachte einen idealen Paramagneten im dufleren Magnetfeld H. Sein magne-
tisches Moment p ist durch das Curie Gesetz
Ccm
=—H
F=r
C = Curie Konstante, m = Substanzmasse

definiert. Seine Wérmekapazitat bei Abwesenheit des Magnetfeldes sei Co(T") . Die

Energiebilanz des Magneten ist bei reversibler Prozessfiihrung und konstantem

Volumen V' durch dU = T'dS + Hdpu gegeben.

(a) Man berechne Entropie S und innere Energie U als Funktion der Variablen T’
und H . Zeige zuerst, dal U nur von T abhéngt.

(b) Welche Warmemenge gibt der Magnet nach auflen ab, wenn das Magnetfeld
isotherm von H = 0 auf H = Hy gesteigert wird.

(¢) Die Warmekapazitéat bei H = 0 sei durch Co(T") = AT gegeben. Ausgehend von
der Temperatur Ty berechne man die Temperaturerniedrigung bei adiabatischer
Entmagnetisierung von H = Hg nach H = 0.

4 Die Onsager-Relation 148t sich nur fiir A = 0 aus den Hauptsétzen der Gleichgewichtsthermody-
namik herleiten, so dal der Beweis von W. Thomson nur fiir sehr kleine Warmeleitfahigkeiten
zwingend ist, sieche Aufgabe 16-3.
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Aufgabe 9-2: Paramagnet

Fir viele paramagnetische Substanzen héangt das magnetische Moment g nur vom
Verhiltnis H/T ab. Betrachte einen Paramagneten dieses Typs bei konstantem
Volumen und stelle seine freie Energie F' als Funktion der Variablen T, i dar. Man
zeige: Seine innere Energie U héngt nur von der Temperatur ab.

Aufgabe 9-3: Curie-Weiss Gesetz

Viele Substanzen zeigen erst fiir T' > T, > 0 paramagnetisches Verhalten und
werden dort durch das Curie-Weiss Gesetz

C = Curie Konstante, 7. = Curie Temperatur, m = Substanzmasse

fiir das magnetische Moment p beschrieben. Man betrachte einen Paramagneten
mit Curie-Weiss Verhalten bei konstantem Volumen V. Die Warmekapazitét bei
1= 0sei C, = AT. Berechne die freie Energie F', die Entropie .S und die innere
Energie U als Funktion von 7" und u . Wie grof} ist die Warmekapazitat C), bei
festem p sowie die Warmekapazitat Cp bei festem H ?

Aufgabe 9-4: Phasengrenzkurve Supraleiter 1. Art

Bei tiefen Temperaturen gilt fiir die Warmekapazitiaten eines Supraleiters 1. Art
naherungsweise

Cp =T + K, T?
(Yn, Kp, aus Beitragen von Leitungselektronen bzw. Gitter)
Cy =K, T3

Benutze den 3. Hauptsatz sowie die Beziehung

Cs(T) — C,(T) vV d?
S = g (D)

um die Phasengrenzkurve H.(T') aus den Koeffizienten ~,, K,, K, vollstandig
zu berechnen. Wie grof} ist die Sprungtemperatur 7,7 (beachte, daB nach der
Rutgers-Formel |dH./dT| < oo bei T = T, gilt).

Aufgabe 9-5: Ideale Batterie (reversible elektrochemische Zelle)

Die Potentialdifferenz ¢ an den Polen einer Batterie ist durch die Unterschiede der
chemischen Potentiale ;(°) der beteiligten Ionen in Elektroden und Elektrolytfliis-
sigkeit definiert. Sie hangt in der Regel von Temperatur und elektrischer Aufladung
q ab. Die Potentialdifferenz der Batterie soll im Ladungsbereich ¢; < ¢ < g2 nicht
von ¢ abhéngen:

o(T, q) = ¢(T) (konstantes galvanisches Element)
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Die Energiebilanz bei Aufladung der Batterie ist bei konstantem Volumen durch
dU = 0Q + pdq

gegeben (als einzige Arbeitskoordinate tritt ¢ auf).

Wie grof} ist die der Batterie zugefithrte Warmemenge @) bei reversibler isother-
mer Aufladung von ¢; nach ¢»7 Benutze die Maxwell-Relation zur freien Energie
F(T,q).

Aufgabe 9-6:Temperaturabhangige Dielektrizitatskonstante

Gegeben sei ein Plattenkondensator (Plattenabstand d, Flache V/d). Er ist mit
einem Medium der Dielektrizitdtskonstante (7)) und des Volumens V' gefiillt.

Volumenénderungen seien vernachléssigbar. Entsprechend lautet die Energiebilanz
bei Aufladung;:

dU = 6Q + Edv |

E = ¢/d =elektrisches Feld, v = (e(T) — 1)EV/4m =elektrisches Dipolmoment
(es wird das 1-dimensionale Problem betrachtet).

Wie grof} ist die dem Dielektrikum zugefithrte Warmemenge Q wenn der ungeladene
Kondensator reversibel und isotherm bis zur Spannung ¢ aufgeladen wird? Benutze
die Maxwell-Relation zur Gibbsfunktion G(T,E) =U —T'S — Ev.

Aufgabe 9-7: Piezoelektrizitit

Man betrachte einen gespannten Draht aus piezoelektrischem Material. Seine mecha-
nischen und elektrischen Eigenschaften sind in der folgenden Weise verkoppelt: Das
elektrische Dipolmoment v hangt neben der Feldstiarke E auch von der Zugkraft K
ab. Ebenso hiangt die Drahtlinge L neben der Zugkraft K auch von der elektrischen
Feldstiarke E ab. Die Energiebilanz ist dU = KdL + Edv + 6Q) . Man zeige, dafl
der Einflufl von E auf die Lange L ebenso grof} ist wie der Einflul von K auf das
Dipolmoment v , also daB gilt.

OL(T,K,E) 0ov(T,K,E)

oE 0K

Aufgabe 9-8:

Heterogenes Gleichgewicht. Ein ideales nichtmagnetisches Gas, ein idealer Parama-
gnet und eine ideale Batterie stehen iiber wiarmedurchléssige Wénde in thermischem
Kontakt. Die Energiebilanzen der Teilsysteme sind:

T
Gas: dUu = f%dv +6Q , V = Volumen ,
T
Paramagnet: dU = D udp +6Q 1 = magnetisches Moment ,

Batterie: dU = (T —Tp)pdg + 6Q , ¢ = Ladung .
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Berechne die freie Energie F' im Gleichgewicht des Gesamtsystems und zeige: Seine
Wiérmekapazitiat C = T9S(T,V, u, q)/OT héngt nicht von den Arbeitskoordinaten
Vi, p, q ab.



10 Der dritte Hauptsatz

Der dritte Hauptsatz betrifft das Grenzverhalten der thermodynamischen Gréfien
am absoluten Nullpunkt T' = 0. Wir betrachten zuerst die Temperatursteigerung
0T eines materiell abgeschlossenen Systems bei einem Wérmeeintrag 6@ in der
Néihe von T' = 0: Aus dem zweiten Hauptsatz wissen wir, dafl die Warmekapazitit

A
Q|
C(0) =0 , Ideales Gas
Verboten nach e g
2.Hauptsatz s
7/

1 e . Realer Stoff nach 3.Hauptsatz

| .

. s

1 7/

1 7/

c<0 d

1 7/

! 7/

I v

2

! e

vy

& >
5T

Abbildung 10.1 Warmeeintrdge bei T'= 0 und Warmekapazitat C

beliebiger thermodynamischer Systeme bei T' = 0 endlich ist, da es keine Warmebé-
der bei dieser Temperatur gibt (Kap. 4.3). Der 3. Hauptsatz macht dariiberhinaus
die Teilaussage, dafl die Warmekapazitédten C(T') aller realen Systeme bei T'= 0
verschwinden. Dies 148t sich auch so formulieren, dafl die Entropie fiir beliebige
Zustandswege zum Nullpunkt endlich bleibt. Aus
0
S(0) = S(Tp) +/ @dT
mn T

folgt, dafl C'(0) = 0 gelten mufl, wenn sowohl S(0) als auch S(Tp) endlich sind. Fiir
das ideale Gas ist diese Bedingung wegen

T 1% T Do

S(T)—S(Ty) =Cy In — Rln — =C,In — Rln—

(T) (To) VnTO—I—n nV0 pnTO—f—n np
3

Cy = inR , Cp= gnR (siche Tabelle I)
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verletzt. S(T') divergiert hier bei T = 0 und es gilt Cy # 0 # Cp(0).

Das Verschwinden der Warmekapazitiaten C(0) ist schwer zu verstehen wenn die
Mikrozustdnde ein Kontinuum bilden. Es findet jedoch seine natiirliche Erklarung
in der Quantenstatistik. Dort ist die Entropie des Systems bei T' = 0 durch die
Boltzmann Beziehung

S(0)=kIng

gegeben, wobei g der Entartungsgrad des Grundzustands ist. Bei endlichem g¢ ist
S(0) endlich, woraus C'(0) = 0 folgt.

Phé&nomenologisch ist der dritte Hauptsatz eine Erfahrungstatsache mit der weiter-
gehenden Aussage, dafi die Konstante S(0) fiir alle thermodynamischen Systeme
den gleichen Wert hat (entsprechend gleichem Entartungsgrad fiir alle Grundzustéin-
de). Der Satz wurde urspriinglich von Nernst (1906) so formuliert, dafl chemische
Reaktionen bei T' = 0 ohne Entropieinderung ablaufen, und von Planck (1911)
verallgemeinert:

3. Hauptsatz (Planck)

Fir jeden Stoff strebt die Entropie fiir T — 0 gegen eine von Aggregatzustand,
chemischer Zusammensetzung und von den Werten der neben T gemessenen Zu-
standsgrofien (Druck, usw.) unabhdngige Konstante S(0). Da in der Thermodynamik
nur Entropiedifferenzen gemessen werden, kann S(0) = 0 gewéahlt werden. Mathe-
matisch 148t sich der Satz so formulieren: Gegeben sei die Gleichgewichtsentropie
S(T,01--0Oy) eines Systems als Funktion der Temperatur und weiterer unabhén-
giger Zustandsgrofilen O --©; . Dann ist S(0,0 - - O ) endlich und héngt nicht
von O7 --0; ab. Der Sachverhalt ist in Abb. 10.2 dargestellt. Der 3. Hauptsatz
nach Planck kann deshalb auch so formuliert werden: Alle Isothermen zu T = 0
sind zugleich auch Isentropen. Nach Nernst trifft dies auch fiir Ubergéinge zwischen
Ungleichgewichtszustanden zu (Kap. 10.3).

Konsequenzen

(a) Differenzen von Warmekapazititen, die durch Konstanz verschiedener Zustands-
grofen definiert sind, verschwinden am absoluten Nullpunkt stdrker als linear
in T'. Als Beispiel betrachten wir

C,y(T) ~ Oy (T) _ <aS[T, p]  9S(T, V))

T oT oT

Aus S[T, p| = S(T, V) ergibt sich nach Differentiation bei konstantem Druck p
(.- ] und (...) kennzeichnen verschiedene Abbildungen auf die gleiche Zahl S)
|

IS[T,
oT oT oV oT
Nach dem 3. Hauptsatz ist 5(0,V)/0V = 0, also auch

i Cp(T) — Cy(T)
T—0 T

9S(T,V) _ 9S(T,V) OVIT,yp)

=0 .
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5(0)

T
Abbildung 10.2 Entropieverlauf bei "= 0 und adiabatische Abkiihlung.

(b) Arbeitskoordinaten z; und Arbeitskoeffizienten a! (Kap. 3.2) haben bei 7' = 0
verschwindende Temperaturkoeflizienten Ox; / OT und Od! / OT. Als Beispiel
betrachten wir die Arbeitskoordinaten V, u und die Arbeitskoeffizienten p, H
bei mechanischen und magnetischen Arbeitseintragen (11 = magn. Moment, H
= Magnetfeld, Kap. 9.1). Gibbsfunktion und freie Energie hiingen in diesem
Fall nach

G[T,p,H] = F(T,V,u) + pV — Hp

zusammen und es gelten die Maxwell-Relationen (Bezeichnungen wie Kap. 4.6.2,
positiven p entsprechen Momente parallel zu H)

_ Ry 250
Frv="tvr 5 = or

as oV

1o =i = 5y = ar

oS oH

Frw=bur =5, = o1
95 0

Grn = Gnr 557 =

Bei T' = 0 verschwinden nach dem 3. Hauptsatz alle rechten Seiten, da sie als
05(T,0) / 00 geschrieben werden kénnen. Druck p, Volumen V und magne-
tisches Moment g héngen also am absoluten Nullpunkt nicht mehr von der
Temperatur ab.
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10.

Ebenso starten die Koexistenzkurven p(7') und H(T') von Phaseniibergéngen
bei T' = 0 mit geringer Temperaturabhéngigkeit. Zum Beweise betrachten wir
nun den 3. Hauptsatz zusammen mit den Clausius-Clapeyron Gleichungen
(Kap. 5.4 und 9.2):

dp(T Sy — S
il )— 2 ! bei dH = const

ar ~ Vo—V1;
dH(T) Sy — S .
= — bei p = const .
dT pr—m P

Fiir Phaseniiberginge bei T' = 0 verschwindet die Entropiednderung Sy — S7.
Es gilt also dp(T)/dT = 0 = dH(T)/dT so daf} die Koexistenzkurven mit
waagrechter Tangente starten.

Eine wichtige Folgerung ergibt sich aus der Positivitdt der Warmekapazitiaten
0S(T, ©)
oT

Positive C(T, ©) folgen aus der thermodynamischen Stabilitat (Kap. 7.3) und
haben die Ungleichung

T =C(T,0)>0 firT>0 .

S(T,0) = S(0) + / har

T C(T',p) > S(0) fir T>0
0

zur Folge. Bei einer adiabatischen Zustandsianderung (77 > 0,0’) — (T,0)
steigt die Entropie nach der Clausius-Ungleichung an oder bleibt gleich:

S(T,0) > S(T",6') > S(0)

Insbesondere ist S(T,©) > 5(0), so daB es keine adiabatische Zustandsinderung
gibt, die bei 7" > 0 startet und bei T = 0 endet. Diese Eigenschaft wird
auch ’Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts’ genannt. Aus Abb. 10.2
ist unmittelbar zu sehen, dafl unendlich viele Schritte notig sind, um die
Temperatur T' = 0 zu erreichen, wenn man sich auf abwechselnd adiabatische
und isotherme Prozessfiihrung zwischen den Arbeitskoordinaten © und ©’
beschriankt.

1  Experimentelle Uberpriifung

Der 3. Hauptsatz wurde bisher vor allem bei Ubergéingen zwischen verschiedenen
kristallinen Modifikationen fester Substanzen iiberpriift. Fiir manche Substanzen
ist der Phaseniibergang zwischen verschiedenen Modifikationen a und b so langsam,
daB Abkiihlung der bei T' > T} stabilen Phase a unter die Koexistenztemperatur
To zu einer metastabilen Phase fiihrt, die innerhalb der Meflzeit noch als stabil
betrachtet werden kann. Irreversible Entropiebeitrige bleiben dann gering und



10.2 Kiihlung durch adiabatische Entmagnetisierung 163

die Entropiedifferenz zwischen den Phasen a und b bei T' = 0 kann alleine durch
Wiérmetibertrage von auflen dargestellt werden:

S.(0) = Sy(0) + /OT0 O”;T) dT + Hr, (;: %) + /TO C“;T) T (10.1)

Dabei sind S, C, und S, , Cp Entropie und Warmekapazitit der beiden Phasen.
Hrp, (b — a) ist die wihrend des Phasentibergangs bei T eingetragene Wérme.
Experimente dieser Art sind an den Modifikationen des Zinns ausgefiihrt worden.
Dabei ist das graue pulverformige Zinn (g) unterhalb T = 287 Kelvin stabil. Das
weifle metallische Zinn (w) ist oberhalb T} stabil und kann durch schnelle Unter-
kithlung bis zu sehr kleinen Temperaturen metastabil gehalten werden, wobei seine
Warmekapazitat C,, auch im Bereich T' < Ty mefibar ist. Die Entropiedifferenz

To g

Su(0) — S,(0) = / T () - Cur)) + T2l =)

Tp

verschwindet hier innerhalb der Mefgenauigkeit, wobei sowohl Hr, (g — w)/Tp

als auch fOTO dT(Cy — Cy4) /T etwa 522 cal/287 Kelvin betragen. Dies weist im
Einklang mit dem 3. Hauptsatz darauf hin, dafl nahezu stabile Phasen am absoluten
Nullpunkt nur geringe Entropieunterschiede haben.

Prinzipiell ist bei der Uberpriifung des 3. Hauptsatzes zu beachten, da8 die Wir-
mekapazitdten mit dem Faktor 1/7 zu den Entropieintegralen (10.1) beitragen.
Dieser Faktor wird nahe T' = 0 besonders grof}, wahrend dort experimentell oft nur
Extrapolationen weniger Mefipunkte vorliegen. Vermutungen iiber Abweichungen
vom 3. Hauptsatz konnten bei genauerer Messung der Warmekapazitéiten bis zu
ganz tiefen Temperaturen herab stets entkraftet werden.

10.2  Kiihlung durch adiabatische Entmagnetisierung

Wir besprechen hier den Effekt der magnetischen Kiihlung im Rahmen der makro-
skopischen Thermodynamik. Bei reversibler isothermer Magnetisierung dH > 0
einer paramagnetischen Substanz sinkt deren Entropie ab. Da fiir paramagnetische
Substanzen (9p /0T )u < 0 gilt, folgt dies aus

(95 (0
s = (8H>TdH = <8T)HdH <0 (vgl. Kap. 10(b))
Ferner ist
<8T> B _(88/8H)T B _T(au/ﬁT)H 50
oH)y  (9S/0T)m C(T,H) ’
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da die Warmekapazitat C(T,H) > 0 positiv ist. Das bedeutet aber, dafl bei
reversibler adiabatischer Entmagnetisierung dH < 0 eine Abkiihlung der parama-
gnetischen Substanz um

op T
dT’ = <8T>H o, H)dH , (S = const)
stattfindet. Dies ist der magnetokalorische Effekt (mikroskopisch wird dabei die
Steigerung der Spinentropie durch eine Senkung der Entropie des Atomgitters
kompensiert, das sich dabei abkiihlt). Mit dieser Kiithlmethode war es zum ersten
Mal méglich, Temperaturen unterhalb 1073 K zu erreichen (Debye,1926). Dabei
wird abwechselnd isotherme Magnetisierung mit Warmeentzug (Senkung von .S)
und adiabatische Entmagnetisierung mit Temperatursenkung vorgenommen (siehe
Aufgabe 9-1). Der qualitative Verlauf dieser Zustandswege ist aus Abb. 10.2 zu
ersehen, wobei nun © = H' > 0, © = H = 0 zu setzen ist. Die Unerreichbarkeit
des absoluten Nullpunkts folgt wieder aus der Eigenschaft, dafl sich alle Kurven
S(T,H = const) nach dem 3. Hauptsatz bei T = 0, S = S(0) treffen. Eine
ausfiihrliche Beschreibung magnetischer Kiithlapparaturen findet sich in M.W.
Zemansky and R.H.Dittman: Heat and Thermodynamics.

10.3 Konstanten in chemischen
Gleichgewichtsbedingungen

Wir betrachten eine chemische Reaktion ng(w) = n4(0) + vow mit den stéchiome-
trischen Koeffizienten v, und der Reaktionslaufzahl w. Die Affinitdt der Reaktion
ist nach Kap. 6.4 durch

AG(T,p,ne(w)) = AH(T,p,ng(w)) = TAS(T, p,ng(w)) = =TAS;, (10.2)

definiert, wobei wir fiir die Ableitung nach der Reaktionslaufzahl w die Bezeichnung
0/0w = A verwenden. AH ist die Reaktionsenthalpie (Reaktionswirme bei T, p =
const). Gleichung (10.2) kann als Entropiebilanz gelesen werden: Nach (6.28) ist
AS;,. die irreversible Entropieinderung und AH/T der Entropiebeitrag der mit
der Umgebung ausgetauschten Reaktionswirme AH bei dw = 1 Reaktionen !.
Aus (10.2) folgt wegen OAG/OT = —AS fiir die Anderung der Wirmekapazitit
C= %H :
0 AH(T =T 0 AS(T

87 ( ,p7na(u})) - (97T ( ,p,na(w)) (10'3)
Nach (10.2, 10.3) hat die Reaktionswirme bei T = 0 die beiden Eigenschaften
AH = AG und B%AH = 0, falls nur AS und 9AS/IT endlich bleiben. Der 3.
Hauptsatz liefert eine Verschirfung dieser beiden Aussagen. Er ist aus der empi-
rischen Regel (Prinzip von Berthelot) entstanden, dafl die Affinitat AG und die

1 Die Vorzeichen der v, seien entsprechend AG < 0 gewéhlt. dw = 1 entpricht dann TAS;,. > 0.
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Reaktionswarme AH schon in einem breiten Temperaturbereich oberhalb T = 0
iibereinstimmen. Fiir die Entropiebilanz (10.2) bedeutet AH ~ AG, dafi die chemi-
schen Reaktionen nahezu isentrop verlaufen, wobei der irreversible Entropieanstieg
durch die Reaktionswérme herausgekiihlt wird. Der 3. Hauptsatz prazisiert diese
Regel in der Form:

. AH-AG )
%{no —F = %1310 AS(T,p,nq(w)) =0
und sagt aus, dal AH — AG stérker als linear in T verschwindet. Er wurde
von Nernst (1906) auch fiir Uberginge auBerhalb des chemischen Gleichgewichts
postuliert. Im folgenden beschrinken wir uns auf chemische Gleichgewichte. Sie
sind nach (6.31) durch verschwindende Affinitat AG = —TAS;, = 0 definiert. Bei
der Berechnung von AG beachten wir, daf die Reaktionsentropie AS nach (10.3)
die Darstellung

T /
AS(T, p,nq(w)) :AS(O7p,na(w))+/ 1 9 AH(T',p,na(w)) (10.4)

. T T

hat, wobei die Integrationskonstante AS(0, p, ny(w)) nach dem 3. Hauptsatz ver-
schwindet. Die Bedingung fiir das chemische Gleichgewicht lautet deshalb

Tar o

o AH (T, p, 10 (w)) = 0

AG(T.pna(w)) = AH(T.p.na@) =T [
(10.5)

Sie geht vollstandig aus dem Temperaturverlauf der Reaktionsenthalpie AH (T, p, ny)
hervor und legt die Stoffzusammensetzung n4(0) + w(7T, p)vy = na (T, p) des Gleich-
gewichts fest, falls n,(0) bekannt ist. Die Darstellung (10.5) der Gleichgewichts-
bedingung ist besonders fiir tiefe Temperaturen geeignet fiir die sich das Integral
iiber die Reaktionsenthalpie nur iiber einen kleinen Bereich erstreckt.

Haufiger ist das chemische Gleichgewicht bei groferen Temperaturen zu berechnen
bei denen die chemischen Potentiale die logarithmische Konzentrationsabhangigkeit
einer nahezu idealen Mischung mit den Aktivitétskoeffizienten f, (7, p) haben:

Mo = ga(Tvp) + RTln(mafa(T,p)) :

Hier sind g, (7T, p) die Potentiale der getrennten Einzelstoffe. Die Bedingung fiir
das chemische Gleichgewicht hat nun die Darstellung

AG = Ag(T,p) + RT Y _va(lnza +In fo(T,p)) =0 (10.6)

Dabei ist Ag = )", vaga das Umsatzpotential des Gesamtsystems der getrennten
Stoffe beziiglich der Reaktion (Anderung bei Mischen-Reaktion-Trennen). Zur
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Berechnung Stoffzusammensetzung des n, (7, p) des Gleichgewichts miissen jetzt
die Aktivitatskoeffizienten f, (7, p) und das Umsatzpotential Ag(T, p) bekannt sein.
Schreibt man die Gleichgewichtsbedingung in der Form 2% = 1 so stimmt (10.6)
mit dem Massenwirkungsgesetz (6.33, 6.46) tberein.

Bei der Auswertung der Gleichgewichtsbedingung (10.6) kann der 3. Hauptsatz
zur Berechnung des Umsatzpotentials Ag(T, p) der ungemischten Stoffe herangezo-
gen werden. Er betrifft nun die Entropieinderung As(T,p) = > Vasa(T,p) der
getrennten Stoffe bei Umsatz von v, mol der Sorte o auf dem Wege Mischen-Re-
aktion-Trennen. Ist Ah(T,p) =Y Vaha(T,p) die Enthalpieinderung auf diesem
Wege, so gilt analog zu (10.4, 10.5)

a1 o
As(T,p) :/0 ?6T’Ah(T/’p) (10.7)
Tar o ,
Bg(T.p) = ANT.p) ~T [ G AT )

da As(0, p) nach dem 3. Hauptsatz verschwindet. Das Umsatzpotential Ag(T, p) in
(10.6) 148t sich also vollstandig aus dem Temperaturverlauf der Umsatzenthalpie
Ah(T, p) berechnen. Dabei ist es von prinzipiellem Interesse, daf sich die partiellen
Ableitungen

0Ah 0Ah
W = Z l/aCa(T,p) ) Tp = Z l/aUa(T7p)

bereits aus den molaren Warmekapazititen c, = 0h, /0T und Molvolumina v, =
Oha/0p der getrennten Einzelstoffe ergeben. Zur Berechnung von Ah(T, p) muf
deshalb neben ¢, , v, die Umsatzwiarme Ah(Tp, pp) an nur einem Referenzpunkt
T, po bekannt sein. Ah(Tp, pg) folgt nicht aus den Eigenschaften der Einzelstoffe
und kann als Wechselwirkungskonstante betrachtet werden. Man vergegenwértige
sich in diesem Zusammenhang, daf} alle an den getrennten Stoffen mefibaren Grofien
bei Potentialtransformationen

ha(T,p) — ha(Tvp)era ) Sa(T,p) I Sa(Tap)eraba , do = const (10'8)

ungeéndert bleiben (entsprechend den Energiesorten Arbeit und Wérme treten
in der Thermodynamik fiir jeden Stoff zwes freie Potentialparameter auf, die der
Enthalpie und der Entropie zugeordnet werden). Aus Experimenten an den wechsel-
wirkungsfreien Stoffen konnen deshalb nur Potentialdifferenzen hq, (T, p) — ha (T0, po)
und s4 (T, p) — o (T}, pj) ermittelt werden. Dagegen sind die Umsatzpotentiale

Ah(T,p) = Ah(TO,po) + Z Voc(ha(Tvp) - ha(T07p0)) y

As(T,p) = As(0,p) + Z Vo (8a(T,p) — 54(0,p))
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nicht invariant gegen die Transformationen (10.8) da sie neben den Einzelstoffgro-
Ben auch von der Stoffwechselwirkung abhéingen. Dabei kénnen Ah(Tp,pg) und
As(0,p) als Wechselwirkungkonstanten gewéhlt werden. Thre Messung erfordert
Zustandswege, die bei den getrennten Stoffen starten und enden, aber dazwischen
auch Stoffmischung und chemische Umsetzung von v, mol enthalten. Es ist nun die
Aussage des 3. Hauptsatzes, dafi die Wechselwirkungskonstante As(0, p) verschwin-
det, so daB8 As(T,p) nach (10.7) durch 0Ah/OT =)  vac, ausgedriickt werden
kann. Deshalb mufl zur Berechnung der Affinitat Ag(T,p) = Ah(T,p) — TAs(T,p)
neben den EinzelstoffgroBen ¢, = 0h, /0T und v, = dhy/0p nur die Wechselwir-
kungskonstante Ah(Ty, po) bekannt sein.

10.4  Aufgaben

Aufgabe 10-1: Volumenableitungen der Entropie bei 7' = 0

(a) Die isotherme Kompressibilitat ist durch

_10V(T,p)

vV op definiert.

R =
Man zeige: Hinreichend fiir

2
l):0 st 1im 220V)

:PE}) T (m 70 OV?2

(b) Ein fester Korper hat die Zustandsgleichung U = pVT 4+ Q(V) , wobei Q) eine
Funktion des Volumens ist. Man zeige: Hinreichend fiir

%imo Cy(T,V)=0 ist lim w =0.

T7—0 OV

Aufgabe 10-2: Erwarmung durch Kompression

Kann man eine Substanz am absoluten Nullpunkt durch reversible adiabatische
Kompression erwdrmen? Was passiert bei irreversibler adiabatischer Kompression
ausgehend von T = 07

Aufgabe 10-3: Warmekapazitat und Entropie
Sei C(T, ©) die Warmekapazitit bei fester Koordinate © und laufender Tempera-
tur 7.

Man zeige: Wiarmekapazitit und Entropie stimmen nahe T = 0 in dem Sinne
iiberein, daf} sich ihre Potenzreihenentwicklungen erst in der Ordnung 72 unter-
scheiden.
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Aufgabe 10-4: Paramagnet bei 7' =0
Man zeige: Das Curie-Weifl Gesetz

D
=77,

H , D=Cm , m = Substanzmasse , H = &ufleres Magnetfeld

widerspricht dem thermodynamischen Verhalten des realen Paramagneten bei
T=0.

Aufgabe 10-5: Oberflichenspannung bei 7' = 0

Man zeige: Die Oberflichenspannung 7)(T) eines fliissigen Heliumfilms an der Be-
hélterwand hat am absoluten Nullpunkt eine verschwindende Temperaturableitung

Aufgabe 10-6: Kristallmodifikationen

Eine Substanz kommt in den verschiedenen Kristallmodifikationen 1 und 2 vor (z. B.
weifles und graues Zinn). Die kalorischen Zustandsgleichungen der Modifikationen
seien als Enthalpien H(T,p) und Hy(T,p) gegeben. Modifikation 1 ist bei der
Temperatur Ty metastabil und geht in die Modifikation 2 iiber.

Wie grof ist der irreversible Entropieanstieg bei diesem Ubergang?

Wie groB ist die Volumeninderung bei diesem Ubergang?

Wie lautet die Bedingung fiir die Temperatur 712 des Phasengleichgewichts?

Aufgabe 10-7: Innere Energie U und freie Energie F'

Man zeige: Die Abbildung U(T, V) — F(T,V) der inneren Energie U auf die freie
Energie F' wird erst dann eindeutig, wenn der 3. Hauptsatz gilt.

Aufgabe 10-8: Einfrieren von Freiheitsgraden

Man betrachte ein thermodynamisches System bei fixierten Arbeitskoordinaten. Sei
W (T) die mittlere kinetische Energie der Punktteilchen des Systems. In Anlehnung
an die klassische Mechanik definiere man die Anzahl f der Freiheitsgrade des
Systems durch f = (dW/dT') 2/k = W'(T) 2/k . Man setze ferner voraus, daf bei
sehr kleinen Temperaturen lediglich harmonische Schwingungen angeregt werden.
Mittlere kinetische Energie und mittlere potentielle Energie steigen dann bei
Erwérmung um den gleichen Betrag an.

Man zeige: Nach dem 3. Hauptsatz verschwindet die Anzahl f = W'(T) 2/k der
Freiheitsgrade am absoluten Nullpunkt. Beachte die Moglichkeit W (0) # 0, daff am
Temperaturnullpunkt kinetische Energie verbleibt, die nicht durch Warmetbertrag
nach auflen herausgekiihlt werden kann.
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Nach seiner Definition &ndert sich das Gibbs-Potential G abgeschlossener Systeme
bei reversiblen isothermen isobaren Vorgéingen nicht. Das Potential G(T,p) der
Gleichgewichtszusténde ist deshalb eine stetige Funktion von Temperatur und
Druck. Anders verhélt es sich mit den Ableitungen 0G/0T = —S,0G/0p =V,
die bei Phasenkoexistenz Unstetigkeiten aufweisen kénnen (Kap. 7.5). Allgemein
gehen Phasentibergéinge mit ausgepréigten Variationen des Gibbs-Potentials einher.
Ehrenfest (1933) hat die Phaseniibergéinge nach der Ordnung der niedrigsten
Ableitung von G(T, p), die eine Unstetigkeit aufweist klassifiziert. Es leuchtet jedoch
ein, dafl mit wachsender Ordnung der Ableitungen von G ihre experimentelle
Zuganglichkeit abnimmt, wobei Unstetigkeiten natiirlich nur bei sehr genauer
Messung feststellbar sind. Da ferner nicht prinzipiell ausgeschlossen werden kann,
daB reale Phasentibergéinge mit stetigen S(T,p), V (T, p) auch keine Unstetigkeiten
in den Ableitungen von S und V haben, also in keine der Ehrenfestschen Ordnungen
passen, hat sich die folgende vereinfachte Klassifizierung als zweckméfig erwiesen:

(1) Phaseniibergéinge 1. Art zeigen bei der Ubergangstemperatur T, Spriinge im
Verlauf von Entropie S(T,p) und Volumen V (T, p) : Ubergangswirme oder Uber-
gangsvolumen verschwinden nicht.

(2) Phaseniiberginge 2. Art zeigen bei der Ubergangstemperatur 7, keine Spriinge
im Verlauf von Entropie S(T,p) und Volumen V (T, p) : Ubergangswirme und Uber-
gangsvolumen verschwinden. Es treten jedoch ausgeprigte Anderungen (Spriinge
oder sehr grofie Werte) in einer Ableitung von S(T',p) oder V (T, p) auf.

Phaseniiberginge 1. Art weisen bei der Ubergangstemperatur im Verlauf von S
zwei Knicke auf (Start und Ende des Sprungs, Abb. 11.1) wihrend S(7T,p) bei
Phasentibergédngen 2. Art hochstens einen Knick hat (analoges gilt fiir V'). In der
Praxis ist davon auszugehen, dafl diese Knicke tiber kleine Temperaturintervalle aus-
geschmiert sind, wobei allerdings eine mathematische Analyse dieser Verstetigung
sehr schwierig ist. Bei manchen Phaseniibergangen 2. Art ist es nicht einfach zu ent-
scheiden, ob Spriinge oder Singularitéten in den Ableitungen von S und V' auftreten.
Oft hat die Warmekapazitat C = T9S5/0T den in Abb. 11.1 angegebenen Verlauf,
wobei |0C /0T | am Ubergangspunkt unendlich wird. Beispiele fiir Phaseniiberginge
2. Art sind der Beginn des ferromagnetischen Verhaltens am Curie-Punkt(Kap. 9.1),
der Beginn der Supraleitung ohne dufleres Magnetfeld (Kap. 9.2), sowie auch der
Beginn der Phasenumwandlung in Stoffmischungen wie sie fiir Legierungen in
Kap. 7.9 beschrieben wurde. Ebenso ist der superfluide Ubergang im fliissigen
Helium von 2. Art, wobei die Messung der Warmekapazitat auf eine Singularitét
bei der Ubergangstemperatur hinweist. Ein weiteres Beispiel sind kritische Punkte.
Fiir die meisten Systeme mit Phaseniibergang 1. Art beobachtet man an der Ko-
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S(T,p) S(T,p)
4 I.Art 4 2.Art

\4

v

: i
Ty (p) T To(p) g

C, = TdS / ar
4 2.Art (A-Punkt)

\4

Abbildung 11.1 Verlauf von Entropie und Warmekapazitit bei Phaseniibergdngen.

existenzlinie bei steigender Temperatur ein Abnehmen der Ubergangswirmen und
Ubergangsvolumina bis sie bei einer kritischen Temperatur T, verschwinden (der
kritische Punkt fir HoO wurde in Kap. 5.3 angegeben). Die 1. Ableitungen von
G(T,p) sind dort stetig und es liegt in der Regel ein Phaseniibergang 2. Art vor.
Nachfolgend erlautern wir einige Beispiele etwas ausfiihrlicher.

11.1  Uberginge in Stoffmischungen

In Kap. 7.5 haben wir den Fall behandelt, dafl die Phasenmengen [, unter der
Nebenbedingung des fixierten Gesamtinventars n eindeutig von Temperatur und
Druck T, p abhéngen. Fiir bindre Mischungen mit fliissiger und fester Phase Kap. 7.9
tritt dieser Fall ein wenn die Grenzkonzentrationen z (T, p) und x4(T, p) (Liqui-



11.1 Ubergénge in Stoffmischungen 171

duskurve und Soliduskurve in Abb. 7.7) verschieden sind. Die Phasenmengen
I (T,p) , ls(T,p) folgen dann aus den beiden Gleichungen

leL(Ta p) + lsxs(Ta p) =nT
lL + ls =n ,

wobei = n1/n die vorgegebene Konzentration im Gesamtsystem ist. Bei festem
Druck ist die Entropie des Systems im Koexistenzgebiet durch S(T") = I.(T)sr(T)+
1s(T)ss(T) gegeben, wobei sy, s; die molaren Entropien von fliissiger und fester
Phase sind. Sie geht an den Phasengrenzen T = Tg(z) , s =nund T =Ty (), Il =
n stetig in die Entropien ns,(T) und nsy(T) der 1-Phasenzustiinde iiber!. Anders
verhélt es sich mit der Warmekapazitat. Sie ist im Koexistenzgebiet durch

o980 _ (ZL dsp(T) | s,(T)

or

+ls

T oT ) +T(sp, — ss)l(T) (11.1)

gegeben, wobei I} (T') = 0l /0T = —I,(T) gesetzt ist. Fiir die 1-Phasenzusténde

auBerhalb des Koexistenzgebiets ist

0s5(T)
or -’

83,; (T)
or

Cs=nT Cr=nT (11.2)
Die Wiarmekapazitéten (11.2) schlieflen stetig an den ersten Term in (11.1) an. Der

zweite Term
T(sp(T) — ss(T))I1L(T) (11.3)

aus (11.1) ist in (11.2) nicht vorhanden und tritt nur im Koexistenzgebiet als
Beitrag der Ubergangswiirme auf. Deshalb springt die Wirmekapazitit um

AC(Ts) = [T(s1(T) = ss(T)IL(T)]r=r

s

(11.4)

wenn die Temperatur bei beginnender Verfliissigung T' = Ts(z) das 2-Phasengebiet
erreicht. Der Beitrag (11.3) zur Warmekapazitit ist bei Verschiedenheit der Soli-
dus- und Liquiduskurven (Abb. 7.7) tiber das Temperaturintervall T7,(z) > Ts(x)
ausgeschmiert. Er verschwindet erst, wenn die Temperatur nach vollstandiger Ver-
flissigung bei T' = T, (x) das Koexistenzgebiet verlafit, sodall wieder (11.2) zutrifft.
Demgemaf springt dort die Warmekapazitat um

AC(Ty) = =[T(s(T) = ss(T)IL(T)lr=1, (11.5)

Bei beschranktem {7 (T') = —I/(T) sind die Spriinge (11.4, 11.5) endlich.
Sowohl bei Ts(z) als auch bei Tp(x) liegen Phaseniibergénge 2. Art vor, da
S = —0G /0T stetig und C' = TS /T fiir s, # s, unstetig ist (Knick in S(T)). Sie

I Wesentlich fiir die Stetigkeit von S(T') ist, daB die Phasenmengen Iy (T),s(T) stetig von der
Temperatur abhangen.
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verbinden im vorliegenden Fall jeweils homogene 1-Phasenzustinde mit heterogenen
2-Phasenzustinden. Im Grenzfall Ty, (z) = Ti(x) vereinigen sich die beiden Uber-
génge 2. Art zu einem Phaseniibergang 1. Art wobei die beiden Knicke von S(T')
nun iiber der gleichen Temperatur liegen und den Entropiesprung geméfl Abb. 11.1
begrenzen. Der Beitrag (11.3) zur Warmekapazitdt schrumpft dann zu einer un-
endlich hohen Spitze verschwindender Breite, deren Integral die Ubergangswirme
ist. Phaseniibergéinge 1. Art mit geringer Unschirfe in der Ubergangstemperatur
haben deshalb ein scharfes Maximum in der Warmekapazitét.

11.2  Uberginge in Supraleitern

Phaseniibergénge 2. Art mit endlichem Sprung in den Ableitungen der Entropie gibt
es auch fiir den Ubergang zum supraleitenden Zustand (Kap. 9.2). Die Phasengrenze
normalleitend-supraleitend ist durch den kritischen Wert H.(T) fiir das duBere
Magnetfeld H gegeben. Der Verlauf von H.(T) ist in Abb. 9.2 dargestellt. Aus der
Clausius-Clapeyron Gleichung (9.10) fiir die Zustandsflichen der Phasenkoexistenz
ergibt sich dann fiir den Entropiesprung an der Phasengrenze

dH., V dH.

SS - Sn - —(,Ll/g _,Un)ﬁ = E C( )ﬁ

(11.6)
wobei p, &0, ps = —VH/4m benutzt ist. Fir Ho(T') # 0 # dH./dT besitzt die
Entropie eine Unstetigkeit und es liegt ein Phaseniibergang 1. Art bei der kritischen
Feldstarke Hq(7T') vor. Bei S5 — S,, = 0 kommt es zu Phasentbergingen 2. Art:

» Nach dem 3. Hauptsatz (Kap. 10) sind am absoluten Nullpunkt 7" = 0 die
Entropien aller Phasen gleich und es treten keine Unstetigkeiten der Entropie
auf. Phaseniibergénge bei T' = 0 sind deshalb immer von 2. Art. Im Falle der
Supraleitung folgt aus Ss — S, = 0 nach (11.6) dH.(0)/dT = 0. Das bedeutet

wiederum
) G -CuT) V. dPH,
o7 s~ Sn) = Jimy T = (05 (11.7)

Die rechte Seite ist nach Abb. 9.2 beschréinkt, sodafl es sich um einen Pha-
seniibergang mit endlichem Sprung in 9S/0T handelt. Er tritt auf, wenn das
auBere Magnetfeld H den Wert H(0) erreicht. Die Wéarmekapazitaten weisen
dort keinen Sprung auf, da am absoluten Nullpunkt Cy = 0 = C,, gilt. Aus
(11.7) geht ferner hervor, dafi die Warmekapazitét C,(T") starker ansteigt
als Cs(T), da H.(0)d?H./dT? nach Abb. 9.2 negativ ist. Dies wird durch die
Messungen bestétigt (Abb. 9.3).

» Wir betrachten dann den Punkt H, = 0, T' = T, der Phasengrenze, wobei die
kritische Temperatur T, durch H¢(T¢) = 0 definiert ist. Nach (11.6) erfolgt auch
dort der Ubergang bei stetiger Entropie Sy — S, = 0. Ohne dufleres Magnetfeld
findet also bei T, ein Phaseniibergang 2. Art zwischen supraleitendem und
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normalleitendem Zustand statt. Fiir die Ableitung der Entropie

47
liegt nun ein positiver Sprung vor. Das T,.-fache dieser Gleichung ergibt den
Sprung der Wirmekapazitiaten nach der Rutgers-Formel (9.12). Siehe Aufgabe
11-3.

11.3  Ubergang im fliissigen Helium

4
25 atm

fliissig 1

fliissig 11

2] 4 i
Ty =217 K T.=52K

Abbildung 11.2 Schematisches Phasendiagramm von Helium (Isotop 4He) bei tiefen
Temperaturen.

Abb. 11.2 zeigt das Phasendiagramm von Helium (Isotop “He) bei tiefen Tempera-
turen. Es zeigt zwei Besonderheiten:

» “Helium bleibt bei einem Druck von weniger als 25 atm bis zur Temperatur
T = 0 fliissig. Die Griinde fiir die fehlende Verfestigung, also die Unfahigkeit zur
Gitterbildung sind die geringen Kréfte zwischen den Heliumatomen und deren
kleine Masse m. Um die Atome im Abstand A in ein Gitter einzubinden darf die
Nullpunktsenergie h? / 2mA? = g( nicht wesentlich gréfer sein als die Tiefe Vj
des Potentialtopfs, der die Kréfte zwischen den Atomen beschreibt (ein Kasten-
potential der Breite /2meg/h? kann nur fiir £9/Vy < 4/7? Bindungszustiinde
aufnehmen). Helium ist ein Sonderfall mit sehr grofiem e¢/Vp also fehlenden
Bindungszustdnden. Fiir die schwereren Edelgase werden Bindungszustinde
durch kleinere Nullpunktsenergien €y und fiir Wasserstoffatome durch grolere
Krifte moglich. Der Einfluf der Kréifte wird fiir Helium erst bei sehr grofem
Druck so stark, dafl wieder Gitterbildung méoglich ist.
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» Im fliissigen “He findet eine Umwandlung zwischen den beiden Phasen He; und
Heyy statt. Dabei tritt keine Ubergangswirme auf, sodaf es sich um einen Pha-
seniibergang 2. Art handelt. Die Warmekapazitiat C(T') zeigt dabei qualitativ
den in Abb. 11.1 gezeigten Temperaturverlauf mit einer scharfen Spitze. Pha-
seniibergénge, die einen solchen Verlauf zeigen treten in der Festkorperphysik
hiufig auf (z.B. auch bei der Umwandlung vom Para- zum Ferromagnetismus
am Curie-Punkt). Sie werden wegen der Ahnlichkeit des Verlaufs der Wérme-
kapazitit mit dem griechischen Buchstaben als A-Uberginge bezeichnet. Fiir
den Her-Heyp Ubergang weisen die Messungen daraufhin, daf8 sich C(7") am
Ubergangspunkt T linear in In |7 — T)| verhilt (Zemansky und Dittman, Heat
and Thermodynamics).

Heyr hat eine sehr kleine Viskositéat und eine groie Wérmeleitfihigkeit. Die damit
zusammenhangenden Phénomene lassen sich im Rahmen des Zwei-Fliissigkeiten
Modells verstehen: Danach besteht Heyp aus zwei ineinander gemischten fliissi-
gen Anteilen, dem superfluiden Helium und dem normalen He;j. Der superfluide
Teil hat verschwindende Entropie und Viskositéit sowie eine abnorm grofle War-
meleitfahigkeit. Die Mengenaufteilung hangt von der Temperatur ab, wobei am
Ubergangspunkt T nur normales und bei 7' = 0 nur superfluides Helium vorliegt.
Hepp verhélt sich also wie eine binére Flussigkeit mit Mischliicke, wobei sich das
Koexistenzgebiet von T bis zum absoluten Nullpunkt erstreckt, ohne dafl eine
Verfestigung eintritt (vgl. Kap. 7.10.1 und Aufgaben 11-4,5). Die Anderung von
C(T) bei T entspricht in diesem Modell einem Sprung um

AC = ~Ts;(T) I(T) (11.8)

bei beginnender Koexistenz von superfluidem Hey und normalem Helium Hey . Dies
ist der Beitrag der Umwandlungswarme zur Warmekapazitat, der fir 0 < T < T}
anwesend und fiir T > T) abwesend ist. Der Sprung (11.8) ist ein Sonderfall des
Beitrags (11.5) in Kap. 11.1, bei dem die Entropie des festen Zustands durch die
Entropie S4(T') = 0 des superfluiden Zustands ersetzt ist. Die superfluiden und
normalen Anteile haben wie koexistierende Phasen ein gemeinsames chemisches
Potential, das nicht vom Mengenverhéltnis I5/l; der beiden Anteile abhéngt. Die
Koexistenz des superfluiden und normalen Heliums entspricht allerdings einem
rdumlich homogenen Zustand. Die Entkopplung der beiden Heliumanteile wird nicht
durch raumliche Trennung erreicht, sondern durch Eigenschaften der energetischen
Verteilung der Atome 2. Dies ist eine Besonderheit des Zwei-Fliissigkeiten Modells.

2 Es handelt sich um einen quantenmechanischen Effekt. Der superfluide 4He-Anteil kann in guter
Néaherung durch Atome im niedrigsten Energieniveau beschrieben werden (Bose-Kondensat)
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11.4 Kritische Punkte

In Kap. 11.1 und 11.3 haben wir Phaseniiberginge 2. Art betrachtet, die mit
einem Wechsel von 2 auf 1 Phasen verbunden sind. Eine Sonderstellung nehmen
dabei die Ubergiinge an kritischen Punkten ein. Fiir die meisten Phaseniiberginge
beobachtet man bei steigender Temperatur ein Abnehmen der Ubergangswirmen
und Ubergangsvolumina bis sie bei der kritischen Temperatur T — T, verschwinden.
Ein Gas 148t sich ohne das Auftreten von Phasengrenzflichen verfliissigen, wenn
man es in einem Zwischenschritt auf iiberkritische Temperaturen T' > T, erwérmt,
sowie danach komprimiert und wieder abgekiihlt. Der kritische Punkt von HoO
wurde in Kap. 5.3 erlautert.

A

p P p

Ubergang 2.Art
mit, krit. Punkt

Ubergang 2.Art

fliissig ohne krit. Punkt

fliissig+Gas
Gas

| | »
T T >

T v Vay 1%

v

Abbildung 11.3 Phaseniiberginge 2. Art zwischen Fliissigkeit und Gas mit und ohne kritischem
Punkt.

Fiir fliissig-Gas Ubergéinge bei konstantem Volumen ist der Sachverhalt in Abb. 11.3
dargestellt. (Siehe auch Aufgabe 11-2). Bei Ubergéingen V = V; ohne kritischen
Punkt weist die Warmekapazitat C(T') = T9S/0T einen Sprung auf, wihrend sie
fiir den Ubergang V = V5 mit kritischem Punkt fiir Edelgase eine Singularitit vom
Typ const - In |T" —T,| hat (Zemansky und Dittman, Heat and Thermodynamics).

Zum Versténdnis der kritischen 2-Phasenzustédnde betrachten wir die Zusammen-
setzung des Gesamtsystems aus kleinen Teilsystemen (Zellen). Im gemeinsamen
Gleichgewicht haben alle Zellen die gleichen Werte T, p, . Liegen diese Werte im
Koexistenzgebiet so ist Phasenkoexistenz in jeder Zelle moglich wobei der Pha-
seniibergang nach (7.12) durch die molaren Basisvektoren (s1,v1,X1), (s2, U2, X2)
geregelt ist. Bei fixierten Werten von U, V,n des Gesamtsystems bleibt noch der
Austausch von Energie, Volumen und Teilchen zwischen den Zellen moglich. Er
findet wegen der thermischen Fluktuationen tatséchlich statt und kann in jeder
Zelle zu Anderungen der Phasenaufteilung fiihren: Wir betrachten zuerst nicht-
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kritische 2-Phasenzusténde. Hier unterscheiden sich die molaren Basisvektoren
(s1,v1,%x1) und (s2,v2,%x2) Phasen merklich und die einhiillende Tangente nach
Kap. 7.1, 7.4 iiberspannt einen groflen Potentialabschnitt entsprechend einem lan-
gen Zustandsweg vom homogenen Ungleichgewicht zum heterogenen Gleichgewicht
(Abb. 7.3). Deshalb ist ein deutlicher Verzug des Phaseniibergangs vorhanden und
die Phasenaufteilung der Zelle ist gegeniiber kurzzeitigen Energieiibertrigen stabil®.
Die Fluktuationen sind deshalb nicht als makroskopische Dichteschwankungen
sichtbar.

Eine andere Situation liegt in der Néhe von (s1,v1,X1) = (S2, v2,X2) vor, wo sich
die Basisvektoren (s4,vq,%,) der beiden Phasen nur geringfiigig unterscheiden (sie
spannen dort einen Simplex (7.15) mit sehr kleinem Offnungswinkel auf). Dort
iiberspannt die einhiillende Potentialtangente nur einen kleinen Potentialabschnitt
und der zeitliche Verzug des Phaseniibergangs ist gering (Kap. 7.1, 7.4). Die ther-
mischen Fluktuationen sind dann in der Lage, die Entmischung der Phasen lokal
aufzuheben und es kommt zu heftigen zeitlichen Dichteschwankungen. Sie treten
an allen Systemorten auf, wobei die fluktuierende Substanz makroskopisch als
homogen erscheint. Im Falle, daf8 es sich um Ubergéinge zwischen fliissiger und
Gasphase handelt lassen sich die kritischen Fluktuationen deutlich an den optischen
Eigenschaften erkennen: die Streuung von Licht an den zeitlichen Dichteschwankun-
gen 1Bt Wasser am kritischen Punkt bei 647 Kelvin undurchsichtig und milchig
erscheinen (Kap. 8.3). Abkiihlen oder Erwérmen um Bruchteile eines Kelvin stellt
dabei den normalen durchsichtigen Zustand wieder her.

Kritische Erscheinungen treten auch fiir den Ferromagnetismus im Eisen bei
1044 Kelvin auf, wobei nun die Magnetisierungsdichte statt der Dichte starke
Fluktuationen aufweist. Fiir ferroelektrische Substanzen (Kap. 9.3) fluktuiert die
Dichte des elektrischen Moments am kritischen Punkt.

Die makroskopischen kritischen Effekte konnen erst durch Einbeziehung der Fluk-
tuationen in die thermodynamische Betrachtung verstanden werden. Es handelt sich
um Vorgéinge mit heftiger Zeitabhéngigkeit deren Betrachtung iiber den Rahmen
der Gleichgewichtsthermodynamik hinausgeht. Von besonderem Interesse ist dabei
das Verhalten der Warmekapazitat C(T') bei T' = T,. Dort gilt fiir die molaren
Entropien $; = sy und der in Kap. 11.1 erlauterte Sprung T'(s1(T") — s2(T"))dly /dT
von C(T) verschwindet wenn nur dly /dT" beschrénkt ist. Bei endlichen Ableitungen
ds1(T)/dT, dso(T)/dT sollte dann gemif (11.1) auch die Warmekapazitit C' end-
lich bleiben. Tatséchlich werden jedoch die Warmekapazitéiten bei der kritischen
Temperatur T, in der Regel unendlich. Diese Divergenzen sind durch die ausge-
pragten thermischen Fluktuationen am kritischen Punkt verursacht (vgl. Kap. 8.3).
Das Verstandnis der physikalischen Effekte, die mit den kritischen Fluktuationen
einhergehen gehort zu den Fragestellungen der Renormalisierungstheorie. Einige
Konsequenzen fiir das Verhalten thermodynamischer Groflen an kritischen Punkten
sind in Anhang B zusammengestellt.

3 Der Verzug des Phaseniibergangs kann als Folge der Oberflichenspannung verstanden werden
wenn die Entkopplung der Phasen durch rdumliche Trennung erfolgt, vgl Kap. 8.3
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11.5  Aufgaben

Aufgabe 11-1: Phaseniibergange 2. Art

Bei Phaseniibergéngen 2. Art nimmt das System keine Warme auf und das System-
volumen V' &ndert sich nicht. An den Koexistenzpunkten der beiden Phasen 1,2
gilt also

Vl(Tap) - VZ(Tap) = AV(T,p) =0 , Sl(Tvp) - SQ(T’p) = AS(T,p) =0

Die 1. Ableitungen von V(7,p) und S(7T,p) haben die folgende physikalische
Bedeutung;:

1 T
V% = (3 = thermischer Expansionskoeffizient (isobar)
1 T
_Va‘/((ap,p) = x = Kompressibilitit (isotherm)
1 T
f% = C = Wirmekapazitit (isobar)

Zeige, dafl langs einer Kurve p(T') von Koexistenzpunkten die folgenden beiden
Gleichungen von Ehrenfest gelten:

dp _AB 4 % _ AC

ar ~ Ax U UT T VTAB

wobei A, Ak, AC die Differenzwerte beziiglich der koexistierenden Phasen 1,2
sind.
Benutze dabei die Maxwell-Relation, die zur Gibbsfunktion G(T',p) gehort.

Aufgabe 11-2: Verstetigter Phaseniibergang
Fiir 2-Phasen Zusténde werden

95(T,p)
Cp = TT und RT =

_OV(T,p)
Vop

unendlich,

da sich Entropie und Volumen bei fixierten T, p-Werten d&ndern kénnen. Demgegen-

iiber bleiben die isochore Warmekapazitét und und die adiabatische Kompressibili-

tat

oS(T,V)
oT

9V (S,p)

Cy =T
v Vop

und kg = endlich,

da sich der Phaseniibergang bei fixiertem Volumen (Abb. 11.3) oder bei Wérmeiso-
lation verstetigt. Man zeige, daf} fiir den 2-Phasen Zustand
dp(T) ) 2

=vr(“

Cv
Ks
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gilt, wobei p(T) der Koexistenzdruck ist. Beweise zuerst

(3), (&)
(%), V().

Aufgabe 11-3: Supraleitendes Zinn

&

Cy =T und kg = —

QJ‘Q)
0

Die Grenzkurve zwischen zwischen supraleitendem und normalem Zinn ist nidhe-
rungsweise durch

T2

H.(T) = HC(O)(l - ﬁ) , H.(0) = 305 Oersted , T, = 3,72 Kelvin
c

gegeben. Die Dichte von Zinn ist 7,3 - 103 kg/m? .

Wie grof} ist die Differenz zwischen den spezifischen Wéarmen von supraleitendem
und normalem Zinn bei T'= T, . Beachte, dal 10ersted nach Umrechnung auf die
GauBsche Darstellung der Feldstirke 1(J/10m?)/2 entspricht. Siehe Kap. 9.

Aufgabe 11-4: Hej-Phase

Nach dem 2-Flissigkeiten Modell besteht Herp aus den Anteilen He; und dem
superfluiden Hey im Phasengleichgewicht. Man betrachte zwei mit Hey; gefiillte
Zellen mit einer warmeisolierten Trennwand, die nur fiir den superfluiden Anteil
Heg durchlassig ist. Vgl. Abb. 6.1. Die Entropie des Heg verschwindet. Deshalb
erfolgt trotz des Hey Ubertrags kein Warmeiibertrag durch die Trennwand und die
Zelltemperaturen T7,T5 konnen auch im Gleichgewichtszustand verschieden sein.

(a) Zeige: Im Gleichgewichtszustand gilt fiir die molaren Gibbs-Potentiale des Hery
in den Zellen

G(T1,p1,m G(T3,p2,n2
g(T1,p1) = ( ) = ( ) = g(Ts,p2)
1 9

wobei n1,ny die Molzahlen des Herp in den Zellen sind. Benutze die Gibbs-

Duhem Relation (4.6) fiir die chemischen Potentiale bei nur einer chemischen
Komponente.

(b) Berechne die Druckdifferenz ps — p1 aus der Temperaturdifferenz 7o — 77 und
den molaren Werten von Entropie und Volumen.

Aufgabe 11-5: Schmelzdruck von 3He

Man berechne den Schmelzdruck ps von *Helium bei der Temperatur 7' = 0 unter
Benutzung der folgenden Naherungen:

(a) Fiir T < 1K ist die Warmekapazitat Cr, des fliissigen *Helium proportional zur
Temperatur 7.
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(b) Die Wirmekapazitiit C, des festen *Helium ist fiir 7 < 0,003 K groSer als C,
und fiir 0,003 K < T < 1K kleiner als C'f,. Die Entropie S des festen *Helium
ist fiir T' < 1K stiickweise linear in der Temperatur.

(¢) Die Volumina des fliissigen und festen *Helium sind im betrachteten T, p-Bereich
konstant.

(d) Bei 0,32 K gilt fiir den Schmelzdruck ps = 29 atm und dp,/dT = 0. Bei 0,7 K
ist ps = 34 atm.

Aufgabe 11-6: Verdampfungswarme am kritischen Punkt

Fiir eine Substanz sei bekannt, daf§ sie unterhalb einer Grenzkurve p = pp,;. (V) im
p, V-Diagramm aus einem Gemisch aus Fliissigkeit und Dampf besteht, wiahrend
oberhalb p;,;. (V) nur eine Phase vorliegt. In der Nihe des kritischen Punktes
Ves e, Tt st

Pmiz(V) =pe — (V — Vc)Qa , a = const

eine gute Naherung.

Eine Theorie sagt fiir die Substanz in der Néhe des kritischen Punktes den Dampf-
druck p(T) = pce_b(TC_T)z/3 , b= const voraus.

Man berechne in der Ndhe des kritischen Punktes die Verdampfungswirme als

Funktion des Drucks. Ist die Vorraussage fiir die Dampfdruckkurve p(T) realis-
tisch?
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12 Zeitabhangige Kontinuumsthermodynamik

Bisher haben wir die Thermodynamik der Gleichgewichtszustdnde behandelt. Nur
fiir diese haben wir Temperatur und Entropie definiert. Deshalb wurden Vorgénge
mit Ungleichgewichtszustdnden immer unter der Einschrankung betrachtet, daf3
Anfangs- und Endzustédnde Gleichgewichtszustéinde sind. In den folgenden Kapiteln
befassen wir uns mit dem Zeitverhalten thermodynamischer Ungleichgewichte.
Ausgangspunkt der quantitativen Beschreibung ist der Begriff des partiellen Gleich-
gewichts nach Kap. 4.5: das System wird rédumlich in viele kleine Materialzellen
zerlegt, von denen sich jede in einem separaten inneren Gleichgewichtszustand
mit eigener Temperatur und Arbeitskoeffizienten befindet. Die Unterschiede von
Temperatur und Arbeitskoeffizienten zwischen benachbarten Zellen werden dann
zum Ausgangspunkt der Berechnung des zeitlichen Ausgleichsvorgangs gemacht.
Dabei ist besonders zu beachten, dal die thermodynamische Beschreibung nur
die Relativbewegung der Molekiile innerhalb der Materialelemente betrifft. Dem-
gegeniiber wird die Schwerpunktsbewegung (Konvektion) der Materialelemente
nicht der thermischen Energie sondern der mechanischen Energie zugerechnet. Fiir
kleine Materialzellen ergibt sich daraus eine Kontinuumsthermodynamik, die zur
Berechnung der meisten technischen Anwendungen hinreicht. Wir besprechen die
wichtigsten Bestandteile dieses Ansatzes und die notigen Korrekturen jetzt im
einzelnen.

Materialzellen

Die Naherung des partiellen Gleichgewichts geht davon aus, daf} in kleinen Raum-
bereichen (Materialzellen) bereits Gleichgewicht erreicht ist. Damit ist gemeint,
daf3 die hinterfragten Arbeitskoeflizienten der Zelle sehr nahe bei ihren durch
Temperatur und Arbeitskoordinaten gegebenen Gleichgewichtswerten liegen. Bei
zu kleinen Materialzellen wird diese Naherung allerdings schlecht. Es treten dann
Kurzzeitschwankungen der aktuellen Arbeitskoeffizienten auf, die nicht vernachlés-
sigt werden kénnen. Diese Schwankungen bleiben gering wenn fiir die Teilchenzahl
der Zelle N > 1 gilt, also wenn die Zelle grofl gegen den mittleren Teilchenabstand
A ist. Andererseits soll die Zelle noch so klein sein, daf} sich eine rdumlich stetige
Beschreibung ergibt, also z. B. die relative Anderung der Temperatur iiber die Zelle
klein bleibt. Der Durchmesser § der Materialzelle ist deshalb durch

T(r)
ALK m ) (12.1)

eingeschrankt, wobei die linke Ungleichung die Kurzzeitschwankungen begrenzt,
wahrend die rechte die rdumliche Stetigkeit der Beschreibung sichert. Durch den
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Ubergang vom Gesamtsystem zum heterogenen System der Materialzellen entsteht
eine ortsabhéngige Thermodynamik, wobei ¢ die Ortsauflosung wiedergibt.

Grundlage der irreversiblen Thermodynamik ist die Energiebilanz zwischen zwei
Gleichgewichtszustinden einer Materialzelle. Wie in Kap. 4.4, G1(4.3) mufl man hier
streng zwischen dem reversiblen Ersatzprozess und dem realen Prozess zwischen den
beiden Zustinden unterscheiden. Der reversible Ersatzprozess durchlauft nur Gleich-
gewichtszustéinde und wird durch die Gibbs-Fundamentalgleichung dU = T'dS+§A’
der Zelle bilanziert. Dabei ist der Arbeitsiibertrag 6 A’ durch die quasistatischen Ar-
beitskoeffizienten langs des Zustandsweges festgelegt. Demgegeniiber durchléuft der
reale Prozess auch Ungleichgewichtszusténde der Materialzelle mit realen Arbeits-
koeffizienten. Dies fithrt zur Aufteilung der gleichen Energiedifferenz dU = 6Q + A
in reale Warme- und Arbeitsiibertriage. Aus T'dS + 0A’ = 6Q + 6A folgt dann die

Entropiebilanz (4.3):
0Q 0A—A
as = Tt

T = Beitrag aus realem Wérmeiibertrag ,
JA — A
T

Dabei ergibt sich die Hysteresearbeit dA — 6 A’ eindeutig aus dem Zeitverlauf der
Arbeitskoordinaten wenn nur das Materialelement grof§ genug im Sinne von (12.1)
ist.

= lokale Entropieerzeugung .

Zustandsfelder

Es ist sinnvoll, die Kontinuumsthermodynamik in extensiven Zustandsgrofien dar-
zustellen, die durch die Zellenmassen dividiert sind. Wir wollen sie spezifische
Groflen nennen (spez. Entropie, spez. Volumen, ...). Im Grenzfall sehr kleiner
Materialzellen ergeben sich daraus spezifische Zustandsfelder, die vom Zellenort
r abhingen. Bei der Losung konkreter Probleme legt man zunéchst fest, welche
Felder den Materialzellen zuzuordnen sind. Neben den spezifischen Feldern der
thermodynamischen Zustandsgréfien und den dufleren Feldern muf hier die Schwer-
punktsgeschwindigkeit v(r) der Materialzellen als unabhéngiges Feld berticksichtigt
werden um die Energiebilanz zu vervollstandigen. Ferner ist die zellenweise Giltig-
keit der Homogenitéatsrelationen aus Kap. 4.6.3 wichtig. Sie fithrt dazu, daf die
Zustandsgleichungen der Materialzelle auch fiir die spezifischen Zustandsgrofien
richtig sind, ohne daf} die Zellenmasse M als unabhéngiger Parameter mitgefiihrt
werden muf}. Zum Beispiel lautet die Homogenitétsrelation fiir die innere Energie
der Materialzelle eines reinen Stoffs:

Vv
U=T(T,V,M)=MT (T,M,1> (12.2)
Daraus folgt die Zustandsgleichung w =T'(T,v,1) fiir die spezifischen Zustands-
felder u(r) = U/M , v(r) = V/M . Die Homogenitétsrelation (12.2) fiir die innere
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Energie trifft zu, wenn die Teilchenwechselwirkung innerhalb der Zelle nur eine
geringe Reichweite d hat. Die Bindungsenergie eines Teilchens an die Zelle erreicht
dann fiir § > d einen Séttigungswert, der nicht mehr von der Zellengréfie 6 abhéngt.
Deshalb steigt die innere Energie U = M u(T,v,1) des Materials fir 6 > d und
bei konstanter Dichte 1/v nur noch linear mit der Zellenmasse M an. Die Homoge-
nitétsrelation (12.2) gilt auch fiir die potentielle Energie des Materials im guferen
Feld wobei die spezifische potentielle Energie nicht mehr von der Zellenmasse M
abhéngt (solange das Feld tiber die Zelle konstant ist).

Grundsétzlich ist hier anzumerken, dafl mikroskopisch alle Kréafte in der Molekiil-
und Festkorperphysik auf die Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen und
Protonen zuriickgehen. Fiir die Thermodynamik wichtig sind jedoch die effektiven
Krifte zwischen zusammengesetzten Teilchen oder Anregungen (Atome, Molekiile,
Exzitonen, Plasmonen, ...), deren Impulsiibertriage die Schwankungen der be-
trachteten Arbeitskoeffizienten bestimmen. Die Bildung dieser zusammengesetzten
Teilchen erfolgt durch Mechanismen, die Gegenstand der Molekiil- und Festkérper-
physik sind, nicht aber der Thermodynamik. Sind die Teilchen neutral so haben die
effektiven Kréfte eine geringe Reichweite weil sich die Coulombkréfte abschirmen.

Beitrage zur inneren Energie

Zur Klassifizierung der Energiebeitrdge in der Kontinuumsthermodynamik machen
wir die Annahme der Lokalitit der Warmekapazitaten. Damit ist gemeint, dafl
sich die Warmekapazitat des Gesamtsystems als Summe von Beitrdgen schreiben
148t, von denen jeder die Zustandsgréfen nur einer Materialzelle enthélt!. Dies
wollen wir stets voraussetzen. Dagegen 148t sich die Gesamtenergie nicht immer
als Summe von lokalen Beitrdgen schreiben. Sie ist aber immer noch eine Summe
eines temperaturabhangigen lokalen Anteils und eines nichtlokalen Anteils, der
nicht zur Warmekapazitat beitragt (siehe Aufgabe 16-2). Physikalisch bedeutet
dies, daf} die thermodynamische Gleichgewichtsndherung mit der Temperatur als
statistischem Parameter nur die Relativbewegung und die relativen potentiellen
Teilchenenergien innerhalb jeder Zelle betrifft. Die verbleibende Bewegung der
Materialschwerpunkte und die langreichweitigen Kréfte zwischen ihnen werden
demgegeniiber in der Kontinuumsthermodynamik exakt beschrieben. Energiebeitra-
ge, die der Homogenitéatsbeziehung (12.2) geniigen wollen wir kiinftig als lineare
Energien bezeichnen. Nach dieser Erlduterung haben wir folgende Beitréage zur
Energie zu unterscheiden:

(A) Lineare Energien aus kurzreichweitigen Kriften (d < §). Temperaturabhéngig-
keit vorhanden.

(B) Lineare Energien aus langreichweitigen Kréaften im fixierten dueren Feld. Keine
Temperaturabhéngigkeit.

1 Die Lokalitat der Warmekapazitaten ist dquivalent zur Additivitit der Entropien der Materi-
alzellen. Die Definition der absoluten Temperatur nach Caratheodory beruht wesentlich auf
dieser Eigenschaft (siche Anhang A und Straumann, Thermodynamik)
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(C) Nichtlineare Energien aus langreichweitigen Teilchenkriften (d > §). Keine
Temperaturabhéangigkeit.

(D) Eine Sonderrolle spielen Grenzflichen des homogenen Materials. Dort ist ein Teil
der molekularen Wechselwirkungen eines Teilchens durch Wechselwirkungen
mit Partnern des benachbarten Materials ersetzt. Diese Korrekturen werden
durch Grenzflichenenergien zusammengefafit, die ebenfalls nichtlinear im Sinne
von (12.2) sind und explizit von der molekularen Kraftreichweite d abhdngen.

In den folgenden Kapiteln betrachten wir thermodynamische Systeme, bei denen
nur lineare Beitréige des Typs (A,B) zur Energie auftreten. Dabei kann in jeder Zelle
eine andere mehrphasige Stoffmischung vorliegen (verschiedene Phasen kénnen
formal wie verschiedene Stoffe behandelt werden). Bei diesen Systemen liefern
die Zustandsgleichungen der Materialzellen lokale Beziehungen zwischen den Zu-
standsfeldern, in denen auch duflere Felder vorkommen. Die Ortsauflésung § mufl
hier nicht als unabhéngiger Parameter mitgefithrt werden, weil die Zustandsglei-
chungen fiir hinreichend grofie Materialelemente homogen im Sinne von (12.2)
sind. In Anwesenheit nichtlinearer Energiebeitrage vom Typ (C) wie z. B. die
Coulombwechselwirkung zwischen den makroskopischen Ladungsdichten in der Plas-
maphysik, mufl auf die Methoden der Molekularfeldtheorie zuriickgegriffen werden
(Siehe dazu Brenig, Statistische Theorie der Wérme). Ebenso wird die Kinetik der
Grenzflachenphénomene mit Energiebeitrigen (D) hier nicht behandelt.

Korrekturen zu den zeitlichen Differerentialgleichungen

Wir beschrénken uns in diesem Buch auf die Naherung, daf8 die Relaxationsstrome
durch lineare Ansétze in den Affinitdten mit wenigen kinetischen Koeffizienten
beschrieben werden. Die allgemeine Theorie der Relaxationsphdnomene betrachtet
auch in den Affinitdten nichtlineare Beitrage (vgl. dazu Kluge, Grundlagen der
Thermodynamik und Kap. 17).

Ferner hat man sich zu vergegenwartigen, dafl die Relaxationsgleichungen der
Thermodynamik den Zeitverlauf einer Gréfle nur in der Naherung vernachléssig-
ter Schwankungen wiedergeben. Wir wollen hier erldutern, warum dies fiir die
ZustandsgroBlen der Thermodynamik eine gute Naherung ist. Ausgangspunkt ist
die Feststellung, daf} eine physikalische Groéfle nicht genauer berechnet werden
muf} als es die Aufgabenstellung erfordert. Die Genauigkeitsforderung wollen wir
Toleranzbreite der Gréfle nennen. Thermodynamische Gréflen fithren andererseits
Zufallsschwankungen aus die nicht den Relaxationsgleichungen unterliegen. Dabei
kann sich die Grofle auch vom Gleichgewichtswert entfernen. Bei zeitsymmetrischer
Mikrophysik folgt dies schon aus der Moglichkeit der zeitumgekehrten Prozes-
se. Ein geeignetes Maf fiir diese Schwankungen der Grofle ist ihre thermische
Standardabweichung, deren Quadrat als mittlere quadratische Abweichung vom
Gleichgewichtswert definiert ist. Eine ZustandsgroBe der Thermodynamik zeichnet
sich dadurch aus, daf§ ihre Standardabweichung kleiner als die angeforderte Toleranz-
breite ist (die in Kap. 1.3 erlduterten makroskopischen ZustandsgréBen haben eine
geringe Standardabweichung weil sie sich aus sehr vielen Molekiilkoordinaten zusam-
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mensetzen). Die meisten kleinen Fluktuationen um den Gleichgewichtswert liegen
dann unter der Toleranzbreite wihrend grofie Schwankungen innerhalb der rechne-
risch verfolgten Zeitspanne extrem selten sind (ihre mittlere Wiederkehrzeit liegt
weit tiber der Beobachtungszeit, Kap. 20.3). Nur in der Naherung vernachléssigter
Schwankungen wird der Zeitverlauf einer Grofle durch die Relaxationsgleichungen
der makroskopischen Thermodynamik beschrieben.

Korrekturen dazu werden wichtig wenn die thermische Standardabweichung der
Grofle die Toleranzbreite der Beobachtung iibersteigt. Dies ist fiir sehr kleine Syste-
me oder auch in der Néhe kritischer Punkte der Fall. Die Schwankungsphénomene
werden in Kapiteln 18-20 mit Methoden der statistischen Mechanik behandelt
(siehe dazu auch Stratonovich, Nonlinear Nonequilibrium Thermodynamics und
Streater, Statistical Dynamics).

12.1  Lokale Bilanzierung extensiver GroBBen

Wir beginnen mit der allgemeinen Form der Bilanzgleichungen fiir eine extensive
Grole W in einer raumfesten Zelle A mit dem Volumen V. Sie ist im Laborsystem
durch eine nicht bewegte Oberfliche Oy definiert. Die lokale Dichte von W am
Zellenpunkt r ist

w(r,t)zvlgo W‘(/ZA) , (12.3)

wobei sich das Volumen Va im Grenzfall auf den Punkt r zusammenzieht. Daraus
ergibt sich fiir die extensive GréBe W die Darstellung W = [, w(r,t)dV. Ihre
Zeitableitung ist W = Jyy Ovw(r,t)dV, wobei 9, die Ableitung nach t bei fixiertem
Ort r ist. Aus physikalischen Griinden ist es sinnvoll zwischen Oberflichenbeitrigen
und Volumenbeitrigen (Quellen) von W zu unterscheiden. Anteile von W, die
sich durch experimentelle Sperrmafinahmen an der Zellenwand Oy unterbinden
lassen werden als Oberflachenbeitrag — va w(r,t)-df (Einstromung oder Aus-
stréomung durch Oy ) definiert, wobei w(r) die W-Stromdichte und df das nach
auBen gerichtete Flachenelement ist. Der verbleibende Teil von W wird seinen
Quellen [, qw (r,t)dV (Erzeugung oder Vernichtung im Volumen V) zugerechnet,
wobei wir die Quelldichte gy (r, t) kiinftig W-Produktion nennen. Zusammen ergibt
sich daraus

/5}11) av = — w~df+/qW dV:/(fdiv W+ qw)dV |
v Oy v v

wobei fiir den Oberflichenbeitrag der Gauflsche Satz benutzt wurde. Dividieren
wir wie in (12.3) durch Va, so ergibt sich im Grenzfall Vo — 0 die raumfeste
W-Bilanz

Opw(r,t) = —div w(r,t) + qw(r,t) (12.4)
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Wir befassen uns hier Mischungen von C' Stoffsorten mit den Komponenten [ =
1...C, in denen auch chemische Reaktionen ablaufen kénnen und wenden die
W-Bilanz (12.4) auf die Massen der Einzelkomponenten an. Es folgt mit den
Bezeichnungen

w = p; = Massendichte ,
w = m; = Massenstromdichte ,

qw = I'1 = Massenproduktion
die raumfeste Massebilanz fiir die Komponente I:
8tpl =—divm+1Iy. (125)

Zum Verstéandnis der Produktionen I'; miissen wir chemische Reaktionen betrachten.
Bei nur einem Reaktionstyp lassen sich die chemischen Umsétze durch nur einen
Teilchenzahlanderungsvektor v ... ¢ und den Teilchenzahlvektor n; ...nc nach

n=m4+vy , l=1...C (12.6)

beschreiben. Die Zahlen v; < 0 fiir einlaufende Teilchen und v; > 0 fiir auslaufende
Teilchen sind die stochiometrischen Koeffizienten der Reaktion, z. B. vy, vo, vim,0 =
—2,—1,+1 fiir 2H4+0O — H,0 . Werden n; und v; in Einheiten mol (6.022 * 10
Teilchen) gerechnet und sind «; die Molgewichte, so folgt fiir die Massebilanz des
Teilchenumsatzes (12.6)

e}
!
n = niog + vog E viog =0 .
=1

Die zweite Gleichung driickt die Erhaltung der Masse bei chemischen Reaktionen
aus. Ist dann w die Reaktionsrate=Anzahl von Reaktionen des Typs (12.6) pro
Volumen- und Zeiteinheit, so ist die Massenproduktion der Komponente [ durch

c
I'} = yjoyw mit ZF; =0 (Masseerhaltung)
=1
gegeben. Zur Bilanzierung der Gesamtmasse definieren wir zuerst die Massendichte
p und die Schwerpunktsgeschwindigkeit v (Konvektionsgeschwindigkeit) durch

>y
El Pl

Die Stromdichte der Gesamtmasse ist dann durch ), m; = pv gegeben. Durch
Addition der Gleichungen (12.5) folgt damit die raumfeste Massebilanz (Kontinui-
tétsgleichung):

c
p:Zpl und v =
=1

Orp = — div(pv) (12.7)
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Wegen der Erhaltung der Masse bei chemischen Reaktionen tritt hier kein Produk-
tionsanteil auf . Nach der Definition der Schwerpunktsgeschwindigkeit v kénnen
wir neben der raumfesten Zeitableitung 9;(r = const) die kdrperfeste Zeitableitung
d; einfithren 2. Sie ist durch die zeitliche Anderung definiert, die ein mitbewegter
Beobachter als Anderung einer Grofie erfahrt. Zur Erlauterung betrachten wir ein
beliebiges Feld o(r,t) und beachten, dafi der mitbewegte Beobachter wihrend At
von r nach r + vA¢ lduft. Deshalb hat ¢(r,t) die korperfeste Zeitableitung

. p(r+ VALt + At) — o(r, t
i) = i, SNSRI

Taylorentwicklung des ersten Terms bis zur linearen Ordnung in At fithrt im
Grenzfall At — 0 auf

dip(r,t) = Opp+v- grad ¢ (12.8)
Die Unterscheidung zwischen den Zeitableitungen d; und 0; wird immer dann

wichtig wenn merkliche Konvektionsgeschwindigkeiten v auftreten.

Wir schreiben jetzt auch die allgemeine W-Bilanz (12.4) auf korperfeste Grofien
um. Nach (12.8) besitzt die Massebilanz (12.7) die Darstellungen dip = —pdiv v
oder pd;p~! = div v. Daraus ergibt sich die Identitét

,odtg = dw + v- grad w+ wdiv v = dyw + div(vw)
P
Setzen wir die raumfeste W-Bilanz (12.4) ein so folgt daraus
,odtg = —div(w — vw) + qw , (12.9)
p

wobei fiir alle extensiven Grofen W die gleichen Zellenwerte p und v fiir Massen-
dichte und Schwerpunktsgeschwindigkeit zutreffen. Wir definieren dann analog zu
(12.3) als spezifisches W die Grofe

w . W(Ma)
t)=—=1 —=
w(r,?) p Mo Ma
Ma = Zellenmasse

Ferner bezeichnen wir das Vektorfeld w(r,t) = w — vw als korperfeste W-Strom-
dichte. Damit ergibt sich aus (12.9) die kérperfeste W-Bilanz

pdiw(r,t) = —div w(r,t) + qw(r,t) , (12.10)

die zur raumfesten W-Bilanz (12.4) gleichwertig ist. Kérperfeste Grofien werden
wir kiinftig auch Schwerpunktsgréfien nennen. Ferner wollen wir zur Vereinfachung
unter Stromen immer die Stromdichten verstehen und die flichenintegrierten
Stromdichten als Fliisse bezeichnen.

2 Die kérperfeste Zeitableitung wird oft auch als materielle oder substantielle Zeitableitung
bezeichnet
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12.2 Die Massebilanz

Als erste Anwendung der korperfesten Bilanz betrachten wir die Masse W = n;qy
der Stoffsorte [. Hier ist w = p; und

c
w = P c; = Konzentration Stoffsorte [ ch =1,
p
=1

c
w = m; — p;v = J; = Diffusionsstromdichte Stoffsorte [ Z J, =0 (12.11)
1=1

Man beachte dabei, dafl Diffusion nur stattfindet wenn mindestens zwei Stoffsorten
anwesend sind, die sich relativ zueinander bewegen (fir C = 1 folgt J; = 0). Mit
diesen Definitionen ergibt sich nach (12.10) fiir die kérperfeste Massebilanz der
Stoffsorte [ :

pdicy = —div J; + oy . (12.12)

Beide Seiten verschwinden nach Summation tiber [ .

12.3  Die Impulsbilanz

Als nachste Anwendung betrachten wir den Impuls fiir die Bewegung des Zellen-
schwerpunkts in den drei Raumrichtungen 5 = 1,2,3 . Fiir die kérperfeste Bilanz
der Impulskomponente in S-Richtung gilt W = Mvg , w=pvg , w=1g

w = w3 = kérperfeste Impulsstromdichte

gw = kg = Produktion der Impulskomponente .
Die korperfeste Impulsbilanz lautet also fiir die §-Richtung;:
pdivg = —div wg + kg (12.13)

Zum besseren Verstédndnis dieser Bilanz integrieren wir sie iiber das Zellenvolumen V'
und beachten, daf divg = bg die Beschleunigung des mit vg bewegten Massepunkts
ist. Unter Benutzung des Gaufischen Satzes fiir den ersten Term ergibt sich

/bng: —/ Tl'g-df-i—/ kgdV = Oberflichenkraft + Volumenkraft .
v oy v

Oberflichenkraft: dKz = —mg - df ist offenbar die Kraft, die von der Umgebung
auf das Flachenelement df ausgeiibt wird. In der Kontinuumsmechanik definiert
man diese Kraft durch dK =7 -df, wobei 7 der Spannungstensor ist. Fiir alle
Orientierungen von df gilt deshalb dK3 =—mg - df = 7 - df und die korperfeste
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dK

Abbildung 12.1 Kraft der Umgebung auf das Oberflichenelement der Zelle

Impulsstromdichte mg ist bis auf das Vorzeichen mit den Zeilen 73 des Spannungs-
tensors identisch: mwg = —73 .

Man fafit die Impulsstromdichten mg auch zum Drucktensor w zusammen und
schreibt 3: m = —7 . Beide Tensoren sind aus Griinden der Drehimpulserhaltung
symmetrisch (Becker und Biirger, Kontinuumsmechanik).

Volumenkraft: Die Produktion (k1,ke,ks) = k des Impulses ist die Dichte der
dufleren Kraft auf das Material in der Zelle. Sie wird durch makroskopische Felder
ausgeiibt, die auflerhalb der Zelle erzeugt werden, aber in die Zelle hineingreifen
(z. B. elektromagnetische- oder Gravitationsfelder). Wir benutzen kiinftig fir die
Volumenkrifte die Zerlegung k = »°, k; wobei die Teilchensorte I der dufleren
Kraftdichte k; ausgesetzt ist. Die Bewegungsgleichung (12.13) lautet dann in
Vektorschreibweise

pdyv = —div 7T+Zkl (12.14)
1

12.4  Aufgaben

Aufgabe 12.4-1: Volumenbilanz bei korperfestem Rand

Raumfeste und korperfeste Bilanz einer extensiven Grofie W lauten
. w .
Oy w=—div w+qw , pdi—=—div w+qw .
p
w = Dichte, w = Stromdichte, w = w — v w , gy = W-Produktion. Die Strom-

dichte des Volumens im Laborsystem sei gleich der Schwerpunktsgeschwindigkeit v
(korperfeste Volumenwand).

3 Die Zelle iibt die Gegenkraft 7 - df auf die Umgebung aus
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(a) Zeige: Die Volumenproduktion ist gy = div v .

(b) Zeige: Die kérperfeste Volumenbilanz lautet pd;p~!

=div v .

Aufgabe 12.4-2: Beschleunigungsfreie Stromung

In einer beschleunigungsfreien Stromung heben sich Oberflichenkréfte und
Volumenkréfte auf und es gilt fiir die Geschwindigkeitskomponente vg in der
Raumrichtung f3:

pdivg = —div wg+kg =0 , p= Massendichte , 7 = Drucktensor ,
73 = kérperfeste Impulsstromdichte (Zeile von 7)
ks = Kraftdichte in 8-Richtung .

(a) Zeige: Die Impulsdichte pvg erfiillt unter den genannten Vorraussetzungen
di(pvg) = — div(vpvg) . Man benutze die Beziehung pd;p~! = div v .

(b) Wie lautet die Stromdichte der Impulskomponente Mwvg im Laborsystem und
wie groB ist die Einstrémung der Komponente Mvg durch die Oberfliche Oy
eines starren Volumens V im Laborsystem ?

12.5 Energiebilanz und erster Hauptsatz

In der Energiebilanz der Kontinuumsthermodynamik muf} die kinetische Energie
Mv?/2 der Schwerpunktsbewegung (Konvektionsenergie) der Zelle beriicksichtigt
werden. Wir wenden die kérperfeste Bilanz (12.10) zuerst auf die Zellenenergie E
an. Hier ist:

)

e
p

S

E
:E‘7 = = =, = =
W w=e v w=e

= raumfeste Energiestromdichte ,

w=e
w = e = e — ve = korperfeste Energiestromdichte

qe = Dichte des Leistungsiibertrags aus den Volumenkréften Z k; .
1

Energiequellen

Sind v; = m;/p; die mittleren Geschwindigkeiten der Teilchen der Sorte I, so ergibt
sich fiir die Dichte des Leistungsiibertrags aus den Volumenkréften: g = >, v; - k;.
Der Ubertrag ¢z stammt aus der Lageenergie der Zelle im duBeren Feld, welche nicht
in F enthalten ist (bei dieser Darstellung des Energiesatzes bleibt die potentielle
Energie des Zellenschwerpunkts auerhalb von F).

Korperfeste Energiestrome

Mechanisch: Nach Kap.(12.3) wird durch das mit der Geschwindigkeit v bewegte Fla-
chenelement df der Zelle die mechanische Leistung v-dK =v-71-df = —v-7m-df
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eingetragen. Dies entspricht dem mechanischen Beitrag v-7 zur Energiestrom-
dichte.

Diffusion: Wir betrachten den Ubertrag von Teilchen der Sorten [ =1...C durch
ein nicht bewegtes Flachenelement df mit den Stromdichten J; nach (12.11).
Mit der Diffusion (Teilcheniibertrag) geht ein vom Wirmestrom unabhéngiger
Energiestrom einher. Wird er so definiert, daf er keinen Entropietransport durch
das Fldchenelement df enthélt, so treten die chemischen Potentiale p; am Ort
des Fliachenelements als Energiekoeffizienten der Stromdichten J;/«; auf und die
isentrope Energiestromdichte aus Diffusion ist:

ZJ;— Z Jip, , p, = massebezogenes chemisches Potential (12.15)

Warme: Alle Energiestrome, die weder mechanisch sind, noch der Teilchendiffusion
ohne Entropiestrom nach (12.15) zugeordnet werden faft man zum Warmestrom
zusammen. Dementsprechend definiert man den korperfesten Warmestrom als

C
Q=§—v-ﬂ—szgl

Es ist iiblich, den gesamten Warmestrom Q nach

a8
Q=Q + Z']l Ts, , s = o —(T,p,p1...pc) = partielle Entropie ,

=1
= Massendichte .

zu zerlegen, wobei Q" der Warmeleitung und ), J; T's; der Wérmediffusion zuge-
ordnet wird (siehe Aufgabe 12.8-4). Fiir die Warmeleitungsstrom Q' ergibt sich
daraus 4

=e—V-T— Ji( +T5
Q@ Z oty ) (12.16)

hy=p, +Ts = partlelle Enthalpie
wobei }_, Ji(p, + Ts;) = >, J1 Iy die Energiestromdichte aus Diffusion nach
Hinzurechnung der Warmediffusion ist.

Mechanischer Beitrag, Diffusionsbeitrag und Warmebeitrag ergeben zusammen die
Energiestromdichte

C
Ty T +Q .

=1

4 Im Einklang mit Kap. 12.1 sind Warmestréme als Energiestromdichten definiert .
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Die korperfeste Bilanz der Gesamtenergie lautet deshalb:
c

pdie = —div(v-m+ Y T+ Q)+ > vi-k (12.17)
=1 l

AnschlieBend bilanzieren wir die Konvektionsenergie Mv?/2 : Multiplikation der
Bewegungsgleichung (12.14) mit v ergibt
2
v . .
pdt? =—v-div m + Zv-kl = —div(v-m) + Z(@gvy)ﬂ'gV + Zv-kl
l By l
Dabei ist —v - div 7 die Dichte der Beschleunigungsleistung aus Oberflachenkréften.
Definieren wir den Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten durch Wy, = (9gv,+
04v3)/2 und beachten die Symmetrie des Drucktensors 7 , so ergibt sich mit der
Konvention » 5 Wgymg, =W : m auch
2
v .
pdtgz—dw(v'ﬂ')-i-W:ﬂ'—i—zl:V'kl (12.18)
Die Beschleunigungsleistung aus Oberflaichenkriften ist hier als Differenz der
mechanischen Energieeinstromung — div(v - o) und der mechanischen Deformati-
onsleistung W : 7 = —W : 7 an der Zelle dargestellt. Die innere Energie U der
Zelle ergibt sich aus der Gesamtenergie E durch Abzug der Konvektionsenergie
U= FE — Mv?/2 . Entsprechend ist u = ¢ — v?/2 die spezifische innere Energie
und ihre Bilanz ist die Differenz der Bilanzen (12.17) und (12.18):

C

pdiu = _diV(ZJlEl +Q) —-7m: W+ Z(Vl —v)-k
=1 1

Definieren wir k; = k;/p; als spezifische duflere Kraft fiir die Teilchensorte I , so
folgt

Y vi—v) k=) (m-pv) k= Tk,
! ! 1
wobei J; die Diffusionsstrome nach (12.11) sind. Die korperfeste Bilanz fiir die
innere Energie lautet damit

C

pdiu = _diV(ZJlHl +Q)+71: W—|—ZJZ~Q

=t : (12.19)

c
= _(Zﬂzdiv‘]l) —divQ — 7 : W—l—z.]l-(ﬁ—grad &)
=1 1

Hier ist 7 : W = —m : W die Dichte der mechanische Deformatonsleistung an der
Zelle und ), J; - k; der Beitrag der dufieren Felder. Gleichungen (12.17) und (12.19)
sind dquivalente Darstellungen des ersten Hauptsatzes in der Kontinuumsthermo-
dynamik.
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12.6  Aufgaben

Aufgabe 12.6-1: Energiestrome im Laborsystem und im Schwerpunktsystem

Raumfeste und korperfeste Energiebilanz lauten in Abwesenheit duflerer Felder
Oe=—div e , pdie=—div e ,
e = Energiedichte, e = Energiestromdichte im Laborsystem,

e = spezifische Energie, e = Energiestromdichte im Schwerpunktsystem.

Gegeben sei Material mit nur einer Teilchensorte und ohne Scherkréfte. Die Dichte
u der inneren Energie soll die Homogenitétsbeziehung u = T's — p + pp erfiillen
(s = Entropiedichte, p = Massendichte). Warmestrome seien vernachléssigbar.

(a) Zeige durch Bilanzierung der Energie eines starren raumfesten Volumens:
Der Energiestrom im Laborsystem ist e = (u+v?/2) m, m = Massestromdichte,
i = p1/a = massebezogenes chemisches Potential, a = Molekulargewicht.

(b) Zeige durch Bilanzierung der Energie eines Volumens mit korperfesten Wénden:
Der Energiestrom im Schwerpunktsystem ist e = p v, p = Druck.

Aufgabe 12.6-2: AuBere Krifte mit Potential

Die Teilchensorten [ = 1 ... C sollen den spezifischen dufleren Kraften k; =
—grad v, unterliegen, die durch zeitunabhéngige Potentiale v;(r) darstellbar sind.
Teilchendichten, Geschwindigkeiten und Diffusionsstrome seien p;, vy, J; .

Zeige: Die Energiebilanz

pdie=—dive+> pvi-k
l

kann mit der neuen spezifischen Energie e 4+, >, pity = py potentielle Energie,
p =>_,; pr und der neuen Energiestromdichte e + >, ¢; J; als Energiebilanz ohne
Produktion geschrieben werden:

pdi(e+ 1) = —div(e + > _idy) .
l

In dieser Darstellung ist die potentielle Energie py) des Materials in die spezifische
Energie und die Anderung pdy1) in die Energiestromdichte hineingerechnet.

Aufgabe 12.6-3: Konvektion im isotropen Spannungsfeld

Man betrachte Materialkonvektion im isotropen zeitunabhéngigen Spannungsfeld
7 =1p , Op =0 . Es sollen keine dufleren Kréfte vorhanden sein.

(a) Zeige: Es gilt die Bernoulli-Gleichung

2
Pdt(% + B) =p divv , p= Massendichte .
p
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(b) Man benutze die Bernoulli-Gleichung (a) und den 1. Hauptsatz fiir die Dichte u
der inneren Energie um zu zeigen: Besteht das Material aus nur einer Stoffsorte,
so gilt

2 h
pdt<%+;> = —divQ |

h = u + p = Enthalpiedichte , Q = korperfeste Wéarmestromdichte .

(c) Zeige: Wenn zeitunabhéngige duflere Krifte mit der Kraftdichte k = —p grad o
vorhanden sind, so verallgemeinert sich die Bernoulli-Gleichung (a) auf

2

pdt(g—&-%—i—w) =p divv .

Aufgabe 12.6-4: Konvektion

Zeige: Fiir die Dichte pv?/2 der Konvektionsenergie im #ufleren Feld
mit der Kraftdichte k(r) gilt

v? v?
&(p;) + div(vp?) =v-(k—div m) ,

p = Massendichte , v = Schwerpunktsgeschwindigkeit |,

7 = Drucktensor .

12.7  Entropiebilanz und zweiter Hauptsatz

Die irreversible Thermodynamik befafit sich mit Entropiednderungen, die in wéirme-
isolierten Systemen auftreten. Es wird also die innere Entropieerzeugung hinterfragt.
Zu ihrer Berechnung betrachten wir zuerst partielle Gleichgewichte die aus schwach
gekoppelten Systemanteilen (Zellen) bestehen. Im entkoppelten Zustand befinden
sich alle Zellen im inneren Gleichgewicht und haben Entropien, die sich zur Ge-
samtentropie addieren (diese wird stets additiv aus den Gleichgewichtsentropien
kleinerer Systemanteile zusammengesetzt). Nach Einschalten der Zellenkopplung
treten Ungleichgewichtszustdnde auf und es kommt zu Ausgleichsvorgdngen. Um
die Entropiedanderung des Gesamtsystems zu berechnen, betrachtet man Prozesse,
deren Anfangs- und Endzustédnde partielle Gleichgewichtszustdnde sind. Nur fiir
diese sind Entropie und lokale Temperaturen eindeutig definiert. Eine besondere
Rolle spielt dabei der reversible Ersatzprozess (Kap. 4.4). Er ist durch eine phy-
sikalisch realisierbare Folge von Gleichgewichtszustdnden definiert, die Anfangs-
und Endzustand stetig verbindet. Reversible Ersatzprozesse sind so langsam, dafl
die Abweichungen vom Gleichgewicht gering bleiben (quasistatische Idealisierung).
Die folgende Berechnung der Entropieerzeugung basiert darauf, dal Energie- und
Entropiedifferenz zwischen Anfangs -und Endzustand unabhéngig von der Prozess-
fihrung sind, also fiir realen Prozess und reversiblen Ersatzprozess die gleichen
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Werte haben: dS = dS’, dU = dU’ obwohl im allgemeinen fiir Warme und Arbeit
0Q #6Q), 6A # 0A’ gilt. Dabei fafit § A alle Energietibertrdge zusammen, die nicht
zum Wirmeiibertrag gerechnet werden (alle gestrichenen Grofilen beziehen sich auf
den reversiblen Ersatzprozess). Wihrend des reversiblen Ersatzprozesses findet im
System keine Entropieerzeugung statt und die Entropiednderung d.S ergibt sich
nur aus dem Warmetibertrag Q' von aulen: dS = §Q’/T. Das bedeutet

dU = 0A +6Q = 6A" +6Q" = A" + TdS (nach Gleichung 4.3)
oder: TdS = dU — 6A' = 6A — 6A' +6Q = TAS +5Q .

Damit ist die Entropieanderung durch die beiden Energiebilanzen ausgedriickt.
0A — §A’ ist die Hysteresearbeit: Von der real eingetragenen Arbeit §A wird die
Arbeit A’ des reversiblen Ersatzprozesses zwischen Anfangs- und Endzustand
abgezogen. Dementsprechend ist AS = (§A — §A’)/T die Entropieerzeugung®. Im
konkreten physikalischen Reibungsmodell ergibt sich also die Entropieerzeugung
AS erst aus der Kenntnis beider Arbeitsiibertrage: Von §A ist nur der Anteil 6 A’
auf dem reversiblen Riickweg wiedergewinnbar, der Verlust § A —J A’ definiert TAS.
Nach dem 2. Hauptsatz gilt fiir Entropieinderung und Wérmeiibertrag des realen
Prozesses T'dS > 6Q. Nach (4.3) bedeutet dies:

TAS >0, (12.20)

also positive Entropieerzeugung.

Wir betrachten hier die folgenden Modellannahmen:

(a) Bei reversibler Prozessfithrung liegen nur isotrope Kréfte vor (keine Scherspan-
nungen), wobei der Drucktensor die Gestalt w’= p’1 hat. Dabei ist p’ der
Gleichgewichtsdruck der Zelle nach ihrer Isolation und Relaxation.

(b) Die Gleichgewichtswerte p’ und p; von Druck und chemischen Potentialen der
Zelle sind gleich ihren Werten p = Spur(s)/3 und p; bei realer Prozessfiih-
rung: p’ = p und gy = g (keine Hystereseeffekte fiir Druck und chemische
Potentiale).

(c) Bei gegebenen Werten p’ und 1 héngt die reversible Arbeit 6 A’ nicht von den
auBeren Kréften k; ab. Diese Kréfte gehen nur in die potentielle Energie des
Zellenschwerpunkts ein, die zu den Energien E und U nach Kap. 12.5 keinen
Beitrag leistet.

Arbeitsiibertrag und Energiebilanz des reversiblen Ersatzprozesses lautet deshalb

SA = —p/dV + > " pdM, , dU =—p'dV + Y pdM, + TdS (12.21)
l l

5 Ausgedriickt in Arbeitskoeffizienten a; und Arbeitskoordinaten z; gilt AS = Zz(al —a;)da:l/T .

Die Kenntnis der Energiebilanz dU = TdS + Zl ag dx; des reversiblen Ersatzprozesses
(Gibbs-Fundamentalgleichung) ist fiir die Entropiedefinition unentbehrlich.
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wobei wir ausnutzen, dafl 6Q’ = T'dS die Entropieinderung ist. Zur Herleitung der
korperfesten Entropiebilanz dividieren wir (12.21) durch die konstante Zellenmasse
M und erhalten mit p; = p fiir die spezifischen ZustandsgroBen der Zelle

du :—pd +Zuldcl+Tds .
p

Dividieren wir die Gleichung durch das Zeitintervall dt und 16sen nach ds/dt = d;s
auf, so ergibt sich die Darstellung von (12.21) als korperfeste Entropiebilanz.
Nachdem ein Faktor p/T aufgenommen ist folgt

pdis = %d&-ﬁ- ppdt ZM dicy

Die zeitlichen Ableitungen auf der rechten Seite konnen aus den Bilanzgleichungen
fiir Energie und Masseanteilen ¢; der realen Prozesse entnommen werden. Nach
(12.19) und (12.12) sowie pdip~! = div v ergibt sich

dS_T:W_diV(ZlJZHl+Q)+21JZ'£_’_£’di Y
pis = T T
B o (= divy + wyag)
T

Zur Umformung dieser Gleichung benutzen wir die beiden Identitéiten

L /Q
leVQ—le(

1
T) —Q-gradf , div(Jyw) = pdivd; +J; - grad

und erhalten die korperfeste Entropiebilanz:

1
pdis = — div <?> + Q- grad T
N T: W +9p'div v n Yo di- (ki —grad p) B Z wyog (12.22)
T T T

l

Definiert man die letzten vier Terme als Produktion o = o™ + P + 0% + o der

Entropie und s = Q/T als ihre Stromdichte so ergibt sich die Standardform(12.10)

der Entropiebilanz pd;s = — div s + 0. Die einzelnen Beitrige o™, o”, 6%, o der

Entropieproduktion (Quelldichte der Entropie) sind nach dem 2. Hauptsatz positiv

und haben die folgende Bedeutung:

0@ = Q- grad(1/T) ist die Entropieproduktion aus Wirmeleitung. grad(1/T’) zeigt
in Richtung kleinerer Temperaturen. 0% > 0 bedeutet deshalb, daf die Wirme
von heifl nach kalt fliefit.
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oM = (W : 7+p'div v)/T ist die Entropieproduktion aus mechanischer Reibung.
W : T beschreibt den gesamten Arbeitseintrag in die Deformation der Zelle
und p’ div v den Abzug der reversiblen Kompressionsarbeit. Der Tensor W der
Deformationsgeschwindigkeiten kann nach W% + 1div v/3 zerlegt werden,
wobei der Anteil W® wegen Spur(W®) = 0 keine Volumeninderungen
enthilt. W® beschreibt also Gestaltsinderungen bei konstantem Volumen,
die man auch als Scherdeformationen bezeichnet. Nach (b) ist p’ = p und es
folgt fiir die Reibungsverluste

div v

T:WHpdivv=T:(WP+1 )+ p' div v

=7 : WO L —p)divv=T: W9

Das bedeutet: Nach Modell (a,b,c) ist der Reibungsverlust identisch zur
Scherarbeit, wihrend die Kompressionsarbeit vollstéindig riickgewinnbar ist.
Diese Annahme ist fir viskose Fliissigkeiten geeignet. Fiir reale Substanzen
sind Korrekturen erforderlich, die beriicksichtigen, daf3 ein Teil der Scher-
arbeit riickgewinnbar ist, wihrend ein Teil der Kompressionsarbeit zu den
Reibungsverlusten beitrégt.

ol = 3,3, (k; — grad g;)/T ist die Entropieproduktion aus Diffusion. Anteil
dudi- ki Aus dem &uBeren Feld wird Beschleunigungsarbeit in die Zelle
iibertragen, die durch Bremsstofie (Moderation) in Warme umgesetzt wird
und zu ToP beitrigt. Anteil —>,J;- grad gy : Teilchen diffundieren in
Gebiete mit kleinerem chemischen Potential. Hier wird die frei werdende
chemische Energie durch Moderation in Warme umgesetzt und trigt zu To”
bei. Befindet sich das System im partiellen Gleichgewicht, so gilt in jeder
Zelle k; — grad p; = 0 und die Einfliisse aus duflerem Feld und systematischer
Anderung von g in der Zelle auf die Entropieproduktion heben sich auf. Dies
ist der Inhalt von Annahme (c) fiir den reversiblen Ersatzprozess.

oft = =3, /T ist die Entropieproduktion aus der chemischen Reaktion

(bei 1 Reaktionstyp). Wir betrachten die Anderung éw = wét der Reaktions-
laufzahl wahrend der Zeit 6t . Bei vollstandig isolierten Zellwdnden laufen
chemische Reaktionen bei Q) = 0 = § A also dU = 0 ab, wobei im energetisch
abgeschlossenen System Entropie produziert wird. Um sie wie oben bilan-
zieren zu kénnen miissen Anfangs- und Endzustand Gleichgewichtszusténde
sein, die durch einen reversiblen Ersatzprozess mit 6Q’ # 0 # § A’ verbunden
werden konnen. Dazu verwendet man den Begriff des idealen Antikatalysators
mit dem man die Reaktion in der Zelle so stark verlangsamt, daf§ ein inneres
Gleichgewicht bei festgehaltenen Teilchenzahlen entsteht®. Der reversible
Ersatzprozess wird dann so gefiihrt, daf die Teilchenzahlédnderung v;dw ohne
chemische Reaktion durch Teilchenaustausch mit der Umgebung erfolgt wobei

6 Es wird unterstellt, daB der Antikatalysator nur die Reaktionszeit nicht aber die Zustands-
funktionen des lokalen Gleichgewichts dndert.
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12.8

die reversible Arbeit A" = >, vjoypdw tibertragen wird. Nach (4.3) gilt
dann fiir Hysteresearbeit und Entropieerzeugung der chemischen Reaktion
0A —0A" =TAS = = viagudw = Tolst .

Die GroBle a = Y, vy = Y, v ist die Affinitét der Reaktion. Nach dem
2. Hauptsatz ist To®® = —aw > 0 . Das bedeutet: Fiir negative Affinitit
lduft die Reaktion in Vorwiértsrichtung w > 0 und fiir positive Affinitét
in Riickwirtsrichtung w < 0. Fiir @ = 0 also ¢® = 0 liegt ein absolutes
Gleichgewicht in dem Sinne vor, dafl die isolierte Zelle auch nach Entfernung
des Antikatalysators im inneren Gleichgewicht verbleibt weil ohne Einwir-
kung von auen keine Zustandsdnderungen moglich sind. Der 2. Hauptsatz
legt nur das Vorzeichen der Reaktionsgeschwindigkeit fest. Er macht aber
keine Aussage iiber den Betrag der Reaktionsgeschwindigkeit also iiber die
Zeitskala der Reaktion. Die Berechnung der Relaxationszeiten geht iiber die
Gleichgewichtsthermodynamik hinaus und ist Gegenstand der irreversiblen
Thermodynamik.

Aufgaben

Aufgabe 12.8-1: Energiestrome und Homogenitatsrelation

Wir betrachten Material ohne Scherkrifte. Die Energiestromdichte an einem festen
Ort im Laborsystem ist dann

pv* Z

e:7V+TS+ZHzml ,

=1

p = Dichte , p = Druck , T' = Temperatur , K= chemische Potentiale |,

v = Schwerpunktsgeschwindigkeit , s = Entropiestromdichte ,

m; = Massenstromdichten .

Die kérperfeste Energiestromdichte sei e = pv+Ts+) ", HlJ | , mit s = kdrperfeste
Entropiestromdichte, J; = Diffusionstromdichten.

Zeige: Unter diesen Annahmen gilt fiir die Energiedichte e die folgende Homogeni-
tatsbeziehung

e

pv* d

:——p+Ts+Zgl P

2
=1

s = Entropiedichte, p; = Massendichten .
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Aufgabe 12.8-2: Raumfeste Bilanz der inneren Energie

Fur Material ohne Scherkréfte lautet die raumfeste Bilanz fiir die Dichte e der
Gesamtenergie:

2
. v
Oie = —dlv(q—i—p?v—l—ZHlml) —|—Zml ki .
1 1

Zeige, da dann die raumfeste Bilanz fiir die Dichte u = e — pv?/2 der inneren
Energie durch:

2
. v
Oru = —div(q + zl:ﬁlml) - Pdt? + zl:ml ki

gegeben ist. Dabei ist pv?/2 die Dichte der Konvektionsenergie.

Aufgabe 12.8-3: Systemwand weder raumfest noch korperfest

In der Kontinuumsthermodynamik kann die Systemgrenze eine beliebig bewegte
geschlossene Oberflidche sein, die nicht mit physikalischen Materialgrenzen iiber-
einstimmen muf. Ist sie weder starr noch koérperfest so kénnen sich sowohl das
Systemvolumen als auch die Systemmasse &ndern. Fiir Material ohne Scherkréfte
ist die raumfeste Energiestromdichte

c 2
e=q+ Z(gl + %)ml , q = Wirmestromdichte |,
=1

= chemische Potentiale , v = |Schwerpunktsgeschwindigkeit| ,

m; = Massenstromdichten .

Zeige: Bewegt sich die Systemwand bei r mit der Geschwindigkeit w so ergibt sich
der Energietibertrag durch die Wand aus der Energiestromdichte

2

c
v
ew=pw+q—Tsw+ E (ElJr?)(ml—plw)
=1

p = Druck , T'= Temperatur , s = Entropiedichte ,
p= Z p1 = Massendichte.
1

Man benutze die Homogenitétsrelation

5 c
_pv _ Lo
=" "D +T s+ lg_l #,p1 = Energiedichte .

Aufgabe 12.8-4 Warmediffusion, Warmeleitung, Warmekonvektion

(a) Man betrachte ein kleines Materialelement €, mit Schwerpunkt r , in der die
Zustandsgleichungen der Gleichgewichtsthermodynamik zutreffen. Seine Entropie
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sei S(T,p, My ... M¢) und M;/V = p; seine Massendichten. Im Schwerpunktsystem
von €, tritt keine Warmekonvektion auf, da kein Strom der Gesamtmasse vorliegt.
Trotzdem findet dort ein Warmetransport statt, der mit dem Materialaustausch
bei Diffusion einhergeht: Die Diffusionsstrome J; erzeugen

. o . 08

Wiérmediffusionsstrome = J;T's;, , s, = a—(T,p7 P1---PC)
Pl

wobei s; die partiellen Entropien der Stoffe sind. Fiir den gesamten Warmediffusi-
onsstrom trifft im allgemeinen ), T's; J; # 0 zu obwohl }~, J; = 0 gilt.

Zeige: Fafit man die Warmediffusion mit dem isentropen Energiestrom (12.15) aus
Teilchendiffusion zusammen, so lautet der neue Energiestrom aus Teilchendiffusi-
on:

> b3y, by=0H(T,p,p1...pc)/0p , H(T,p,My...Mc)=T S+G .
l

Dabei ist G(T,p, M ... M¢) das Gibbs-Potential des Materialelements ¢,.

(b) Warmekonvektion findet dadurch statt, daff sich das Materialelement e, als
Ganzes bewegt. Der Warmestrom aus Konvektion ist durch T's v gegeben, wenn v
die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Materialelements ist und s = S(T,p, p1 . .. pc)
seine Entropiedichte. Demgegeniiber definieren wir den Warmetransport als Ener-
giestrom >, T's; m; , wobei s; die partiellen Entropien nach (a) und m; die
Massestrome des Laborsystems sind. Ausgehend vom korperfesten Warmestrom Q
ergibt sich der Warmestrom ¢ des Laborsystems durch Addition der Warmekon-
vektion, also q=Q +Tsv .

Zeige: Falls die Homogenitétsrelation >, p; 5, = S(T,p,p1...pc) zutrifft, so
folgt der Wérmeleitungsstrom (12.16) Q' =Q — )", T's; J; aus dem Wérmestrom
q des Laborsystems durch Abzug des Warmetransports: Q' =q — >, T's; m; .

Aufgabe 12.8-5: Enthalpiestrome bei isentropen oder isothermen
Massenstromen

Man betrachte eine kleine Umgebung €, des Orts r . Die Massendichten der
Stoffsorten [ = 1...C seien M;/V = p; . Es finden keine chemischen Reaktionen
statt. In €. sollen die Zustandsgleichungen der Gleichgewichtsthermodynamik
zutreffen, wobei die Enthalpie H[S, p, M ... M] die Homogenitétsrelation

H[S,p, My ... M S
[S.p, Vl c] =Hls,p,p1...pc] , v = s = Entropiedichte

erfiillt. Ferner soll grad s(r,t) = grad T'(r,t) = grad p;(r,t) = 0 gelten. Der Druck
p sei zeitlich konstant. Die Enthalpiedichte ist durch h = H{[s,p, p1 ... pc] definiert.
Der Enthalpiestrom h erfiillt divh = —8; h(r,t) . m; seien die Massestrome.

(a) Zeige: Ist die Entropiedichte s(r,t) in €. zeitlich konstant, so 148t sich der
Enthalpiestrom durch h =37, . my mit p, = 0H[s,p, p1 ... pc]/Op definieren.
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(b) Zeige: Ist die Temperatur T(r,t) in €, zeitlich konstant, so 148t sich der
Enthalpiestrom durch h = }7,(T's; + ) my mit s, = 9S(T,p,p1...pc)/Op
definieren.

Aufgabe 12.8-6: Materialiibertrag ohne Entropiestrom

Man betrachte einen Hohlraum in einem festem Strukturmaterial. In diesem Mate-
rial sei ein Stoff ¢ eingelagert der mit dem Massestrom mgy(r) in den Hohlraum
ausgast. Dabei sind r , s(r) , p(r), T Ort , Entropiedichte , Massendichte , Tem-
peratur an der Hohlraumwand. Der Vorgang soll so langsam erfolgen, dafl im
Hohlraum keine Entropieproduktion stattfindet.

(a) Wie grofl muf} der korperfeste Wérmestrom Q(r) an der Wand sein damit die
Entropie des Gases im Hohlraum konstant bleibt?

(b) Wie grofl wiren die Werte von Entropie und Temperatur im Hohlraum wenn
man ausgehend vom Vakuum wéhrend des ganzen Vorgangs den Warmestrom
(a) einstellen kénnte? Ist der Warmestrom nach (a) zu Anfang des Vorgangs
mit den thermodynamischen Hauptsétzen vertréglich? Beachte, dafl die absolute
Temperatur der Wand positiv bleibt.
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Nach (12.22) besteht jeder der vier Beitrige o = o™ + 0P + 0% + o' der Entro-
pieproduktion aus einem Faktor der zur Prozessgeschwindigkeit proportional ist
und einem Faktor der die Abweichung der Zustandsgrofien vom Gleichgewicht
beschreibt:

Faktor j aus Faktor Y aus
Dissipationstyp Prozessgeschwindigkeit Abweichung vom Gleichgewicht
oM =M . yM T+pl TW®
ol =3P YD J; 7(k, — grad )
O—Q :JQ . YQ Q grad %
of = )R yR w —%a
Tabelle 13.1 Relaxationsstrome jp und Affinitdten Yz
Entropieproduktion ¢ = Z_]B Yp (13.1)

B

Die zu den Prozessgeschwindigkeiten proportionalen Faktoren jp werden als Relaxa-
tionsstrome bezeichnet und die zur Abweichung vom Gleichgewicht proportionalen
Faktoren Yp als thermodynamische Kréfte oder Affinitéiten. Die Relaxationsstrome
sind dabei direkt in Anlehnung an die Bilanzgleichungen (12.7, 12.14, 12.19) fiir
Masse, Impuls und Energie normiert. Uber (13.1) normiert dies auch die Affini-
taten Yp. In Tabelle 13.1 wird nur 1 Reaktionstyp mit der chemischen Affinitét
a =", v betrachtet. Y = —a/T ist die zugehérige normierte Affinitét.

Der Index B lauft sowohl iiber den physikalischen Dissipationstyp b als auch
iiber seine Vektor- oder Tensorkomponenten mit dem Laufindex 3. Wir schreiben
B = (b, ) wobei b die physikalischen Dissipationtypen M, D;, @, R durchlauft
und (3 die Vektor/Tensor- Komponenten von b. Fiir C Materialsorten treten B = 6+
3(C'+1)+1 Werte fiir B auf, da 6 Tensorkomponenten, 3(C'+1) Vektorkomponenten
und 1 Reaktionstyp vorliegen.

Die Feldgleichungen der Kontinuumsthermodynamik gehen von der Annahme aus,
daf die Relaxationstrome jp eindeutige Funktionen der Affinitéiten Yp, sowie der
ZustandsgroBen T, p, p; des lokalen Gleichgewichtszustands sind:

JB = LB(---YB’ |Tap7/1'l) )
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wobei die Funktionen Lg auch nichtlinear in den Affinitdten Yz sein konnen. Sie
parametrisieren die Dynamik der Ausgleichsvorgénge und kénnen nicht aus der
Gleichgewichtsthermodynamik berechnet werden. An den Nullstellen von jp = L
ist liegen Gleichgewichtszustéinde der Zelle vor. Hier ist der Ausgleichsvorgang
entweder behindert (gehemmtes Gleichgewicht mit Y5 # 0) oder schon vollzogen
(absolutes Gleichgewicht mit Yz = 0). In den gehemmten Gleichgewichten ist der
Ausgleichsvorgang unterbrochen (z. B. wegen innerer Grenzschichten oder Antikata-
lysatoren), obwohl in der Umgebung noch Potentialunterschiede Yg # 0 vorhanden
sind. Demgeniiber treten im absoluten Gleichgewicht keine Ausgleichsvorginge auf
weil wegen Yp = 0 alle Potentialunterschiede abgebaut sind. Wir betrachten dann
die Yp-Umgebung des absoluten Gleichgewichts. Entwickelt man die Relaxationss-
trome in eine Potenzreihe um Yz = 0, so verschwindet das absolute Glied und die
linearen Glieder lauten

]B:ZLBB/(Tvpa,UZ)YB’ 5 Y—BZO7 B:].B (132)
B/

Die Funktionen Lpp (T, p, i) werden als kinetische Koeffizienten des Problems
bezeichnet und (13.2) als kinetische Gleichungen. Sind die Strome jp durch die
Néherung (13.2) hinreichend genau beschrieben, so spricht man von linearer Rela-
xation, andernfalls hat man es mit nichtlinearen Relaxationsvorgidngen zu tun. Bei
linearer Relaxation entsprechen die Nullstellen der kinetischen Koeffizienten den
gehemmten Gleichgewichten. Im folgenden betrachten wir weitere Eigenschaften
der kinetischen Koeffizienten Lpp/, die aus allgemeinen physikalischen Prinzipien
folgen:

Positivitdt der Entropieproduktion (2. Hauptsatz)
Nach (12.20, 13.1, 13.2) gilt

o= LppYpYp >0 firalle Y (13.3)
BB’

Die Entropieproduktion ist also eine positiv semidefinite quadratische Form in den
Yp. Daraus ergeben sich Bedingungen an die Matrix Lpp: die wir nach

Lpp = LEB' + L]_BB’ ) L;B’ = (LEB’ + LJE'B)/2

zerlegen. Der antisymmmetrische Teil L~ tragt nicht zur Entropieproduktion
(13.3) bei. Der 2. Hauptsatz (12.20) kann also auch so dargestellt werden: Der
symmetrische Teil L™ der Matrix der kinetischen Koeffizienten hat nur positive oder
verschwindende Eigenwerte. Eine Konsequenz davon ist, daf alle Diagonalelemente
von L positiv oder Null sind:

A~

Lgp>0, B=1...B (13.4)

Nach (13.3) ist die Entropieproduktion quadratisch in den Stromen jp wihrend
eine Zustandsénderung linear von jp abhéngt, da sie als Zeitintegral iiber Strome
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dargestellt werden kann. Wird eine gegebene Zustandsdnderung mit 1/2 Geschwin-
digkeit also 1/4 Entropieproduktion ausgefiihrt so ergibt sich wegen der doppelten
Prozessdauer 1/2 Entropieerzeugung (zeitintegrierte Entropieproduktion). Im Grenz-
falle quasistatischer Prozessfithrung erfolgen die Zustandsdnderungen so langsam,
dafl die Entropieerzeugung verschwindet. Dies sind die idealisierten Prozesse der
Gleichgewichtsthermodynamik.

Onsager Relationen

Man geht von dem Prinzip aus, daf§ fiir die Gesamtheit der mikroskopischen
Variablen (¢1(t), ¢2(t),...) des Systems der zeitumgekehrte Verlauf

(@1(8), 93(t),- - ) = (¢1(=t), P2(—t), .. )

wieder ein physikalisch méglicher Verlauf ist und fragt nach den Affinitaten Y}, die
zum zeitgespiegelten physikalischen Vorgang gehoéren. Wenn keine Magnetfelder
anwesend sind entsteht Y3 aus Yp durch Vorzeichenumkehr aller in der makro-
skopischen Beschreibung auftretenden Stromungsgeschwindigkeiten. Die Onsager
Relationen fiir die kinetischen Koeffizienten gelten fiir den Fall, daf§ sich die Affini-
téten Y7 unter der Zeitspiegelung bis auf einen Signaturfaktor reproduzieren und
lauten ohne Magnetfeld:

Lep =Lppepep falls Y5=Ygep , ep ==+l (13.5)

Sind alle Signaturen ep gleich so folgt daraus die Symmetrie der kinetischen
Koeffizienten: L~ =0 also Lgp' = Ly fir alle B, B’.

Die in der Entropieproduktion nach Tabelle 13.1 auftretenden Affinitéiten
YM =W%/T | YP' = (k,—grad w)/T , YQ =grad(1/T) , YR =—a/T
besitzen die Zeitspiegelungssignaturen
(YM)y=—-1, e«(YP)=41, (YO =41, (YB)=+1 .
In Anwesenheit von Magnetfeldern H sind die Onsager Relationen (13.5) durch
Lpp'(H) =L p(—H) ep ep/

zu ersetzen, da nur die simultane Umkehr der Stromungsgeschwindigkeiten und des
Magnetfeldes der Zeitumkehr aller mikroskopischen Bewegungsabléufe entspricht.
Rechnet man die Quellen der Magnetfelder zum thermodynamischen System, so muf}
H — —H nicht unabhéngig von der Bewegungsumkehr gefordert werden (allerdings
ist dann die Homogenitétsrelation (12.2) fiir die Energie wegen betrachtlicher
Wechselwirkungen zwischen den Teilsystemen verletzt). Eine Herleitung der Onsager
Relationen wird in Kap. 19 und Aufgabe (19-1) gegeben.

Curie Prinzip fiir isotropes Material

Dieses Prinzip sagt aus, daf} fir drehsymmetrisches Material bei linearer Relaxation
nur Affinitdten und Strome gleichen Transformationsverhaltens (beziiglich der
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rdumlichen Drehgruppe) durch (13.2) miteinander verkniipft werden. Nachdem alle
symmetrischen Tensoren zweiter Stufe Tp/ nach:

_ Spur(T)

T=T%+17° , T° 3

, Spur(T®) =0

zerlegt sind bedeutet dies fiir die Linearkombinationen (13.2):

» Spurfreie symmetrische Tensorstréome héngen nur von spurfreien symmetrischen
Tensoraffinitédten ab:

j@b = Z L@bb/Y@b’ (136)
b/

» Vektorstrome héngen nur von Vektoraffinititen ab:

= LVwYy (13.7)
bl

» Skalare Strome héngen nur von skalaren Affinitdten ab. Zu den skalaren
Stréomen zédhlen dabei auch die Spuren von Tensorstromen und zu den skalaren
Affinitdten die Spuren von Tensoraffinititen:

b = Z L%y Yy (13.8)
b/

Treten in den kinetischen Gleichungen (13.6 , 13.7 , 13.8) kinetische Koeffizienten
Lyy zu b # V' auf, so spricht man von Kreuzeffekten.

Zur Erlauterung benutzen wir eine Matrixschreibweise, in der stets iiber alle Kompo-
nenten B = (b, §) = (Dissipationstyp, Vektor/Tensor-Komponente) summiert wird.
Fiir symmetrische Tensoren T definieren wir den Dissipationstyp b so, daf} seine An-
teile T® = T — 1 Spur (T)/3 und Spur (T) zwei verschiedenen Dissipationstypen
zugeordnet werden (fiir das Folgende kommt es darauf an, daf sich jeder Dissi-
pationstyp b nach einer irreduziblen Darstellung der Drehgruppe transformiert).
Die Gleichung (13.2) der linearen Relaxation geht dann in J = LY iiber. Wir
betrachten dann eine Drehung R des Gesamtsystems mit Material, Stromen und
thermodynamischen Affinitaten. Ist L’ die Matrix der kinetischen Koeffizienten fir
das gedrehte Material so folgt aus der allgemeinen Drehinvarianz des Materialgeset-
zes RJ = L/(RY). Fiir isotropes Material gilt zusdtzlich L’ = L und J = LY ist
nun dquivalent zu RJ = L(RY) . Dies bedeutet RJ = RLY = LRY bei beliebiger
Wahl der Affinitdten Y. Da die kinetischen Koeffizienten L nicht von Y abhéngen
folgt daraus fiir die kinetischen Koeffizienten des isotropen Materials RL = LR
bei beliebigen Drehungen R . Fiir die weitere Betrachtung schreiben wir diese
Beziehung in Komponenten aus:

Z (R)bﬁ'yLb’Y v'p = ZLbﬂ b"y(R>b B (139)
vy vy
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wobei (R)? die Drehmatrix zum Dissipationstyp b ist. Die Typen b und &’ haben
gleiches Transformationsverhalten wenn die Matrizen (R)” = (R)® und fiir alle
Drehungen gleich sind. Hinreichend fiir die Symmetriebedingung (13.9) ist, da8 die
Matrix L die Darstellung

Lug vp = Loy dpg” , O55° = 0 somst (13.10)

(bb") 5O _ {1 , wenn (R)’ = (R)” und g = @'
besitzt. Dies ist durch Einsetzen direkt verifizierbar. Es 18t sich umgekehrt zeigen,
daf es neben (13.10) im wesentlichen keine anderen Losungen von (13.9) gibt 1 (de
Groot und Mazur, Nonequilibrium Thermodynamics). Das bedeutet, daf fiir isotro-
pes Material die Matrix L der kinetischen Koeffizienten nur Affinitdten und Strome
gleichen Transfomationsverhaltens (R)? = (R)® miteinander verkoppelt. Dies ist
das von P. Curie formulierte Prinzip.

13.1  Aufgaben

Aufgabe 13-1: Hysteresedruck und Reibungskoeffizient im idealen Gas

Ein ideales Gas der Temperatur T ist durch einen Kolben in einem Zylinder
eingeschlossen. Der Kolben bewegt sich mit der Geschwindigkeit w in den Zylinder,
wodurch der Druck p an der Kolbenwand {iber den bei reversibler Prozessfiihrung
(w ~ 0) vorliegenden Druck p’ steigt. Die Druckdifferenz 148t sich als p — p’ =
a(T,p') w darstellen. Zeige, daf fiir den Reibungskoeffizienten

8M
kT

/

a(T,p)=p M = mittlere Molekiilmasse

gilt. Beachte, daf ein reflektiertes Gasmolekiil der Geschwindigkeit v, den erhéhten
Impuls 2M (v, +w) an den Kolben tibertrigt und dafl es wegen der Wandbewegung
auch haufiger gegen die Kolbenwand stoBt (Kolbenbewegung in z-Richtung, v, =
Betrag der Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung). Benutze ferner die

2kT
Idealgasndherung v, = \/>
M

fiir den mittleren Geschwindigkeitsbetrag und setze w < v, voraus .

1 Fiir den Beweis ist wesentlich, da8 (R)b irreduzible Darstellungen der Drehgruppe sind. Nur
’

dann verschwindet 55);,)
zwei Tensoren die sich nach dquivalenten Darstellungen (R)® # (R)b/ transformieren durch

fiir nicht dquivalente Darstellungen (R)® # (R)b/. Ferner kénnen

geignete Koordinatenwahl stets so umgeformt werden, da (R)? = (R)b, gilt. Erst danach

. (bb")
nimmt 65B’

Lemma)

die in (13.10) angegebene Form an (siehe z. B. Hamermesh, Group Theory: Schur
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Wir wenden die Regeln der linearen Relaxation zuerst auf die skalaren Gréflen
und Tensorgréfien an. Dies fithrt uns auf die Kopplung der Volumenviskositat mit
chemischen Reaktionen sowie auf die Navier-Stokes Gleichungen fiir das strémende
Material. Anders als in Kap. 12.7, 13 lassen wir nun auch den Sachverhalt zu, dafl der
Druck p’ wihrend des reversiblen Ersatzprozesses vom Druck p = — Spur(7)/3 =
—7% des realen Prozesses verschieden ist, also eine Druckhysterese p’ —p = —(7°' —
79) mit Volumenreibung auftritt. Der mechanische Dissipationsbeitrag o™ =
(pdiv v+71 : W)/T in (12.22) enthélt dann auch skalare Anteile, die sich aus
der folgenden Zerlegung ergeben:

T=174+7® | W=1w*+WwW® |
\L\% di
7% =Spur(r)/3=—p , W°= Spu;( ) = 1\;} v )

T W=rW3+7r®: W®=_pdivv+r®: Ww® |

Damit folgt

p —p)div v+ 7P WS
UM:( ) T =JmYnm + 7

®.yS

)

div v ®_ .0 :W@
T b)

m=p —p ., Yu=

Dabei ist yps = p' +7° = p’ — p der mechanische Skalarstrom (Druckhysterese) und
Y = div v/T die mechanische Skalaraffinitét.

Beachten wir jetzt, dal jeder Dissipationstyp im Sinne des Curie-Prinzips einer
irreduziblen Darstellung der Drehgruppe entsprechen muf, so ist Tabelle 13.1 wie
in Tabelle 14.1 gezeigt zu modifizieren:

Kreuzeffekte treten nach dieser Tabelle fir die vektoriellen und skalaren Grofien
auf.

14.1  Volumenreibung und chemische Reaktionen

Wir beginnen mit dem skalaren Teil (13.8) der kinetischen Gleichungen (13.2):

div v a
P+ =p —p=Lyy—— T +LMR(T) "
s divv . (—a) (14.1)

w= rv 7 T Lrr=——
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Dissipationstyp ‘ Drehtyp ‘ Strom 7 ‘ Affinitat Y,
M | Tensor ohne Spur | ® | TW®
D, Vektor J; 7(k; — grad 1)
Q Vektor Q grad %
M Skalar p—p T div v
R Skalar w —%a

Tabelle 14.1 Irreduzible Stréme 75 und Affinitaten Yp

Hier sind durch skalare Kreuzeffekte L3, # 0 # L%, Volumenreibung und
chemische Reaktionen miteinander verkoppelt.

Nach dem 2. Hauptsatz (13.3) sind die beiden Diagonalelemente positiv oder Null:
Lisa =20, Lip > 0. Dies bedeutet nur, dafl bei fehlender Affinitét Kompression
zu einer Steigerung des Realdrucks p > p’ fithrt (Expansion fithrt zu p < p’) , und
daf} bei konstantem Volumen die Reaktion fiir negative Affinitét in Vorwértsrichtung
w > 0 verlduft (bei positiver Affinitéat gilt w < 0).

Als néchstes sehen wir uns die Onsager Relationen an: Die Zeitspiegelungsignaturen
der skalaren Krifte sind: e(div v/T) = —1 , €(—a/T) = +1 . Demgeméf gilt nach
(13.5) : L}, = —L%a - Das bedeutet nur, dafi der Einflufl der chemischen Affinitat
auf die Druckhysterese ebenso grof} ist wie der Einflufl der Volumenénderungsrate
auf die Reaktionsrate. Man beachte in diesem Zusammenhang, dafl Sprengstoff in
der Regel durch einen Kompressionsvorgang geziindet wird.

14.2  Navier-Stokes Gleichungen

Die kinetischen Gleichungen machen nur Aussagen iiber den Relaxationsvorgang
und legen deshalb nur den Reibungsanteil (Hysterese) des Spannungstensors fest.
Seine verbleibenden quasistatischen Anteile miissen den Zustandsfunktionen des
inneren Gleichgewichts der Zelle entnommen werden. Fiir den skalaren Anteil kann
nur p’ 4+ 7° aus den kinetischen Gleichungen (14.1) berechnet werden, wihrend der
Gleichgewichtsdruck p’ (T, p, 11;) aus der thermischen Zustandsgleichung hervorgeht.
Fiir den Spannungstensor ergibt sich daraus die folgende Darstellung

s div v s (—a
T =Lyy—F— t LMR% —0'(T, p, pur)
) (14.2)
b _ LO-W©®
T T

Die zweite Gleichung driickt die Tensorrelaxation (13.6) fiir das in Tabelle 14.1
dargestellte Reibungsmodell aus. Dieses Modell geht davon aus, dafl quasistatisch
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(reversibler Ersatzprozess nach Kap. 12.7) keine Scherkréfte auftreten, also %' =0
gilt. Die Navier-Stokes Gleichungen ergeben sich aus der Impulsbilanz

divrT = pdyv — k
durch Einsetzen des Reibungsmodells (14.2) fiir den Spannungstensor 7 . Es folgt
mit den Definitionen
52
2T
T=17"+7® =1(ny div v— L?’MR%) +2nW® —1p" .

s
LI\/[M

T V= Volumenviskositat

= 1) = Scherviskositat :

Im folgenden betrachten wir den vereinfachten Fall nur einer Stoffsorte und rdumlich
konstanter Zahigkeiten 1y , 7 . Chemische Reaktionen sind dann abwesend (a = 0)
und die Identitit div W® = (1/6) grad div v + (1/2)A v fiihrt auf:

div 7= (nv + g)grad div v+ nAv —grad p' = pd;v —k .

Dies sind die Navier-Stokes Gleichungen. Wir fassen sie mit der Bilanz fiir die
Massendichte p(r,t) geméaf

pdiv = (nv + g) grad div v+nAv +k —grad p' , dip=—p div v (14.3)

zusammen. Bei Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung p'[T, p] und der Tem-
peraturverteilung T'(r,t) sind die vier Differentialgleichungen (14.3) hinreichend
um Geschwindigkeitsfeld v(r,¢) und Dichtefeld p(r,t) aus den Randbedingungen
zu berechnen. Bei unbekanntem Temperaturfeld 7'(r,¢) mufl auch die Wérmelei-
tungsgleichung (Kap. 15) hinzugezogen werden.

14.3  Aufgaben

Aufgabe 14-1: Stationare Stromungsfelder

Zeige, daB sich die Navier-Stokes Gleichungen fiir stationdre Stromungsfelder
v(r, ) = v(r) , plr,1) = plr) auf

p (v-grad) v=—(ny + g)grad (v-grad) In p+nAv+k —grad p

vereinfachen.

Aufgabe 14-2: Elastische Schallwellen

Betrachte eine reine Substanz ohne duflere Felder, in der die Navier-Stokes Gleichun-
gen zutreffen. Mit einer Schallwelle in der Substanz gehen lokale Schwankungen
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von Druck und Temperatur einher. Sind die Viskositédten 7, 7y und auch der Warme-
strom Q vernachléssigbar, so treten in der Schallwelle nur reversible adiabatische
Prozesse auf und die spezifische Entropie s jedes Materialelements ist zeitlich
konstant. Im Gleichgewichtszustand ist sie auch rdumlich konstant und es gilt
grad s = 0. Demgegeniiber hingt die Massendichte p(r,t) von Ort und Zeit ab. Ist
dann p'[s, p] die isentrope Zustandsfunktion fiir den Gleichgewichtsdruck, so lauten
Navier-Stokes Gleichungen und Massebilanz

Ip's, p)

p(Oyv +v- grad v) = —grad p' = 9

grad p(r,t) , Opp = —div(pv)

Wir betrachten die Schallausbreitung in der Néherung, dafl die Druckschwan-
kung p — pp eine lineare Funktion der Dichteschwankung p = p — pg ist, also

_Op'[s,po] - op'[s,pl  Op'[s, pol
PRSP T T o

Dabei sind pg , po die rdumlich konstanten Druck- und Dichtewerte des Gleichge-
wichtszustands, fiir den auflerdem v(r, t) = 0 gelten soll. Wir losen die Navier-Stokes
Gleichungen in der Niherung, da8 alle Potenzen 5% , jv , v und héhere Potenzen
in der Entwicklung nach p , v als klein vernachlassigt werden kénnen. Wegen
p = p+ po verbleibt dann

ap/ [ﬁa PO]

d p(r,t j=—podi
9p0 22 p(rt) , 0p=—podiv(v)

po&gv = —
Nur diese Naherung wird betrachtet.
(a) Zeige: Die Massendichte p(r,t) erfiillt die Wellengleichung

atzp(rv t) = EQAp(r, t)

Cp

mit ¢ = = const

Po KTo Cv
wobei kg die isotherme Kompressibilitiat des Gleichgewichtszustandes ist, und
¢v, ¢p seine molaren Warmekapazititen.

Man benutze die Beziehung kg9 = k10 cv/cp zwischen isentroper Kompressibilitat
kso und isothermer Kompressibilitdt xrg , siehe Aufgabe 4-15 .

(b) Zeige: Die Schallgeschwindigkeit eines idealen Gases ist
RT R
C=4]— (1 + C) , a = Molmasse des Gases
1%

Nutze aus, dafl die Konstante ¢ aus (a) die Schallgeschwindigkeit der Substanz
ist.
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Aufgabe 14-3: Wirbel des Stromungsfeldes v(r)

Betrachte ein Stromungsfeld, das der Navier-Stokes Gleichung (14.3) gentigt . Die
Kraftdichte des duBeren Feldes soll die Darstellung k(r) = —p grad ¢(r) besitzen
(1 (r) = Potential der spezifischen dufleren Kraft). Ferner seien die Dichte p und
die Zahigkeiten n , ny rédumlich konstant. Wir definieren

1 1
w(r) = 3 rotv = 5(8yvz — 0,vy , 0,0y — Og¥, , OxUy — Oyvy)
als Wirbelfeld des Stromungsfeldes v(r) mit 9, = 9/0x , usw .

(a) Zeige: Im Falle kleiner Konvektionsbeschleunigung |v- grad v| < |9,v| erfillt
das Wirbelfeld die Wellengleichung pd;w(r) = nAw(r) .

(b) Zeige: Verschwindet eine Komponente des Wirbelfeldes (z. B. w, ) auf dem Rande
Oy des Stromungsgebiets V', so nimmt das Quadratintegral fv w,(r,t)2dV  dieser
Komponente monoton mit der Zeit ab: 8 [;, wy(r,t)2dV < 0 . Benutze den
Gauflschen Satz in der Form: fv div(w, grad w,)dV = va w, grad w,-df .






15 Warmeleitung und Diffusion

Wir wenden in diesem Kapitel die Regeln der linearen Relaxation auf die Vektor-
groBen an. Nach Tabelle (14.1) sind hier die Phanomene der Warmeleitung und
Diffusion sowie deren Kreuzeffekte betroffen. Bei den kinetischen Vektorgleichungen
ist zu beachten daf} die Diffusionsstrome J; durch 210:1 J; = 0 eingeschrankt sind,
sodaf sich in (13.7) Nebenbedingungen an die Koeffizienten LY 4 ergeben. Diese
Komplikation 1483t sich vermeiden wenn man die Entropieproduktion

c
oV =oP 409 ZZJz'fH-Q' grad(1/T) ,
=1

k, — grad
f, = # = [-te Diffusionskraft
vor der Formulierung der kinetischen Gleichungen (13.2) durch unabhéingige Stro-
me und Kréafte ausdriickt. Die Elimination Jo = — 25;11 J, ergibt fiir oV die
Darstellung

c-1
oV =33, (f —fo) + Q- grad(1/T) .
~y=1

Die hier vorkommenden Stréme Jj ...Jo_1 unterliegen keinen Nebenbedingungen
und als unabhéngige Kréfte treten nun f, — fo auf. Wendet man das Prinzip der
linearen Relaxation (13.2) auf den so reduzierten Satz von Vektorgréfien an, so
ergibt sich:

c—-1

1
Q = Lo grad T + ’Y/Zﬂ Loy (£, —fc)

o (15.1)
Jy =Ly grad T + ;1 Loy (£, — fo)

Wiérmeleitung, Diffusion sowie deren Kreuzeffekte werden durch die Koeffizienten
Lo, L sowie Ly, L, beschrieben. Die Diagonalelemente Log, L11 ... Lo—1c-1
sind nach dem 2. Hauptsatz (13.4) positiv oder Null. Ferner gelten die Onsager Re-
lationen:

Bei Abwesenheit von Magnetfeldern haben die Krifte f, = (k,
Zeitspiegelungssignaturen e(f,) = 1 und es gilt e(grad(1/7T")) = 1. Die Onsager
Relationen lauten fiir diesen Fall Loy = Lo , Lyy = Ly .

- HW)/T positive
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15.1  Wairmeleitung

Wir untersuchen die Wérmeleitung fiir den Fall W = 0 = a, daf} keine Deformations-
geschwindigkeiten und chemischen Affinitéten auftreten. Nach (15.1) finden dann
wegen div v = 0 = a auch keine chemischen Reaktionen statt: w = 0 . Ferner sollen
alle Diffusionsstréome unterbunden sein J; = 0. Die kérperfesten Zeitableitungen
der Massendichte p und der Massenkonzentrationen ¢; verschwinden dann nach
(12.7) und (12.12)

dtp =0= dtCl (152)

Die Warmeleitungsgleichung fiir die Temperatur ergibt sich aus der Bilanzgleichung
(12.19) fiir die innere Energie. Sie lautet unter den genannten Vereinfachungen

pdiu(T, p,ycr...)=—divQ .
Aus (15.2) folgt dann

peydi T = —divQ

(T, p,ci ... (15.3)
oy = M = spezifische Wirme
oT

Man spricht von reiner Warmeleitung wenn der Warmestrom Q nur durch den
Temperaturgradienten verursacht ist. Nach (15.1) tritt dies ein wenn alle Diffusi-
onskréfte f; verschwinden. Es gilt dann

1 L
Q=Loo grad - = —Agrad T, A= % = Wirmeleitfahigkeit |
wobei nach dem 2. Hauptsatz (13.4) A > 0 gilt. Einsetzen in die Energiebilanz
(15.3) ergibt die Warmeleitungsgleichung

peydi T = div(Agrad T)
peydieT = AA T filr A = const .

Es handelt sich um eine lineare partielle Differentialgleichung vom parabolischen
Typ (nur erste Zeitableitung). Die Warmeleitungsgleichung erlaubt es, den raumli-
chen und zeitlichen Temperaturverlauf zu berechnen, wenn im betrachteten Zeitinter-
vall das Verhalten der Temperatur an den Grenzen des Systems (Randbedingungen)
und zu einem Zeitpunkt das Temperaturfeld im ganzen System (Anfangsbedin-
gungen) bekannt sind. Auf die Herleitung spezieller Losungen wollen wir hier
verzichten.

(15.4)

15.2 Diffusion

Bei ortsunabhéngiger Temperatur T' = const und zwei Stoffkomponenten (L = 2)
ist der Diffusionsstrom wegen grad T = 0 durch

ki — ko —grad(p — p2)

Ji=Lu(fi —f)=Lnu= T (15.5)
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gegeben. In der Diffusionsgleichung stellt man den Diffusionsstrom durch den
Konzentrationsgradienten dar. Zur vereinfachten Herleitung betrachten wir den
Fall p = const , k; = 0 = k, und beachten die Nebenbedingung ci(r) + ca(r) =1
fiir die Konzentrationen ¢; = p;/p (Massenanteile). Dann héngen die chemischen
Potentiale (T, p, c1(r)) nur {iber die Konzentration ¢;(r) vom Ort ab und es gilt
grad p; = (Ou;/dc;) grad c¢;(r). Die kinetische Gleichung (15.5) geht dann in

_E (1 — p2)

J, = T 8617 grad 61(1‘) = —pD grad cl(r) (156)

iber.

Der Diffusionskoeffizient D hangt dabei mit dem kinetischen Koeffizienten L1, und
den chemischen Potentialen nach

_ Lu Ol mpe)  Lu O Ouzy
- Tp Ocy - Tp 0c Jca

zusammen, wobei fiir die chemischen Potentiale 0/0¢; = —9/0ce benutzt ist. Der

Diffusionskoeflizient erfiillt D > 0 , da fir thermodynamisch stabile Zustande

Op1/0cy + Opa/Oca > 0

gilt! und nach dem 2. Hauptsatz (13.4) Li; > 0 ist. Die Diffusionsgleichung fiir
c1(r,t) ergibt sich analog zur Warmeleitungsgleichung fiir T'(r, ¢) durch Einsetzen
des Diffusionsstroms (15.6) in die Bilanzgleichung (12.12) pdic; = —div J14+wriag
fiir die Konzentration ¢;(r,t) . Bei Abwesenheit chemischer Reaktionen w = 0 folgt
die Diffusionsgleichung

pdicr(r,t) = div(pD grad c;(r,t))

15.7
dicr(r,t) = DA ¢i(r,t) fiir pD = const (15.7)

Diese Differentialgleichung fiir ¢;(r,t) ist vom gleichen Typ wie die Warmeleitungs-
gleichung fir T'(r, t). Wir verzichten hier wieder auf die Herleitung von Losungen
zu speziellen Anfangs- und Randbedingungen.

15.3  Kreuzeffekte zwischen Warmeleitung und Diffusion

Wir betrachten wieder das 2-Komponenten System, lassen aber nun auch T # const
zu. Da im allgemeinen Lig # 0 # Loy gilt treten dann Kreuzeffekte auf und die
gekoppelten Gleichungen (15.1) fiir die Vektorrelaxation lauten:

ki —ky —grad(um — p)
T )
1 ki — ko —grad(us —
3y = Lo grad & 4 1y SR gT (1 — o)

! Dies driickt aus daB die freie Energie der Zelle fiir stabile Zustéinde eine konvexe Funktion der
Konzentrationen ¢; ist

1
Q = Lgp grad T + Lo1
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Wie oben machen wir die Vereinfachungen p = const , k; = 0=k, , W = 0, wobei
im allgemeinen T' # const gilt. Werden dann fiir alle thermodynamischen Potentiale
die unabhéngigen Variablen p,T,c¢; gewéahlt, so gilt grad = (gradT)0/0T +
(grad ¢1)0/0c1 und die gekoppelten Gleichungen (13.7) fiir die Vektorrelaxation
gehen tber in:

B 1 Loy 0O Loy 0O
Q—*[Looﬁ*l’TaiT(ﬂ*&)] grad T*Taiq(&fﬂ) grad [&5
1 Lll a L11 8
= —[Lio= + — == (1 — T— —— (1 —
J1 [L1o T2 + T o7 (p1 — p2)] grad T o (p1 — p2) grad ¢
Waéhlen wir die Bezeichnungen
1 0 Loy 0
gallon + LT g = )l =A S0 (i = ) = Do
1 P I o (15.8)
—[Lig + LiyT— (1 — po)] = D 2 (= pe)=D
pT2[ 10 + Lt = (11 — p2)] 0 T 9y (1 — pi2)
so erhalten die kinetischen Gleichungen die einfache Darstellung
=—A grad T — pD rad c
Q g pLo1 8 1 (15.9)

J1 = —pD1g grad T — pD grad c;
Dabei sind die folgenden Bezeichnungen {iblich:
D1y = thermischer Diffusionskoeffizient , D = Diffusionskoeffizient .

Die zeitlichen Differentialgleichungen fiir Temperatur und Konzentration ergeben
sich analog zu (15.3, 15.7) aus den Bilanzen fiir Energie und Massenanteil. Sie
lauten bei Abwesenheit duflerer Kréfte:

peydiT = —div(Q + Ji (g1 — p2)) , pdicr = —div Iy .
Im statischen Zustand d;c; = 0 = d,;T' gilt deshalb
divJ; =0 und divQ+J;- grad(py —p2) =0 . (15.10)

Bei zeitunabhéngiger Temperatur wird die Diffusionsleistung —(J; - grad p; +
Jy- grad p2) nach (15.10) durch den Wirmestrom Q herausgekiihlt. Es kommt
zu Kopplungen zwischen Wirmeleitung und Diffusion wenn die Koeffizienten Dy,
und Do von Null verschieden sind.

Thermodiffusion (Soret Effekt)

Wir betrachten zuerst die Startwerte grad 7' # 0 und grad ¢; = 0, also ¢;(r) =
const. Nach (15.9) tritt dann neben dem Wérmestrom Q ein Diffusionsstrom
J1 = (pD1o/AN)Q = —pDyo grad T # 0 auf obwohl kein Konzentrationsgradient
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vorhanden ist. Im weiteren Zeitverlauf gehen wir davon aus, dafl die Temperatur-
randwerte der Zelle durch geeignete duflere Warmestrome konstant gehalten werden
und betrachten ein 1-dimensionales Modell in dem alle Gradienten und Stréme in
z-Richtung zeigen (Abb. 15.1). Bei konstanten Randtemperaturen Ty > Tk und
fixiertem Randstrom J)|; = J|; = J| baut sich dann ein Konzentrationsgefélle
grad c1(z) auf, bis die Strome Q(z) und J;(z) mit den beiden Stationaritétsbedin-
gungen (15.10) und den Randwerten Ty , Tk , J} im Einklang sind. Bei materiell
abgeschlossenen Zellwénden (also J{ = 0) dndert sich dabei ¢;(z) so lange, bis
auch innerhalb der Zelle J;1(z) = 0 gilt. Gemaf (15.9) hat sich dann der Kon-
zentrationsgradient grad ¢; = —(D19/D) grad T aufgebaut, wobei der stationére
Temperaturgradient grad 71" aus den Randtemperaturen Ty , Tx berechnet werden
kann. Bei verschiedenen z treten also die beiden Materialsorten in unterschiedlichen
Verhéltnissen auf. Dabei reichert sich die leichtere Molekiilsorte auf der heiflen
Seite der Zelle an.

Leichtes Isotop

VO (S
T,
T(Z) & TH
T } } {
c1(z]t = 00)
Tk T 1" Tk

c1(z[t=0)
nfl |

. Lo
v v

Schweres Isotop

Abbildung 15.1 Thermodiffusion und Trennrohr nach Clusius und Dickel

Die Thermodiffusion wird zur Trennung von Gasgemischen herangezogen. Ein
wirksame Anordnung ist das Trennrohr nach Clusius und Dickel (Abb. 15.1). Es
besteht aus zwei langen, senkrecht ineinander angeordneten koaxialen Rohren,
von denen die innere durch Dampf oder elektrisch beheizt ist, wahrend man
die duflere kiithlt. Der Raum zwischen den beiden Rohren ist mit Gasgemisch
gefiillt. Durch Thermodiffusion reichern sich dann die leichteren Molekiile innen,
die schweren auflien an. Aulerdem stromt das erwarmte Gasgemisch innen nach
oben wihrend auflen das gekiihlte nach unten sinkt. Durch diese im Schwerefeld
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zustandekommende Stromung verstéirkt sich der Trenneffekt, wobei im oberen
Teil des Rohres eine Anreicherung der leichten, im unteren Teil Anreicherung
der schweren Molekiile stattfindet. Das getrennte Gemisch wird oben und unten
abgezapft wihrend in der Mitte neues Gemisch zugegeben wird. Die Trennung durch
Thermodiffusion wird in modernen Anlagen mit der Zentrifugenmethode gekoppelt:
Durch schnelle Drehung der Anordnung um die Vertikalachse wird die Anreicherung
der schweren Molekiile am Auflenrohr verstarkt. In der Kerntechnik wird diese
Methode bei der Urananreicherung benutzt, wobei ein UFg Gasgemisch mit den
Komponenten 238UF6 und 235UF6 getrennt wird (Finkelnburg, Atomphysik).

Diffusionsthermoeffekt (Dufour-Effekt)

Ausgangspunkt sind wieder die kinetischen Gleichungen (15.9). Wenn man mit den
geinderten Startwerten grad 7' = 0 # grad c¢; beginnt, so tritt zusammen mit dem
Diffusionsstrom J; der Warmestrom Q = (Dg1/D)J; auf, obwohl noch kein Tem-
peraturgradient vorhanden ist. Im weiteren Zeitverlauf werden beim Dufour-Effekt
die Konzentrationsrandwerte c1y , ¢1x konstant gehalten, indem man die Zelle
geeigneten Stromen von Material und Warme aussetzt (alle Gradienten und Stréme
sollen wieder in z-Richtung zeigen). Bei konstanten Randkonzentrationen c¢15 , ¢1x
und vorgegebenem Materialdurchsatz J/;; baut sich jetzt ein Temperaturgefélle
grad T'(z) auf, bis die Strome Q(z) und J;(z) mit den beiden Stationaritatsbe-
dingungen (15.10) und den Randwerten ¢1p , ¢1x , J; im Einklang sind (bei
J} = 0 entsteht der Endzustand des oben geschilderten Soret-Effekts). Auch bei der
Messung des Dufour-Effekts ist es sinnvoll, den Materialdurchsatz J} vorzugeben,
da Absolutmessungen des Warmestroms in Gegenwart von Materialstromen sehr
schwierig sind. Der Wérmestrom kann als zweiter Parameter benutzt werden um
die unabhéngig von J} vorgegebenen Randwerte ¢15 , c1x zu erreichen.

Onsager Relation Lg; = L1g der Thermodiffusion

Zur Erldauterung ihrer Konsequenzen fiithren wir zuerst die Abkiirzungen pu,, =
O(p1 — p2)/0T , pu, = O(p1 — p2)/cr ein. Ferner definieren wir den Dufour-Koeffi-
zienten durch D’ = [Lo; + LHT[LT]/,DTQ . Die Onsager Relation Lg; = Lig stellt

sich dann gemé&f (15.8) als D’ = Dy dar, und es folgt
THCD/ = Dy; + THT D (15.11)

Der Dufour-Koeffizient D’ bekommt eine einfache physikalische Bedeutung wenn
man den Warmeleitungsstrom Q' = Q — (T's;J1 + T's5J2) benutzt (siehe Aufgabe
12.8-4). Dabei sind s; = —0p /0T , s, = —0p, /0T die partiellen Entropien der
beiden Materialsorten und 7's;J1 + T'syJ2 der Wiarmediffusionsstrom. Wegen
Ji+Ja=0gilt Q' =Q—-T(s; —8,)J1 =Q+ THTJl . Daraus ergibt sich wegen
(15.9) und (15.11)

Q' =-(A+ THTleo) grad T —Tp D' p, grad c (15.12)
J1=—pDy1g grad T — pD grad c¢;
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Der Dufour-Koeffizient D’ ist also ein Maf} fir den Beitrag des Konzentrationsgra-
dienten zum Wéarmeleitungsstrom Q’. Dabei ist A + T'p,pDio = A die Wérmeleit-
fahigkeit. Siehe dazu Aufgabe 15-8 .

15.4  Aufgaben

Aufgabe 15-1: Warmeleitung

Das untere Ende eines Stahlstabs steckt im Eis von Tk = 0°C. Seine Linge ist
L =1m und sein Querschnitt 10 cm?. Sein oberes Ende wird auf einer Temperatur
von Ty = 500 °C gehalten.

Berechne die Masse des Eises, die in 10 Minuten schmilzt wenn die durch den Stab
flieBende Warme vollstdndig zum Schmelzen verbraucht wird. Die Wérmeleitfa-
higkeit des Stabs ist A = 0,16 calC~!'s~'ecm ™! und die Schmelzwirme des Eises
80cal/g .

Aufgabe 15-2: Warmeiibergang durch Hauswand

Berechne die Wirmemenge @ , die in 24 Stunden an einer Hauswand von 1 m?
verlorengeht, wenn die Innentemperatur Ty = 20 °C und die Auflentemperatur
Tx = —10°C betrigt. Beachte, daB sich beiderseits der Wand Grenzschichten aus
Luft mit Temperaturgradienten ausbilden, so daf3 die Innenwand kélter als die
Innentemperatur und die Aulenwand wérmer als die Auflentemperatur ist. Die Wér-
mestromdichte ¢ durch diese Grenzschichten wird durch die Wérmeiibergangszahl
a nach ¢ = (T — T")« beschrieben.

Die Wirmeiibergangszahl Wand-Luft sei o = 0,0002 calC~!'s~'em~2 . Die Wiér-
meleitfihigkeit der Hauswand ist A = 0,003 calC~!s~tem™! und ihre Dicke D =
20 cm.

Wie grof} sind die Temperaturen T}, und T} an Innenwand und Auflenwand?

Aufgabe 15-3: Zufrieren eines Teichs

Die Wassertemperatur in einem Teich sei 0 °C . Die Lufttemperatur sei —10 °C .
Berechne die Dicke des Fises 24 Stunden nach Beginn des Gefrierens. Man setze
voraus, daf} die Temperaturen des unteren und oberen Eisrands Ty = 0 °C und
Tk = —10 °C sind.

Materialkonstanten des Eises: Wirmeleitfihigkeit A = 0,0053 calC~'s~™'em ™1,
spezifische Schmelzwiirme A = 80 cal/g, Dichte p = 0,9 g/cm3.

Aufgabe 15-4: Absorptionsgrad und Warmeleitung

Der Absorptionsgrad « einer Materialoberflache ist der Bruchteil von absorbierter
zu auffallender Strahlung. Es ist 0 < a < 1. Zugleich mit der Absorption ist
auch die Emission thermischer Strahlung der Oberfliche um « reduziert. Wir
betrachten in dieser Aufgabe Materialien mit frequenzunabhéngigen a-Werten.
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Zwei Gegenstéande, die sich nur im Absorptionsgrad voneinander unterscheiden,
liegen in der Sonne. Nach einer Weile stellen sich zeitlich konstante Temperaturen
ein.

(a) Zeige: Sind keine Wirmeleitungsiibergénge mit der Umgebung vorhanden, so
werden die beiden Gegenstiande gleich warm.

(b) Zeige: Sind die beiden Gegenstédnde bei gleicher Temperatur T' der gleichen
Kiihlleistung L(T) durch Wérmeleitung in die Umgebung ausgesetzt, so wird
Gegenstand mit dem gréfleren Absorptionsgrad warmer.

Man benutze dL(T)/dT >0 .

Aufgabe 15-5: Konzentrationsausgleich

Eine Salzlosung mit der Salzkonzentration pg ist mit reinem Wasser {iberschichtet.
Bei t = 0 befindet sich eine scharfe Trennfliche in der Héhe z =0 .

Welchen zeitlichen und raumlichen Verlauf hat die Dichte p(z,t) des Salzes?
Benutze den Ansatz

o _ A

8z_%6

und bestimme A und a aus der Diffusionsgleichung

ap 02%p
EZD@’ D = const ,
mit p(+00,t) =0, p(—OO,t) = Po-

Aufgabe 15-6: Kondenswasser

Durch einen Luftfilm der Dicke § vor einer Zimmerwand diffundiert Wasserdampf
zur kalten Wand und kondensiert dort. Man betrachte den stationdren Prozess, bei
stillstehendem Luftfilm. Beide Gase sollen ideal sein. Strahlung und Thermodiffusion
werden vernachléssigt. Der Druck p sei konstant.

(a) Berechne das Konzentrationsprofil ¢,,(z) und das Temperaturprofil T'(z) senk-
recht zur Wand aus den Randwerten von ¢, und T bei z = 0 =kalte Wand,
z = § =AuBenseite des Luftfilms. Erlduterungen: Der Massestrom des HoO-Gases
im raumfesten System setzt sich nach m,, = J,, + (m,, + my)c, , aus dem Diffusi-
onsstrom J,, und dem Anteil der Schwerpunktsbewegung zusammen (wir verwenden
hier die Kurzform ,,Strom“ fiir Stromdichte). Ferner ist: my, = 0 = Massestrom
des stillstehenden Luftfilms, J,, = —pD grad ¢, (2), p, pw = cwp = Massendichten,
D = Diffusionskoeffizient.

Es soll grad (pD) =0 gelten. Benutze die Kontinuititsgleichungen fiir den Strom
m,, und den Energiestrom e = Q' + mh,, (7, p) . Dabei ist Q' = —Agrad T der
Wirmeleitungsstrom und A\ die Warmeleitfahigkeit (siehe Aufgabe 12.8-4). h,, (T, p)
ist die partielle Enthalpie des Wasserdampfes. Fir das ideale HoO-Gas gilt:

ho(T,p) = (T—Tx)7y , v = spezifische Warme (p = const), T, = Enthalpienullpunkt.
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(b) Gib den physikalischen Grund dafiir an, dafl |de,(z)/dz| = |dcy(2)'] und
|[dT'(z)/dz| = |T(z)'| mit steigendem Abstand z von der Wand sinken und berechne
die Konzentrationskriimmung ;' = —c,(2)"/c,(2)  sowie die Temperaturkriim-
mung 7' = —T(2)"/T(2)".

Aufgabe 15-7: Thermodiffusion

Man betrachte ein gasdichtes Rohr, das mit einer Gasmischung (A-B) gefiillt
ist. Die Enden des Rohrs werden auf den Temperaturen Tx und Ty gehalten.
Im stationdren Zustand sind die Diffusionsstrome abgeklungen J4 = 0 = Jp .
Liegt das Rohr in z-Richtung so lautet die kinetische Gleichung (15.9) fiir den
Diffusionsstrom: 0 = D1¢dT(z)/dz + Ddc(z)/dz.

Fir die meisten Mischungen ist das Thermodiffusionsverhaltnis © = T'D1o/D
nahezu temperaturunabhéngig. © ist positiv wenn ¢(z) die Konzentration der
schweren Stoffsorte ist und hangt nur schwach von ¢ ab. Fiir ein Deuterium-Was-
serstoff Gasgemisch (Da-Hz) mit der mittleren Deuteriumkonzentration ¢ = 0,2
gilt © ~ 0,0239 (Bird et al., Transport Phenomena , umgerechnet von Molanteilen
x auf Massenanteile ¢). Um wieviel ist die Deuterium-Konzentration ¢y auf der
heiflen Seite des Rohrs geringer als cx auf der kalten Seite, wenn die Temperaturen
Tk = 200K , Ty = 600K betragen 7

Aufgabe 15-8: Onsager Beziehung der Thermodiffusion

Die Entropieproduktion aus Warmeleitung und Diffusion lautet im Schwerpunktsys-
tem eines binéren Materials mit den chemischen Potentialen y1, (T,c1) HQ(T’ c1):

Ji- grad p +J1- grad p,
T b
Q = Wérmestrom , J; = —J2 = Massenstréme .

1
—Q- d= —
c=Q- gra h

(a) Zeige, dafl die zu den thermodynamischen Stromen: Q' = Q +TpJ1 und Jq
gehorigen normierten Affinitaten durch:

K, grad c;

1
—ﬁgrad T, T

gegeben sind, wobei die Abkiirzungen

0 0
HT—ﬁ(&_@) ) gc—afcl(m—uz)

benutzt werden.

(b) Der thermische Diffusionskoeffizient D1g und der Dufour Koeffizient D’ sind
nach Gleichung (15.12) definiert. Man leite die Beziehung Do = D’ aus der
Symmetrie der kinetischen Koeffizienten L, beziiglich der Strome Q' , Jy
und Affinitéiten nach (a) her.
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Die reversiblen Phénomene der Thermoelektrizitdt haben wir schon in Kap. 9.4
besprochen. Die irreversiblen thermoelektrischen Erscheinungen gehoren zu den
Effekten der Vektorrelaxation. Wir diskutieren sie ohne den Einflufl chemischer
und mechanischer Effekte. Deshalb betrachten wir den Fall, dafl chemisches Gleich-
gewicht w = 0 vorliegt und keine mechanische Hysterese auftritt:

T—7' =7 1(p—p)=0also T=—-1p , p=p (16.1)
Nach Tab.14.1 hat dann die Entropieproduktion die Darstellung

1 k; — grad
U:UQ+JD:TSgradT+;Jl(lg]_'M ,

wobei s = Q/T der korperfeste Entropiestrom ist. Wir zeigen zuerst, dafl sich
die Darstellung fiir die Entropieproduktion ¢ nicht dndert, wenn man statt der
korperfesten Strome s = s — sv und J; = m; — p;v die Strome s und m; des
Laborsystems einsetzt. Vorraussetzung ist, daf§ die Beschleunigungskrifte auf die
Masseelemente vernachlassigbar sind. Um dies zu zeigen berechnen wir

k; —grad ) 1

1
U:Ts~gradT+zl:ml~(T—|—Tv~a (16.2)

a=s gradT—Zpl(ﬁ—grad ) -
1

Das Verschwinden der Beschleunigungskrifte auf die Masseelemente bedeutet
nach (12.14) und (16.1) pdyv = —gradp + >, pki = 0, also a = s gradT —
grad p+ >, prgrad py. Andererseits lautet die Homogenitétsrelation fiir die Dichte
u(s, p1...pc) der inneren Energie u=Ts—p+ >, pypu = 0.

Durch Gradientenbildung ergibt sich daraus wegen gradu = T grad s— _, j1; grad p;
die Gibbs-Duhem Relation T grads — gradp + >, prgrady; = a = 0 und die
Entropieproduktion (16.2) vereinfacht sich auf

1 1
J:Ts-gradf+le:ml~(g—grad 1)

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir ein Material mit elektrischer Leitfahigkeit
betrachten. Es soll bestehen aus den Komponenten:

1=1: Elektronen, Ladungsstromdichte 3= -=m; , e = Elektronladung, m = Elek-
tronmasse.
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Die Volumenkraft k; sei durch ein makroskopisches elektrisches Feld E verursacht,
also k; = ZE . Ist yu; das massebezogene chemische Potential der Elektronen so
folgt auﬁerdem m; - grad p; = 7r3- grad pu1 = 7- grad i wobei i = 71 gesetzt
ist. o o

1=2: Positiv geladene Ionen des Festkorpergitters ohne Ladungsstrom, also mo = 0.
Die Entropieproduktion (16.2) fiir das elektrisch leitende Material lautet dann

grad T
5

1
o= — +7-(E — grad ﬁ)f , q =Ts = Warmestromdichte .

Die normierten Vektorafﬁnitéten zu den unabhéingigen Vektortromen q und 7 sind
deshalb Yo = —75 grad T und Y; = (E — grad f1)# . Dies fithrt nach (13.2) auf
die kinetischen Glelchungen

rad T 1
= *Loog T2 + Lo1 (E — grad H)f

rad T 1 (16.3)
= L2 o+ Lu(B - grad i)

Nach dem 2. Hauptsatz (13.3) hat der symmetrische Teil der Matrix Ly, der
kinetischen Koeflizienten nur positive oder verschwindende Eigenwerte. Ferner
bleiben beide Vektoraffinitdten Yy und Y; bei Bewegungsumkehr ungeéndert,
sodafl die Onsager Relationen (13.5) mit ¢ = +1 = €; zutreffen: Ly; = Lqo.
Deshalb hat die Matrix Ly, nur einen symmetrischen Teil und es gilt nach dem 2.
Hauptsatz (133) LOO s L11 > 0 und LO0L11 — L01L10 > 0.

Zum besseren Verstandnis der thermoelektrischen Effekte formen wir die kinetischen
Gleichungen (16.3) so um, dafl der Temperaturgradient grad T und die elektrische
Stromdichte 7 als unabhéngige Felder auftreten, aus denen Warmestromdichte
q = T's und effektive Feldstirke E — grad p berechnet werden, néamlich:

L01L10 grad T
T2

_ L10 T
E —grad ji = AdT+—y .
grad ji = 7 —grad T+ 73

Mit den physikalischen Bezeichnungen:

1 Lo L
A E(Loo - (21110) = Warmeleitfahigkeit
L
T = 29 — Peltierkoeffizient
Ly
L
=7 2(11 = Thermokraft
Ly

=7 = elektrische Leitfahigkeit
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folgt:

1
q=-XAgrad T+ 3 , E—grad g =17 grad T+EJ (16.4)

Die Onsager Relation Ly; = L1 lautet nun '

[I=Tn , II =Peltierkoeffizient , 71 = Thermokraft (16.5)
wéhrend sich der 2. Hauptsatz als
A = Warmeleitfahigkeit > 0 |, & = elektrische Leitfahigkeit > 0 (16.6)

darstellt. Die Koeffizienten A(r | T) , II(r | T) , n(r | T) , w(r | T) héngen
vom lokalen Materialzustand ab. Wir vereinbaren, dafl die zweite Variable r in
L(r | T(r)) nur die materialbedingte Anderung des Koeffizienten L beschreibt,
also dafl grad L = 9L/0r + (OL/OT)grad T gilt. Die gesamte Kraftwirkung auf
das Elektron wird durch e E — e grad p wiedergegeben. Da das Elektron kein
elektrisches Dipolmoment hat kann — grad p als Beitrag zur elektrischen Feldstérke
verstanden werden. Ebenso wie das chemische Potential i1 der Elektronen hangt
der Feldstédrkeanteil — grad p nur von der lokalen Materialzusammensetzung und
der Temperatur ab (kurzreichweitiges Feld). Demgegeniiber wird der Feldanteil
E nach Kap. 12.3 durch Ladungen auflerhalb des Materialelements erzeugt und
héngt im allgemeinen auch von der Geometrie des Gesamtsystems ab. Wir wollen
E — grad g = —grad p effektive elektrische Feldstédrke nennen. Dabei ist

= ¢ + p = elektrochemisches Potential der Elektronen

und ¢ das duflere elektrische Potential. Die Beitrége in den kinetischen Gleichungen
(16.4) haben dann die Bedeutung:

—A grad T = Wirmestrom aus Wérmeleitung
II 3 = Warmestrom aus Ladungstransport

n grad T = effektives elektrisches Feld aus Temperaturgradient
1
—g = effektives elektrisches Feld aus elektrischer Leitfahigkeit
K
Wir erldutern ihre physikalischen Konsequenzen nun im einzelnen:

Thermospannungen(Seebeck Effekt)
Wir betrachten zuerst die zweite Gleichung (16.4) fiir den stromlosen Zustand
2 =0, ndmlich

E—grad p=n grad T (16.7)

! Die Beziehung IT = T 7 zwischen Peltierkoeffizient und Thermokraft kann aus dem 2. Hauptsatz
hergeleitet werden wenn man das Verschwinden der Warmeleitfahigkeit A unterstellt, Aufgabe
16-3. Dieser Sachverhalt liegt der Herleitung der Beziehung II = T' n nach W. Thomson
zugrunde
(Becker, Theorie der Warme, siehe auch Kap. 9.4).
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und berechnen die Spannungszunahme ¢;; — ¢ lings des nach Abb. 16.1 un-
terbrochenen Leiterkreises L, der aus zwei Materialsektoren A, B besteht, deren
Kontaktstellen die Temperaturen 77 und 75 haben. Die beiden Ufer I, 1] der
Unterbrechung seien auf gleicher Temperatur 7. Anders als in Kap. 9.4 betrachten

\ dQ’ / Verbraucher

/ dQ% \

Abbildung 16.1 Thermoelektrische Effekte am Leiterkreis L
mit zwei Materialien A, B und stetiger Temperaturverteilung.

wir nun eine stetige Temperaturverteilung. Integrieren wir das elektrische Feld E
iiber einen Umlauf, so liefert der Term grad j keinen Beitrag, da das chemische
Potential g(r | T) nur von Temperatur und Materialsorte abhédngt und bei der
Unterbrechung p(T* | ry) = p(T* | rrr) gilt. Es verbleibt

II Ts T
<pH—<pI:—/ E~dr:—/ nB(T)dT—/ na(T)dT
I

T T
T

—— [ (1)~ na(r)ar

~ (na—np)(T2 —T1) falls na p(T) =~ const.

Demnach héangt die Thermospannung @5 — @y nur von 77, T ab, nicht aber von der
Geometrie des Leiterkreises und der Lage der Unterbrechungsstelle. Sie wird umso
grofler, desto verschiedener 4 und np sind. nap = na — np ist die Thermokraft
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des Materialpaares A, B . Ordnet man die Metalle entsprechend der Groéfie ihres
7-Wertes, so entsteht die thermoelektrische Spannungsreihe, die wir schon in
Kap. 9.4 besprochen haben. Eine Tabelle der wichtigsten thermoelektrischen Metalle
wurde dort angegeben.

Energiebilanz

des thermoelektrischen Materials in Anwesenheit von elektrischen Stromen. Sie
lautet im Laborsystem

du=—div(@q+my p ) +my -k =—divie+gp)+7-E |

wobei wir wie in (16.2) die Beschleunigungskréfte vernachléssigen, vgl. Aufgabe
12.8-2. Bei stationdrer Ladungsverteilung div 3 = 0 verbleibt nach (16.4) fiir den
Energiezuwachs in der Materialzelle

Ou=—divq+g-(E—grad g) =1+
ls =div(Agrad T) — - grad II = Energiezuwachs aus Wérmeiibertrag

1
l; =n3 grad T 4+ —3- 3 = Energiezuwachs aus Ladungsiibertrag .
K

Alle Energiedanderungen sind hier als Leistungsdichten [ dargestellt. Die thermo-
elektrischen Effekte werden tibersichtlicher, wenn man die Energieiibertriage bei
gegebenem Temperaturgradienten nach Potenzen der Stromdichte 7 ordnet

A =10 1 @ (16.8)
19 = div(Agrad T) = I(Wirmeleitung) ,
1M = 5. grad 475 5. grad T

= [(Warmetransport) + I(elektrische Arbeit, Seebeck-Teil) |

1
12 = 3= I(elektrische Arbeit, Joulsche Warme) .

1©9) und 1 sind irreversible Energieinderungen, da sie bei Stromumkehr 3 — —3
gleich bleiben.

Wir sehen uns dann den Beitrag I(!) an, der bei Stromumkehr sein Vorzeichen wech-
selt. Er enthélt die schon in Kap. 9.4 betrachteten reversiblen thermoelektrischen
Phanomene. Den Anteil aus Warmetransport zerlegen wir nach

ON(r|T)  ol(r|T)

=3~ grad I(r | T) = —3- — 5~ 5T

7-gradT .

Dabei ist II/0r der Einflufl der Materialanderung auf den Peltier-Koeffizienten,
so dafl —3-OII/Or als Wirmestau durch Anderung des Wirmetransports lings des
elektrischen Stroms verstanden werden. Ebenso ist OI1/9T 3 - grad T als Wéarmestau
durch temperaturbedingte Anderungen des Peltier-Koeffizienten lings des Stroms
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aufzufassen. Schliellich ist 1 7- grad T die Energieinderung des Materialelements
durch Anlaufen des Stroms gegen die Seebeck-Feldstéarke n grad T . Zusammen
folgt fiir die reversible Energiednderung

11

. — —)g-gradT 16.
5 T 1= 573 gra (16.9)

Die konkreten Auswirkungen dieser Phénomene erlautern wir wie schon in Kap. 9.4

am Leiterkreis, nun aber mit stetiger Temperaturverteilung nach Abb. 16.1:

Peltier Warme

Mit dem elektrischen Strom I in einem Leiter geht nach (16.4) der Warmestrom
Q" =TI(T) - I parallel zu I einher (Transport der thermischen Energie der Elek-
tronen). Dabei ist II(T') der mittlere Peltier Koeffizient tiber den vom Strom
durchflossenen Querschnitt des Leiters. Um den Effekt zu messen, betrachtet man
Anordnungen, die den Wérmestrom beeinflussen, ohne den elektrischen Strom
zu &ndern. Eine solche Situation tritt auf, wenn der Strom die Grenze zweier
Metalle A, B mit verschiedenen Peltier Koeffizienten I14 # IIp passiert (Abb. 16.1).
Flieit der elektrische Strom von A nach B, so ist der Grenzflache von auflen der
Warmestrom

QBa = Ip(T) —Ta(T)) - I =Tpa(T)-I

zuzufithren, um die Temperatur T der Fliche zeitlich konstant zu halten. Iz 4(T)
ist der Peltier Koeffizient des Materialpaares. Ohne Q% , liegt nach (16.9) an der
Grenzfliache wegen des gedinderten Warmetransports Warmestau mit der Leistungs-
dichte I(Y) = —3.9I1/dr vor. Sie ist linear im Strom und kann bei geeigneter
Wahl der Stromrichtung zur Kiihlung des Materials herangezogen werden. Peltier
Elemente werden z. B. zur Kithlung der Mikroprozessoren in Computern benutzt.

Thomson Warme

Tritt langs eines Wegstiicks in Stromrichtung eine Temperaturdnderung d7" auf, so
dndert sich der mit dem elektrischen Strom I mitgefiihrte Wirmestrom Q' analog
zum Peltier Effekt um

dQ" = (I(T + dT) — 1K(T)) - I

Dies beeinflufit die Energiebilanz des Materialelements. Ferner verursacht d1' nach
(16.7) eine Seebeck-Spannung —ndT, die vom Strom I durchlaufen wird. Auch
dadurch adndert sich der Energieinhalt des Materialelements. Soll also die Tempe-
ratur zeitlich konstant gehalten werden, so mufl von aulen ein Warmestrom dQ"
zugefiihrt werden, der sowohl dQ' als auch die Anderung —ndT - I der elektrischen
Feldenergie bestreitet:

oIl

Q" =7(T)dT I , =(T) =77

—n (16.10)
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7(T) ist der Thomson Koeffizient des Materials und dQ7 die Thomson-Warme
im Temperaturintervall d7° . Ohne Zufuhr der Thomson Wéarme &ndert sich die
Energie des Materialelements nach (16.8, 16.9) mit der Leistungsdichte 1 =
(n —0I1/0T)3- grad T und die Temperatur ist zeitlich nicht konstant. Auch die
Thomson Leistungsdichte wechselt zusammen mit der Stromrichtung ihr Vorzeichen
und kann zur Kihlung des Materials herangezogen werden.

Wichtig fiir die thermoelektrischen Effekte ist, daf} sich die Thermokraft nach n(T) =
II(T)/T aus (16.5) berechnen 148t, so daff sich der Thomson Koeffizient auf 7(T") =
OIl/O0T — II/T vereinfacht. Die Onsager Relation (16.5) und die Energiebilanz
(16.10) sind also hinreichend, um Seebeck- und Thomson-Effekt aus dem Peltier
Koeffizienten II(T) zu berechnen. Zum Vergleich mit dem Experiment sind in der
folgenden Tabelle thermoelektrische Koeffizienten fiir einige Materialpaare bei 20°C
zusammengestellt:

Einheiten 10~Volt/Kelvin (Werte nach Adkins, Equilibrium Thermodynamics)

Materialpaar | na—ns | Iap/T | TA—TB
Cu-Ni 22 20 -11
Bi-Sb 110 109 -33
p-n Paar (in BiyTes) 400 409 -6

16.1  Aufgaben

Aufgabe 16-1: Entropieproduktion und Stromdichten im Laborsystem

Man betrachte die thermodynamischen Vorgénge im isotropen Spannungsfeld
7 = 1p . Im Material sollen keine Beschleunigungskrifte, keine Druckhysterese und
keine chemischen Reaktionen auftreten. In allen Materialelementen soll die gleiche
thermodynamische Zustandsgleichung gelten, so daf§ die Gibbs-Duhem Beziehung

s grad T — grad p—i—Zpl grad p; =0
1

zutrifft (s = Entropiedichte , p; = Dichte der Massensorte ).
Zeige: Die Entropieproduktion in diesem Spannungsfeld besitzt die Darstellung

1 1
oc="Ts- gradf+le:ml~(&—grad )

s , m; = Stromdichten von Entropie und Massensorte / im Laborsystem, k; , p; =
spezifische duflere Kraft und chemische Potentiale zur Massensorte .

Hinweis: Man benutze die Bewegungsgleichung pd;v = —grad p+ >, pik; -
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Aufgabe 16-2: Additivitat der Warmekapazititen

Man betrachte ein System aus L Materialzellen mit den elektrischen Ladungen
X7 ... X im thermodynamischen Gleichgewicht. Die gemeinsame Temperatur
sei T'. Das System befindet sich im &ufleren elektrischen Feld, wobei @1 ... ¢
die Mittelwerte des dufleren Potentials in den Zellen sind. Die Energie des Gesamt-
systems sei U(T, X7 ... X1, ¢1 ... ©1) , wobei die zugehorige Warmekapazitét
C = 9U/9T additiv ist:

C=Ci(T,X1)+Co(T,X2)+ ... +CL(T,X1)
Zeige: Die Gesamtenergie besitzt die Darstellung
U=U(T,X1)+ ... +UL(T, X)) + Xio1+ ... + X + h(X1 o X1,

mit einer Funktion h(X; ... X ), die keinen Einschrdnkungen unterliegt. Man
beachte, dafl die Ladung der Zelle [ durch X; = 0U/0y; gegeben ist.

Aufgabe 16-3: Onsager Relation und 2. Hauptsatz
Die kinetischen Gleichungen der Thermoelektrizitit lauten nach (16.3)

q=—-L grad T _ grad w
0073 01~ )
grad T grad p
J=-Lw g~ In=—F

1 Loy L
A ﬁ(Loo — 021110) = Warmeleitfahigkeit ,
_ L : ey
k== elektrische Leitfahigkeit ,
II= Lo = Peltierkoeffizient , n = Lo = Thermokraft .
Ly, T L1y

Nach dem 2. Hauptsatz hat der symmetrische Teil L} = (L., + Lpm)/2 der
Matrix Ly, nur nichtnegative Eigenwerte, was det(L;}, ) > 0 zur Folge hat.

Zeige: Bei verschwindender Warmeleitfahigkeit A = 0 folgt die Onsager Relation
Lo1 = Lqg also IT = T’y bereits aus dem 2. Hauptsatz.
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Die irreversiblen Phanomene bei chemischen Reaktionen haben wir in Kap. 6.4
nur qualitativ besprochen. Wir holen jetzt die quantitative Beschreibung nach
und betrachten gleich den Fall, dal mehrere chemische Reaktionen r = 1...T°
nebeneinander ablaufen. Die Vektoren ihrer stochiometrischen Koeffizienten seien
v" = (] ...v{) . Die Konzentrationsbilanz (12.12) geht dann in  pdyc; = —div J;+
Zr wyvjap  iber. Hier ist w, die Rate der r—ten Reaktion. Dementsprechend
haben wir in (12.22) die Entropieproduktion durch

T WHpdivv D> Jdi(k —grad ) 1 .a’
T + T +Q-gradf—zr:wr?

zu ersetzen, wobei a” = Y, v oy = Y, V] jyy =v" - pu die chemische Affinitét der
r—ten Reaktion ist. Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an, daf keine Scherkriifte
vorhanden sind (7%= 0) und daB Diffusionsstrome durch materialdichte Winde
unterbunden sind (J; = 0) . Ferner soll iiberall die gleiche Temperatur herrschen
(grad T = 0). Obige Entropieproduktion vereinfacht sich dann auf

T

di
vv_ Z wr% , p' = quasistatischer Druck (17.1)
r

T

o= (-p+p)

Zum besseren Verstiandnis leiten wir (17.1) noch mal aus den Energiebilanzen her:
Die Bedingungen 7®= 0 = J; bedeuten, da materialdichte Zellenwiinde vorliegen
und keine Scherkriifte vorhanden sind. V' sei das Zellenvolumen. Der Energieeintrag
des realen Prozesses zwischen den beiden Gleichgewichtszustédnden ist dann durch
dU = 6Q — pdV gegeben (chemische Reaktionen in der Zelle liefern liefern keinen
Beitrag zu dU weil lediglich chemische Energie in Wirme umgewandelt wird). Den
realen Prozess haben wir mit dem reversiblen Ersatzprozess zwischen den Zustdnden
zu vergleichen. Bei diesem sind chemische Reaktionen durch einen Antikatalysator
unterbunden und die Teilchenzahlanderung dn = dt Vw,v" wird stattdessen durch
reversiblen Materialaustausch mit der Umgebung realisiert. Ebenso dndert sich
die Entropie wahrend des Ersatzprozesses nur durch Wéarmeaustausch mit der
Umgebung, sodafl nun dU = T'dS — p'dV +dn - p gilt (p’ = quasistatischer Druck).
Die Energiednderungen wéhrend der beiden Prozesse sind gleich und es gilt

AU = 6Q — pdV =TdS — p'dV +dn-p , also
TdS =6Q + (p —p)dV — dtV » @, a”

a”" = v" - u=Affinitat der r-ten Reaktion .
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Dabei ist §Q/T ist der Entropieiibertrag wihrend des realen Prozesses und
AS =dS —46Q/T =oVdt

die wéhrend dt in der Zelle produzierte Entropie. Fiir die Entropiequelle folgt
TAS =TdS —6Q = (p/ —p)dV —dt > Vi, a" , also

To=(p *pmfzwr

Beachten wir dV/(Vdt) = div v und dividieren durch die Temperatur, so ergibt
sich aus der rechten Gleichung die Entropieproduktion (17.1). Damit ist die che-
mische Entropieproduktion vollstdndig beschrieben. Sie gehort zusammen mit der
Volumenreibung zu den skalaren Relaxationsphdnomenen. Die Relaxationsstrome
sind nun durch p’ — p , w, und die normierten Affinitdten durch div v/T , —a"/T
definiert. Der skalare Anteil von Tabelle 14.1 ist deshalb durch

Dissipationstyp ‘ Drehtyp ‘ Strom 7 ‘ Affinitat Y,

M Skalar p—p div v/T
R Skalar Wi ... dr —at)T---—a" )T

zu ersetzen, und die kinetischen Gleichungen (14.1) durch

le v a’",
_ IS LSy —
p—p= MM ™ Z T

’

(17.2)

Offenbar bedeutet das Verschwinden der Affinitdt a” der r—ten Reaktion nicht
deren Gleichgewicht &, = 0. Sowohl die Affinitéiten a* # 0 der Konkurrenzreak-
tionen k # r als auch Dichtednderungen div v # 0 konnen die r—te Reaktion
aus dem Gleichgewicht treiben, obwohl a” = 0 gilt. Wir wollen ab jetzt nur
den Fall konstanter Dichte div v = 0 weiterverfolgen. Aus (17.2) 148t sich die
zeitliche Differentialgleichung fiir den Reaktionssverlauf herleiten. Dazu benut-
zen wir statt der Molzahlen n; die Moldichten 7, = n;/V. Fir den Vektor n
der Moldichten gilt dann bei undurchlassigen Zellwdnden und konstantem Zell-
volumen dn/dt =3, w,(t)v" . Die Darstellung vereinfacht sich wenn wir geméaf

fo w,(t")dt" die Reaktionslaufzahl w, der r—ten Reaktion einfithren. Die
Zeltlntegratlon von dn/dt ergibt mit dieser Definition n(t) =no+ >, w,(t)v"
Damit gehen die Relaxationsgleichungen (17.2) in die folgenden zeitlichen Differen-
tialgleichungen fiir die Reaktionslaufzahlen iiber

dwT:——ZL Tp,mﬁ—ZwT vh), r=1...T .

r'=1
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Sie sind zwar in den Affinitidten o” linear, aber in den Reaktionslaufzahlen w,.(t)
im allgemeinen nichtlinear!. Thre Lésung wird fiir die Jod-Wasserstoff Reaktion am
Ende dieses Kapitels erldutert. Die lineare Naherung (17.2) ist nach Kap. 13 nur
in der Nahe des Gleichgewichts, also bei fortgeschrittener Relaxation hinreichend
genau. Bei chemischen Reaktionen entspricht dies kleinen Affinitéten a” < RT. Wir
zeigen jetzt, dafl die in den Affinitdten a” (T, p,n) nichtlinearen Beitrdge schon bei
der chemischen Relaxation des idealen Gasgemischs eine wichtige Rolle spielen. Zur
Vereinfachung betrachten wir nur einen Reaktionstyp mit dem stéchiometrischen
Vektor v= (v; ...v¢) und der Reaktionsrate w(T, p,n(t)) . Die Komponenten des
stochiometrischen Vektors unterscheiden wir geméaf}: einlaufende Sorten [ : 0 >
v = —v;—, auslaufende Sorten [ : 0 < v; = v nach ihrem Vorzeichen. Als néchstes
sehen wir uns die chemischen Potentiale an. Sie besitzen nach Kap. 6.1 fiir ideale
Mischungen die Darstellung

u(T.p,m) = (T, p) +RT1n% = g(T,p) = RTn 5(T,p) + RTIn 1, .

Hier ist g;(T, p) das chemische Potential der ungemischten Stoffsorte I. Dabei haben
wir ausgenutzt, dafl die gesamte Moldichte 1 des idealen Gasgemischs bei gegebenen
T, p-Werten nicht mehr von den Mischungsverhéltnissen der Stoffsorten abhéngt.
Die Affinitat der Reaktion im Stoffgemisch ist durch a =v - p gegeben. Wir spalten
sie nach @ = a4 — a— in die Anteile zu auslaufenden und einlaufenden Sorten auf,
wobei wir die Darstellung

ay (T, p, )—a++RTlanV’+, a_(T,p,m) = a’ —l—RTlanV”,

al(T,p) = izl gli(T’p) — RT'In (T p))
I+

benutzen. Das bedeutet zugleich

Hnl/pr _ (a+ (J. /RT Hnl’l— — e(a*_a )/RT (173)

Bei chemischen Reaktionen setzt sich die Reaktionsrate stets nach w = w_ —w, aus
den Raten w_ und w; von Vorwértsreaktion und Riickreaktion zusammen. Ferner
ist fur ideale Stoffgemische die Konzentrationsabhéngigkeit der Raten durch

w—(T,p,m) = k_(T,p) Hn”‘ s wi(T,p,m) = k4 (T, p) Hn"’+ (17.4)

gegeben, da die Koinzidenzwahrscheinlichkeit der Reaktanden proportional zum
Produkt ihrer Konzentrationen ist (v Reaktanden der gleichen Sorte gehen mit der

! Die Konzentrationsabhingigkeit der kinetischen Koeffizienten LiT, (T, p) wird hier vernachlas-
sigt. Fiir ideale Gasgemische ist dies nach (17.6) eine gute Naherung.
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v-ten Potenz ein). Nach (17.3) bedeutet dies:

P k_(T,p)e(a——ag,(Tm))/RT — k/_(T’p)ea,/RT ’

Wy =k (T, p)e(a+—ai(T,p))/RT _ kﬁr(T, p)ea+/RT
wobei die Reaktionsparameter k/, = kre “t/ET ebenso wie ky nur von T,p
abhéngen. Fiir die resultierende Reaktionsrate folgt daraus

CL)(T,p, Tl) =w_ — L:U+

o Yo (17.5)
I (o~ /BT _ cas/RTy L P2 ~F% (ja/RT | cai/RT)

Die Reaktionsparameter k‘%(T, p) sind durch Gleichgewichtsbedingungen einge-
schrinkt. Nach Kap. 13 mu8 fiir verschwindende Affinitat a(T,p,n) =ay —a_ =0
stets auch w(T,p,n) = 0 gelten. Nach (17.5) bedeutet dies aber k. = E/_fiir
a_ =ay .Daa_ = ay fiir alle Werte T, p durch die Gleichgewichtskonzentrationen
n(T,p) erfiillt ist, folgt auch die Gleichheit &’ (T, p) = k (T, p) fir alle T, p. Die
Darstellung (17.5) geht damit in

&(T,p,m) = K (T,p)(e”~/FT — eo+/ET)

2 _ g2 (17.6)
2 )

= k’l(T7p)(* ﬁ (RT)Q

tiber, wobei kL (T,p) = k'(T,p) gesetzt ist. An diesem Modell kénnen wir die
Giltigkeit der in der Affinitét linearen Relaxationsndherung w = —La/T fir die
Reaktionsrate beurteilen: Fiir grofle Temperaturen, also a < RT ist diese Naherung
nach (17.6) mit L = k'(T,p)/R gut erfillt. Bei kleineren Temperaturen liefern
jedoch auch die in a+ nichtlinearen Terme wesentliche Beitrage zur Reaktionsrate
@ . Die nichtlinearen Beitrdge werden umso wichtiger, desto grofler die Affinitét
a gegeniiber der thermischen Energie RT ist. Grofle Affinitéiten liegen meist bei
Reaktionsbeginn vor. Als einfache Anwendung betrachten wir die Jod-Wasserstoff
Reaktion Hy+Jo=2HJ . Hier ist

n= (UH2777J2a77HJ) y V= (_17_1a+2) )

d

%(ﬁsznJ%nHJ) =(—1,-1,42) w(t) ,

also

(M2, M2, nuy) = (mu2(0) — w(t),n32(0) — w(t), nus(0) + 2w(t))
mit w(0) = 0.

Fiir w benutzen wir den nichtlinearen Ansatz (17.4) des Gasgemischs

W = k_ nu2 ny2 — kg s = k= (nu2(0) — w) (n12(0) — w) — by (pu(0) + 2w)>.
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»
»

@ 27(1 — @/ o) . Gleichgewicht

\4

Abbildung 17.1 Relaxation der chemischen Reaktionslaufzahl w(t)

Wir wéhlen die Startwerte so, dafl moglichst viel Jodwasserstoff produziert wird,
namlich nge = M52 = 1o , nuy = 0 . Fir w(t) verbleibt dann die Differentialglei-
chung

L=t 7<no—w<>> —k+4w<>

it der Lo t(w
mit der Losung / O = W) = A

Nach Integration und Umkehr der Funktion #(w) folgt

0 Ll
w(t) =
L ky/k_ —et/Tng /@
1
7 = —————— = Reaktionsperiode
4o/ k—Fk4
o=—10 Gleichgewichtswert

14 2y/ky [k

Ausgehend von w(0) = 0 steigt die Reaktionslaufzahl w(t) exponentiell mit der
Zeit an bis sie bei sehr groflen Zeiten den Gleichgewichtswert w erreicht. Die
Reaktionsrate w nimmt bis zum Erreichen des Gleichgewichtswerts stdndig ab. Die
Reaktionsperiode 7 ist eine charakterische Zeit fiir die Reaktionsdauer. Fiir eine
Anfangsdichte von ng = 1 mol/liter haben wir in Tabelle 17.1 die Werte von k+ und
T zusammengestellt. Sie zeigt wie schnell die Reaktionsrate mit der Temperatur
zunimmt und die Reaktionsperiode abnimmt.
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T in “Celsius | k_ in lit mol~*sek™* | k4 in lit mol~'sek™ | 7 in sek

356 2,53-1073 3,02-107° 0,9-103
393 1,42-1072 2,20-1074 1,4-10%
443 1,40-1071 2,50-1073 1,3-10!
508 1,34 3,96-102 1,1

Tabelle 17.1 Reaktionsparameter k+ und Reaktionsperiode 7 fiir die Jod-Wasserstoff-Reaktion
mit 7o = 1 mol/liter . Nach Holleman und Wiberg, Lehrbuch der anorganischen
Chemie.

17.1  Aufgaben

Aufgabe 17-1: Jod-Wasserstoff Reaktion Hy+J,=2HJ

(a) Berechne die Gleichgewichtskonzentration 7y des Jodwasserstoffs fur die im
Text betrachtete Anfangsbedingung nuo = 752 = 1 mol/liter , nyy = 0 mit den Reak-
tionsparametern aus Tabelle 17.1 fiir die Temperaturen T = 356, 393, 443, 508°C.

(b) Zeige: Bei vorgegebener Anfangsrate w(0) und der Anfangsbedingung ny; =
0 wird die zeitliche Anderung | dw(0)/dt| der Reaktionsrate minimal wenn die
Anfangskonzentrationen 7o und 732 gleich sind.

Aufgabe 17-2: Kinetik der Moldichten

In einer Zelle mit materialdichten Wénden befindet sich eine Mischung idealer
Gase mit den Moldichten n;(t) , I =1...C . Es findet eine chemische Reaktion mit
dem stéchiometrischen Vektor (v ...v¢) und der Reaktionsrate w(t) statt. Dabei
definieren wir >, mi(t) =n , Y ,v = v . Temperatur T und Druck p werden
zeitlich konstant gehalten.

Zeige: Die Moldichten 7;(¢) hdngen mit der integrierten Reaktionsrate w(t) nach
14 _ _ 14/ p
£ = ( _h ) vwt)=wloe)/n L W P
m(t) = (m(c0) = —n)e +on 1=
zusammen.

Hilfe: Man beachte, dafl sich das Zellenvolumen bei konstanter Moldichte n =
p/RT zeitlich dndert und beweise zuerst die Differentialgleichung

% _ (,,l - u’”flt)) ot

Aufgabe 17-3: Massenwirkungsgesetz und Reaktionsperiode

In einer Zelle mit materialdichten Wanden befindet sich eine Mischung von Stoffen
mit den Moldichten n;(t), [ = 1...C . Es findet eine chemische Reaktion mit
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dem stochiometrischen Vektor (v1...v¢) , >, v = 0 und der Reaktionsrate w(t)
statt. Temperatur T" und Druck p werden zeitlich konstant gehalten. Es soll das
Massenwirkungsgesetz zutreffen

o) =k []m-®" = ky [T me(0)+
1~ I+

fiir einlaufende Sorten [ : 0 > vy = —y;_

fiir auslaufende Sorten l: 0 < v =vy;4 .

Bei ¢ = oo tritt Gleichgewicht mit w(co) = 0 ein. Die Gleichgewichtsdichten ;4 (c0)
héngen ebenso wie ky , k_ nur von T, p ab.

(a) Zeige: In der Néhe des Gleichgewichts gilt w(t) = —(w(t) —w(o0))/T , wobei
die Reaktionsperiode 7 gegeben ist durch

1 c
Il ¥

(b) Zeige: Die Reaktionsrate w(t) und ihre Zeitableitung dw(t)/dt = &(t) haben
fir alle Zeiten t entgegengesetzte Vorzeichen, namlich w(t)/w(t) <0 .

2

K =k Hm—(oo)u“ =ky HUH(OO)VH
i I+

mi(o0)

Aufgabe 17-4:

Die prompte Reaktionsperiode 7p ist durch

1 1 da(0)

e w(0) dt

definiert. Sie parametrisiert das Absinken der Reaktionsrate unmittelbar nach
Einsetzen der Reaktion. Man betrachte wie in Aufgabe 17-3 eine chemische Reaktion,
deren Zeitverlauf aus dem Massenwirkungsgesetz hervorgeht. In der Reaktion
wird mehr als eine Stoffsorte produziert, es liegen aber bei ¢ = 0 noch keine
Reaktionsprodukte vor.

Zeige: Unter diesen Umsténden ist die prompte Reaktionsperiode 7p durch

1. v
PO

P — -

gegeben. Verifiziere, dafl 7p nur von der Anfangskonzentration ¢;_ des Reaktanden
I- = 1 und w(0) abhéngt , wenn €;_ klein gegen die Konzentrationen n;_(0)
aller anderen Reaktanden ist: der seltenste Reaktand bestimmt das Absinken der
Reaktionsrate.
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18 Schwankungs-Dissipations Theorem

Falls eine thermodynamische Grofie a(t) weder durch duflere Einfliisse fixiert ist,
noch einem strengen Erhaltungssatz folgt, so unterliegt sie statistischen Schwan-
kungen. Beispiele sind die Energien von Teilsystemen energetisch abgeschlossener
Systeme (Kap. 1.4) oder auch die Photonzahl im Strahlungshohlraum (Kap. 5.1).
Da die Thermodynamik unvollstdndig kontrollierte Systeme behandelt kann sie
zwar beste Prognosen aber keine absoluten Voraussagen zum Zeitverlauf einer Gro-
Be a(t) machen. Die aktuell auftretenden statistischen Abweichungen von der besten
Prognose des Zeitverlaufs werden Schwankungen oder Fluktuationen genannt. Fir
kleine Systeme oder auch in der Néhe kritischer Punkte werden sie besonders grof.
Exakte Aussagen sind in der Thermodynamik nur iiber den mittleren Zeitverlauf
der Fluktuationen moglich. Das Schwankungs-Dissipations Theorem driickt die
Hohe und Breite der mittleren Fluktuation einer Grofle a(t) durch Parameter der
makroskopischen Thermodynamik aus. Es liefert also eine einfache Verbindung
zwischen mikroskopischen Schwankungen (Brownsche Bewegung) und makroskopi-
schen Messungen. Die wesentlichen Zusammenhénge lassen sich bei nicht zu kleinen
Temperaturen schon im Rahmen der klassischen Mechanik des Vielteilchensystems
verstehen.

18.1 Statistische Funktionen

Wir erlautern zuerst einige Begriffe, die fiir die mathematische Darstellung der
Fluktuationsphdnomene unentbehrlich sind. In der statistischen Mechanik werden
Wahrscheinlichkeiten betrachtet, die das Langzeitverhalten einer Grofe a(t) des
Systems betreffen. Dabei hat man sich zu vergegenwéartigen, dafl die exakte Mes-
sung einer Wahrscheinlichkeit w(a) fiir den Wert a grundsétzlich unendlich viele
Mefpunkte benotigt. Deshalb mufl man sich in der Praxis immer mit begrenzter
Genauigkeit begniigen. Wir beginnen mit einigen Definitionen zum Wahrscheinlich-
keitsbegriff, den wir ausschlieBlich iiber Verweilzeiten einfiihren® :

w(a)da = Wahrscheinlichkeit fir das Intervall (a,a + da) =

_ kumulierte Verweilzeit des Systems in (a,a + da)

gesamte Beobachtungszeit(sehr grof})

I Wihrend der Beobachtungszeit B setzt sich die kumulierte Verweilzeit in (a, a + da) aus vielen
getrennten Einzelbeitrdgen zusammen, weil (a, a4 da) oft verlassen und wieder erreicht werden
kann. §(a) ist die Diracsche §-Funktion, es ist also f d(a)f(a)da = f(0). Wir verzichten hier
auf den Begriff des Phasenmittels iiber sehr viele Systemduplikate (Gibbs-Ensemble).
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Die Prézisierung dieser Definition fithrt auf
1 (B2 B
w(a) = lim — / 0(a—a(t))dt =d(a—al(t)) . (18.1)

Fiir eine beliebige Funktion f(a) gilt dann

" B/2 B/2
fla(t)) lim l/ dtf(a(t)) = lim é/ dtdaf(a)d(a — a(t))

B—oo B J_p/o B—oo —-B/2

/ Z Fayw(a)da .

Das erwartete Zeitverhalten einer Grofe a(t) hingt naturgeméf vom Kenntnisstand
iiber die Grofie ab: Wir betrachten den Fall, dafl a(ty) = a zu einem Zeitpunkt tg
bekannt ist, aber sehr viele andere Groflen des Systems nicht gemessen wurden.
Wegen der ungemessenen Gréflen sind dann noch viele Bahnstiicke méglich die
bei a starten aber danach unterschiedlich verlaufen (Prognosebiindel). Die beste
Prognose A(a, ) fir die Grofie a(to +7) , 7 > 0 bei der Vorkenntnis a(tg) = a ist
eine Mittelung tiber das Prognosebiindel. Ebenso sind wegen der ungemessenen
Groflen noch viele Bahnstiicke moglich die bei a enden aber davor unterschiedlich
verlaufen (Diagnosebtindel). Die beste Diagnose A(a, —7) fiir die Groe a(to — 7)
bei der Nachkenntnis a(tg) = a ist eine Mittelung iiber das Diagnosebiindel. Zur
Prizisierung dieser Uberlegungen definieren wir

o da—a®)alt +7)dt  §(a — a(t)alt + )
Ala,7) = ™ oa—awydt o(a) , (18.2)

wobei der Zahler die Summation iiber die Endpunkte a(t + 7) der Bahnstiicke
enthélt. Wir nennen A(a, 7) die a-Erwartung. Sie ist fiir 7 > 0 die beste Schitzung
fiir die Zukunft der Grofe a(t) und fiir 7 < 0 die beste Schitzung fir ihre Herkunft
wenn der Wert a gemessen wurde. A(a,7) ist eine Systemfunktion, die erst aus
der Kenntnis der Dynamik des Vielteilchensystems berechnet werden kann. Thre
Messung erfordert grundsétzlich auch die Beriicksichtigung des aktuellen Verlaufs
a(t) der Grofle in der Umgebung aller anderen Zeiten t; # to mit a(t; ) = a .
Deshalb ist die Beobachtungszeit B sehr grofl zu wéihlen wenn A(a, ) mit guter
Genauigkeit bestimmt werden soll. Die Eigenschaften von A(a,7) lassen sich so
zusammenfassen:

» Es gilt
A(a,0) =a und A(a,0)=a , (18.3)

wobei a der Gleichgewichtswert der Grofle a ist (lange nach der Messung
beeinflufit a(tp) = a den Erwartungswert nicht mehr).
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Messwert a

Diffusion

Abbildung 18.1 Die a-Erwartung A(a, )

> Wegen der Zeitsymmetrie (Kap. 20) ist A(a,7) eine symmetrische Funktion
A(a,T) = A(a, —7) . Deshalb verschwindet der Erwartungswert %A(a(to), 0)
der Geschwindigkeit a(to) wenn nur der Wert a(to) gemessen wurde.

Der Verlauf der a-Erwartung ist in Abb. 18.1 dargestellt. Fiir die Differential-
gleichungen der Kontinuumsthermodynamik ist die Erwartung fiir die zeitliche
Anderung der Gréfle a wichtig. Der Bahnverlauf 148t sich qualitativ so beschreiben:
Der Diffusionsanteil besteht aus schnellen kurzen Bahnstiicken mit h&ufigen Rich-
tungswechseln, wobei die kumulierten a(t)-Anderungen héchstens wie /7 ansteigen,
also einen Fehlerkorridor a(t + 7) — a(t) = +a+/T ergeben. Er konkurriert mit der
Driftbewegung, die durch die Kraft —0F/da getrieben und durch die Diffusionswech-
selwirkungen ausgebremst wird. Hier ist die resultierende a-Anderung proportional
zu 7. Die Bahn a(t) ist eine Uberlagerung dieser beiden Bewegungstypen. Die zeitli-
che Steigung (a(7) — a(0))/7 enthélt deshalb fiir grofere 7 hauptsichlich Beitrige
der Driftbewegung (nur bei sehr kleinen 7 dominiert die Diffusionsbewegung).

Eine sinnvolle Trennung dieser beiden Bewegungstypen 146t sich durch Betrachtung
der Erwartungsfunktion A(a, ) definieren. Zunéchst hat man sich zu vergegenwér-
tigen, daf die Relaxationsgleichung (13.2) nur die Driftbewegung von a beschreiben
soll, nicht aber die mikroskopische Diffusionsbewegung (Brownsche Bewegung).
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Benutzt man also die Steigung (A(a,7) — a)/7 zur Definition der Driftgeschwindig-
keit ap, so mufl das Zeitintervall 7 so grof} sein, dafl die Diffusionsbewegung gegen
die Driftbewegung zu vernachléssigen ist. Da andererseits Vorgéinge des Ungleich-
gewichts beschrieben werden sollen, ist 7 so klein zu wéahlen daf die Anderung
|A(a,T) — a|] noch klein gegen den Abstand |a — a| zum Gleichgewicht ist. Die ma-
kroskopische Beobachtung mifit Geschwindigkeiten die besonders haufig auftreten.
Deshalb ist es sinnvoll als makroskopische Driftgeschwindigkeit ap einen Wert
(A(a,7) — a)/7 zu betrachten, der nur geringfiigig von 7 abhéngt. Eine Definition
mit diesen drei Eigenschaften ist

) (A(a,T) -

A - )
9 ) ~0 also ap = @) —a
or T -

~ —A 18.4
™ or (avTD) ) ( )
wobei die erste Gleichung die Finstellzeit Tp definiert. Dies sieht man wie folgt:
Zunéchst erhélt man aus Gleichung (18.4)

A(a,7p) —a

3 ~1.
TDEA((Z,TD)

In der Parametrisierung A(a,7) — a = +a+/7 — 7 des Fehlerkorridors von A(a, 7)
fithrt dies auf

+an/Tp — B7TD
%\ﬁD - pBTD

Dies kann als Dominanz des Driftanteils iiber den Diffusionsanteil bei 7 ~ 7p
verstanden werden. Dabei ist anzumerken, dafl fiir 7 < 7p der Diffusionsanteil
|ay/T| stets groBer als der Driftanteil |37 ist, weil sich bei zu feiner Zeitauflosung
die Brownsche Bewegung noch nicht herausmittelt.

Ferner folgt aus (18.4) unmittelbar die Unempfindlichkeit der Driftgeschwindigkeit
(A(a,7p) — a)/7p gegen die genaue Wahl der Einstellzeit 7. Geometrisch definiert
7p > 0 die Stelle, wo die von (7 = 0, A = a) ausgehende Gerade die Kurve A(a, 7)
tangiert. Wir wollen diese Gerade Einstelltangente nennen. Der Sachverhalt ist in
Abb. 18.1 dargestellt. Nach (18.4) ist es nicht auszuschliefien, daf§ 7p noch vom
Anfangswert a abhéngt. Die Thermodynamik betrachtet Phdnomene, die sich erst
nach der Einstellzeit 7p abspielen (vgl dazu auch R. Becker, S. 321).

~1, also |a/Tp|<|BD]| -

Die mittlere zeitliche Fluktuation der GroBe a(t) definieren wir durch die Korrelati-
onsfunktion p(t) = a(t)a(t + T)t
Nach (18.2) gilt

/daaAaT /(5a—a at+71) ada—a()a(t—i—T)t

Die Korrelationsfunktion p(7) hingt also nach

o(7) = alalt+ 1) = / da a Ala, 7) w(a) (18.5)
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mit der Erwartungsfunktion A(a,7) zusammen. Dabei gilt wegen (18.3)
p(0) = /da a® w(a) = a(t)Qt , p(oo) = d/da aw(a) =a*.

Die Differenz p(0) — p(c0) = a2 —a? = (a — a)? = A2 ist also das mittlere zeitliche
Schwankungsquadrat der GroBe a(t) . Wir bezeichnen A, als Standardabweichung
von a . Sie ist ein Maf fiir die Brownsche Bewegung um den Gleichgewichtswert
und nimmt mit der Temperatur des Systems zu. Siehe Aufgabe 20-2.

18.2  Fluktuationen im dynamischen Gleichgewicht

Wir beginnen mit der Boltzmannschen Verkniipfung zwischen Entropie und Wahr-
scheinlichkeitsdichte (vgl. R. Becker S. 280)
exS(a)

) = TS

(18.6)

Sie enthélt nur die beiden makroskopisch beobachtbaren GréBen S(a) und w(a) :

» S(a) ist die durch reversible Wirmeiibertrige bei langsamer Anderung von
a gemessene Entropiesumme des partiellen Gleichgewichts eines heterogenen
Systems nach Kap. 4.5. Dieses enthélt im allgemeinen verschiedene Teilsysteme
mit unterschiedlichen Temperaturen und Arbeitskoeffizienten.

> w(a) ist aus der Langzeitmessung des zeitlichen Verlaufs der GréBe a(t) zu
bestimmen, wie es in (18.1) prézisiert wurde.

Beziiglich der Boltzmann-Verkniipfung mufl man allerdings beachten, daf (18.6)
nach Koordinatentransformation @ = f(a) iibergeht in

da  ex(S(a)=k In f'(a)) da

11\1[(3‘,} = ’UJ((L)% = fdaleis(a/) ) da = f/<(l) .

Bezogen auf die Koordinate @ hat man also in (18.6) die Entropie S = S—k In f(a)
zu benutzen. Fiir konstante f’(a) also lineare f(a) kann dies als gednderte Entro-
piekonvention verstanden werden (man beachte dazu dafl die thermodynamische
Entropie S durch reversible Wéarmeiibertrage definiert wird und deshalb experi-
mentell nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist). Demgegeniiber héngt
S — S =k In f'(a) fir nichtlineare Transformationen f(a) von a ab. Dies weist
darauf hin, dafl bei allgemeiner Koordinatenwahl Korrekturen zur Boltzmann-Ver-
kniipfung (18.6) notwendig werden, siehe dazu Kap. 21.7.

Als erstes sehen wir uns dann die zeitliche Breite der mittleren Fluktuation von a an.
Die makroskopische Thermodynamik soll nur die Driftbewegung von a beschreiben,
nicht aber die mikroskopische Diffusionsbewegung. Als statistische Formulierung
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der linearen kinetischen Gleichungen (13.2) in Kap. 13 erwarten wir deshalb:

95(a)
da

ap =1L (18.7)

wobei ap = %A(G,TD) und 9S(a)/0a Relaxationsstrom und Affinitét zur rela-

p(0) =a*, p(0) =0

\
\

\
N
Relaxation
.
.

\ 1 p(eo) =a

Abbildung 18.2 Die Korrelationsfunktion p(7)

xierenden Groéfe a sind. Der kinetische Koeffizient L héngt im Giltigkeitsbereich
von (13.2) nicht vom Wert a ab, wohl aber von den Gleichgewichtsparametern des
Systems. Er bezieht sich auf die Anderung der a-Erwartung nach der Einstellzeit.
Eine Beziehung zwischen der makroskopischen Gleichung (18.7) und der mittleren
Fluktuation der Grofle a ergibt sich wenn man (18.7) in geeigneter Weise iiber a
mittelt und (18.5) beachtet. Dazu schreiben wir (18.7) als

ow(a)
da

0
gA(a,TD)aw(a) = Lka

wobei wir die Boltzmannsche Verkniipfung (18.6) in der Form
kow(a)/0a = w(a)0S(a)/da

benutzt haben. Nehmen wir an, dafl die Einstellzeit 7p nur geringfiigig von a
abhéngt, so folgt nach a-Integration

azp(TD) = p(rp) = —Lk also ap = — (18.8)
-
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Dabei ist auf der linken Seite die Beziehung (18.5) und auf der rechten

/da adw(a)/0a = f/da w(a)da/da = —1

benutzt worden. In (18.8) wird unterstellt, dafl w(a) auBlerhalb des Giiltigkeits-
bereichs von (13.2) bereits so klein ist, dal nur geringe Fehler entstehen. Die
Definitionsgleichung (18.4) fiir die Einstellzeit 7p geht dann in
—p(0
p(tp) — p(0) Lk

p(rp) = ——"——+= =
D

(18.9)
iiber und definiert die Steigung der Einstelltangente der Korrelationsfunktion p(7).
Durch (18.8) ist eine Beziehung zwischen dem makroskopischen Ausgleichsvor-
gang und der Breite der Korrelationsfunktion hergestellt, siche Abb. 18.2. Die
physikalische Aussage ist, dal das Abklingen einer groflen Fluktuation wie ein
makroskopischer Ausgleichsvorgang beschrieben werden kann. Deshalb 148t sich
das Kurzzeitverhalten der Korrelationsfunktion durch den kinetischen Koeffizienten

L ausdricken.

Als néchstes sehen wir uns die Hohe der mittleren Fluktuation von a an. Ein
geignetes Mafl ist das Maximum

p(0) = a0 = [ au(a)da

der Korrelationsfunktion (18.5). Um die Diskussion zu vereinfachen betrachten
wir a — ag als Ausschlag eines Massepunktes, der durch eine Feder elastisch an
die Gleichgewichtslage ag gebunden ist. Er sei von einem zdhen Medium umgeben,
mit dem er Energie austauscht. Als Arbeitskoordinate soll nur der Ausschlag a
auftreten. Die Energie U(a, S) des Gesamtsystems hingt dann nur noch nur von
der Entropie S des Gleichgewichtszustands zu fixiertem a ab. Die riicktreibende
Federkraft des Oszillators ist durch (a —ag)/k , kK = const gegeben.  ist die inverse
Federkonstante und wird auch als Suszeptibilitit bezeichnet. Es gilt dann:

ou = L — ) und U = L —ao)’

Oa K 2K
wobei Uy(S) die Gesamtenergie bei entspannter Feder ist. Wir betrachten dann
die Gleichgewichtszustédnde des Systems in der Ndhe des Zustands ag, Sy mit der
Temperatur dUp(Sp)/dSo = To . Dort kann die Energie als

(a —ag)?
2K
geschrieben werden. Die Warmekapazitit C' des Systems sei grofl gegen S — Sy. Die
Entropiednderung S — Sy verursacht dann keine merklichen Temperaturéanderungen
und die Beitriige O((S — Sp)?) von quadratischer und héherer Ordnung kénnen
vernachlissigt werden 2. Wir betrachten im folgenden quasistatische Vorgénge bei

+ UO(S) 9

U = Ulag, So) + +To(S — So) + O((S — Sp)?)

2 Aus C = Z—LS] 22?2] > S — S folgt g—g(s — So) > ‘ngg(S — S0)2. Siehe dazu auch Aufgabe
21-7
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U = const

ag _-/. }a(t)

Abbildung 18.3 Oszillator im zdhen Medium

konstanter Energie aber laufender Entropie:

U(a,S)—U(ao,S()) = W"ﬁ‘T@(S—So) =0
(a0 ao)? (18.10)
Sla) =S = 5

Wir bezeichnen S(a) als Koordinatenentropie zu a. Bei konstanter Energie und
reversibler Prozessfithrung sind Anderungen von S(a) nur durch Wirmeaustausch
mit der Systemumgebung moglich.

Wir betrachten nun aber das gegen Warmeiibertrige isolierte System und ent-
hemmen den Federausschlag a ohne die Anderungen der potentiellen Federenergie
nach auflen abzufiihren. Dies bedeutet, dal wir der Federkraft keine duflere Kraft
entgegensetzen und sich die Federenergie nur auf das zum System gehorige Medium
iibertragt. Im Sinne der Thermodynamik ist jetzt a keine Arbeitskoordinate mehr,
sondern gehort zu den fluktuierenden Groflen des Systems. Die Boltzmannsche
Verkniipfung (18.6) besagt dann, dafi die bei quasistatischer Arbeitskoordinate a
gemessene Entropie S(a) auch noch bei fluktuierender GroBe a von Bedeutung ist,
namlich:

Die relativen Verweilzeiten des enthemmten Systems in den Intervallen (a,a + da)
sind nach grofler Beobachtungszeit B im Sinne von (18.1) und (18.6) durch

dr = Bw(a)da = Be#5@)qq / /e%S(a)da (18.11)

gegeben. Dabei ist S(a) die Koordinatenentropie, die sich aus den makroskopischen
Bilanzen von Wérme und Arbeit ergibt. Thermodynamisch liegt nach der Enthem-
mung ein Gleichgewichtszustand mit weniger Arbeitskoordinaten vor weil nun a(t)
zur Menge der fluktuierenden Koordinaten gehort. Zusammen mit a(t) fluktuiert
dann auch die Funktion S(a(t)) (sieche Aufgabe 18-3 und Kap. 20.1).
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Mit diesen Erlauterungen 148t sich die Hohe p(0) — p(co) der mittleren Fluktuation
in wenigen Zeilen berechnen: Aus (18.6) folgt mit df(a)/da = f'(a) :

S'(a)w(a) =k w'(a) , (5(a)?+kS"(a))w(a) = k*w" (a) .
Integration iiber a ergibt
S'=0, S?2+EkS"=0 , (18.12)

da Integrale iber Ableitungen von w(a) verschwinden. Nun gilt fiir den quadrati-
schen Ansatz (18.10) der Entropie :
a — ag

1
" = —— = ! = - " e
S"(a) = T const , S'(a) = (a — ap)S T

Die beiden Mittelwerte (18.12) stellen sich deshalb wie folgt dar:
a—ap=0 und (a—ap)?2S"”?+kS"=0.
Nach Kap. 18.1 folgt daraus fiir das mittlere Schwankungsquadrat von a :
A} = (a—a)? = p(0) — p(o0) = —k/S" = kKT, (18.13)

Zur Herleitung des Schwankungs-Dissipations Theorems fassen wir die beiden
Aussagen (18.9) und (18.13) nach:

p(0) — p(7p) _ ~ oloo) = — k

—p(Tp) =
zusammen. Sie driicken die zeitliche Breite und Hohe der Korrelationsfunktion p(7)
durch die Parameter L und S”(a) = 9*S/9a* der makroskopischen Thermodynamik
aus. Der Verlauf von p(7) ist in Abb. 18.2 dargestellt. Dabei definieren wir als
mittlere Relazationszeit T der Grofle a(t):

S _p0) = p(rp) _ p(0) = p(=0) ™
A(p) p(0) — p(7p) '

Sie kann als Zeitkonstante fiir das Abklingen der Korrelationsfunktion p(7p) verstan-
den werden, da p(7r)/p(0) < 1 gilt. Die Relaxationszeit 7 ist fiir makroskopische
Groflen wie dem Federausschlag a(t) in der Regel sehr grofi gegen die Einstellzeit
Tp , da sich merkliche Anderungen von a(t) erst nach sehr vielen mikroskopischen
Zufallsbewegungen der GroéBenordnung +/p(0) — p(7p) ergeben: Nach der Zeit

p(0) — p(c0)
P(O) —p(D)

hat die kumulierte Diffusionsbewegung von a(t) erst etwa eine Standardabweichung
A, = /p(0) — p(c0) erreicht (bei unkorrelierten Zufallsbewegungen steigt der

TR =
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kumulierte Abstand nur wie /7 an). Relaxationszeit und Standardabweichung der
a-Schwankungen berechnen sich aus den makroskopischen Parametern L und S”(a)
geméf
1 k
_ A2 — _ 18.14

TR LS”(&) ’ a S”(C_l) ( )
Dies ist das Schwankungs-Dissipations Theorem fiir die Breite und Hohe der
Korrelationsfunktion p(7) = a(t)a(t + T)t.

Kommentar zum Entropiebegriff

Von der bisher betrachteten Koordinatenentropie S(a) zu unterscheiden ist die
Gesamtentropie des Zustands konstanter Energie aber geméf (18.11) fluktuierender
Koordinate a(t). Wir wollen diesen Zustand dynamisches Gleichgewicht nennen.
Da die GroBe a(t) nun zu den fluktuierenden Koordinaten und nicht mehr zu den
Arbeitskoordinaten gehort handelt es sich um ein thermodynamisch vergrofertes
System. Die Gesamtentropie S des auf diese Weise vergroflerten Systems ist
ein Parameter des dynamischen Gleichgewichts und héngt nicht von der Zeit ab.

Daneben kann man die mittlere Koordinatenentropie S (a(t))t des dynamischen
Gleichgewichts betrachten. Sie ist geringer als die maximale Koordinatenentropie
So- Es ist sinnvoll , diese drei zeitunabhéngigen Entropiebegriffe des dynamischen
Gleichgewichts sorgfiltig zu unterscheiden. Sie erfiillen die Ungleichungen

Sa®) < Sy < S (18.15)

Zum Beweis der linken Ungleichung (18.15) beachten wir, daf fiir den quadratischen
Ansatz (18.10) die Beziehung S(a) = Sp + S’(a)?/25” gilt. Daraus folgt
k

SGa®) = So — 5 <50 (18.16)

wenn wir (18.12) in der Form S”2 = —kS” benutzen. Um die rechte Ungleichung
(18.15) zu zeigen miissen wir zuerst eine Darstellung fiir die Gesamtentropie Sg
finden. Die Koordinatenentropie S(a) hatten wir als makroskopische Entropie des
Mediums bei zeitlich konstantem Ausschlag @ = 0 der Feder definiert. Wir betrach-
ten nun auch a # 0 als Arbeitskoordinate und ordnen ihr die kinetische Energie
a*m/2 mit m als Masseparameter zu. Bezogen auf a, a lautet jetzt die Koordina-
tenentropie S(a,a) = S(a) — a*>m/2Tp , da nun die quasistatische Energiebilanz
(18.10) durch

(a—ap)?
2K

zu ersetzen ist. Angewandt auf das Koordinatenpaar a,a lautet jetzt die Boltz-
mannsche Verkniipfung:

e*5(a:4) dada
J e®5(:8) dadg

+ a5 + Ty(S(a,d) — So) =0 (18.17)

w(a, a)dada = (18.18)
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Alle nichtfluktuierenden Groflen 6 des dynamischen Gleichgewichts wollen wir Para-
meter nennen. Die Gesamtentropie Sg des dynamischen Gleichgewichts definieren
wir so, daf} ihre Ableitung 0S¢ (6)/96 nach einem beliebigen Parameter 6 gleich
dem Mittel der Ableitung der Koordinatenentropie nach diesem Parameter ist,
namlich:

dSc(0) . ., 08(a,a,0)
20 —/dada w(a,a,G)T .

Die rechte Seite kann wegen (18.18) als k‘% In [ dada e S(a:a.0) dargestellt werden.
Daraus folgt nach Integration:

o+ eF56(®) _ /dada oES(aad)

Die Konstante 7y héngt nicht von 6 ab und hat die physikalische Dimension
des Integrationsmafles dada. Sie ist grundsétzlich durch den dritten Hauptsatz
bestimmt, der das Verhalten der Entropie bei kleinen Temperaturen regelt. Bei
geeigneter Wahl von 7y verschwindet die Gesamtentropie S fiir Ty = 0. In der
Quantenmechanik des Systems ist eine natiirliche Skalierung durch 9 = h/m
mit A als Planckscher Konstante gegeben: bei nicht zu kleinen Temperaturen geht
das quantenmechanische Ergebnis fiir die Gesamtentropie in seine quasiklassische
Niherung 3

h .
fBESG = /dadde%s(aﬂ‘) (1819)

iiber. Fiir die Gesamtentropie des nach (18.17) definierten Systems aus Feder und
Medium verbleibt

etSc — o150 %/dadde*(a7a0)2/2nTok7d2m/2Tok

=50 %\/WQKZTQIC\/TFQTQIC/TTL

Definieren wir die Eigenfrequenz v des elastisch gebundenen Massepunktes durch
2my/km = 1/v , so folgt schlieBlich
1 1o KT kT
e?56 = xS0 220 , SG:So—l-kln—O.
hv hv
Im Giiltigkeitsbereich der quasiklassischen Néherung ist kT > hv, also auch
Sa > So.

3 Der durch das Fluktuieren der Koordinaten a,a zusétzlich zur mittleren Koordinatenen-

tropie entstehende Beitrag kann als Sg — S(a,a) = 7kfdad('1 w(a,a) Infw(a, a)%} mit

S(a,a) = f dada w(a,a)S(a,a) dargestellt werden (vgl. Stratonovich, Nonlinear Nonequilibri-
um Thermodynamics, und Aufgabe 18-2)
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Damit ist auch die zweite Ungleichung (18.15) gezeigt. Zur Abschétzung von
Groflenordnungen betrachten wir einen Massepunkt mit der Eigenfrequenz von v =
LH z bei 300 Kelvin. Hier ist In(kTp/hv) ~ 30 und es gilt Sg ~ Sy + 30k. Uberlifit
man also diesen Oszillator ausgehend von seiner Fixierung in der Ruhelage ay der
Brownschen Bewegung im Medium, so liegt die Gesamtentropie des schwankenden
Oszillators um etwa 30k tiber der maximalen Koordinatenentropie Sy wahrend
die mittlere Koordinatenentropie geméafl (18.16) um k/2 unter Sy liegt. Wegen
k = 3,3-10~2*cal/Kelvin sind diese beiden Entropieinderungen fiir makroskopische
Rechnungen unerheblich. Sie sind jedoch von prinzipiellem Interesse. Siehe dazu
auch Kapitel 20.1.

18.3  Aufgaben

Aufgabe 18-1: Riesenfluktuationen

Ein Stein liegt bei 20 °C auf der Strafle.
Bei dieser Temperatur haben die Nukleonen (Protonen, Neutronen) des Steins
einen mittleren Geschwindigkeitsbetrag von etwa T = 2480 m/sek bei einer Breite

der Geschwindigkeitsverteilung von v/v2 — 72 = 1068 m /sek .

(a) Zeige: Kame es zu dem Zufall, dafl die Geschwindigkeitsrichtungen aller Nu-
kleonen bei ungednderten Betrigen gleichzeitig nach oben zeigen, so wiirde der
Stein etwa 313km nach oben fliegen, wenn die Strafle keine Energie mit dem
Stein austauscht (es wird nur Impuls mit der Strale ausgetauscht, die Beitrige
der Elektronen des Steins konnen vernachlissigt werden). Wie grof} ist im Mo-
ment der Gleichrichtung der Geschwindigkeiten die kinetische Gesamtenergie
der Relativbewegung der Nukleonen im Verhaltnis zur kinetischen Energie der
Schwerpunktsbewegung des Steins?

(b) Beweise: Riesenfluktuationen nach (a) sind nach dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik verboten.

Aufgabe 18-2: Fluktuationsentropie und Entropiekonstanten
Die Gesamtentropie Sg bei fluktuierenden Koordinaten a(t), b(t) sei gegeben durch

e#S¢ :/dj@e%s(a,b) .
ag Bo

Dabei ist S(a,b) die Entropie zu fixierten Koordinaten a, b . Die Konstanten
ap und By haben die physikalischen Dimensionen von ¢ und b und beeinflussen
die Gesamtentropie. Von S¢ verschieden ist die mittlere Koordinatenentropie
S(a,b) = [da db w(a,b)S(a,b) .

Die Fluktuationsentropie Sp = Sg — S(a, b) der Koordinaten a , b ist als Differenz
aus Gesamtentropie und mittlerer Koordinatenentropie definiert.
S(a,b)/k )

Es gilt die Boltzmann-Verkniipfung w(a,b) = const - e
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(a) Zeige: Es gilt Sp = S — S(a,b) = —k [ dadb w(a,b) Infw(a,b)aofo] -

(b) Zeige: Wenn die Koordinatenentropie durch den quadratischen Ausdruck
S(a,b) = So + %aQSaa + %szbb mit negativen Konstanten S,, , Sy, gege-
ben ist, so gilt

—_— 1 2 1 2
SF:SG—S(a,b):k<2+1 mk 1 Tk >

—e— sty e
*a(z)Saa 2 75(%Sbb

Aufgabe 18-3: Schwankungsquadrate

Die Gesamtentropie Sg(6) eines thermodynamischen Systems mit fluktuierender
GroBe a und Gleichgewichtsparameter 6 sei auf Basis der Boltzmann-Verkniipfung
durch ageSe®/F = fda eS(@0/k gegeben, wobei aq eine Skalierungskonstante
ist. Dabei fluktuiert die Grofle a mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

eS(a,Q)/k

w(a,0) = Zss@n

Zeige: Hangt S(a,0) nur linear von 6 ab, so gilt fir die Mittelwerte beziiglich
w?(a):

95(a.0) 05a(0) [05(a.0) 95@0)) 956 (0)
90 0 -

20 00 062

Aufgabe 18-4: Thermische Unschérferelation

Betrachte ein System mit der Entropie S(a). Die Gréfle a schwankt nach Kopplung
mit der Umgebung und hat geméfl Boltzmann-Verkniipfung die Wahrscheinlich-
keitsverteilung

ot (S(a)—ay.)

w(a,y.) = , aoe%SG(y*) :/e%(s(a)—ay*)da ’

aoe%SG(y*)

wobei y, ein Umgebungsparameter ist (siche dazu Kapitel 21). Zusammen mit a
schwankt dann auch die GréBe y(a) = 95(a)/0a . Die mittleren Schwankungsqua-

drate der GréBen a und y sind A2 = (a —a)? und A2 = (y — )2 .
(a) Zeige: Es gilt A2 = k432%§éy*) und A2 = —kiazaiga).

(b) Zeige: In der Niherung a;i(ga) = const folgt A,A, =k .

Aufgabe 18-5: Thermische Schwankungen und Einstein-Beziehung

Man betrachte ein thermodynamisches System bestehend aus einen Massepunkt
und einem zdhen Medium. x sei die Position des Massepunkts im Medium. Die
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Gesamtenergie soll die Darstellung U(S, z) = Q(S) + ®(x) haben, wobei ®(z) die
potentielle Energie des Massepunkts und S die Systementropie ist. Wir betrachten
das wérmeisolierte System und iiberlassen die Position x spontanen Schwankungen
ohne die Anderungen der potentiellen Energie ®(x) nach aulen abzufiihren. Es gilt
dann U = const. Die kinetische Energie des Massepunkts wird zur Warmeenergie
Q(S) gerechnet, so daf die Bilanzierung U = Q(S) + ®(x) auch bei fluktuieren-
dem Massepunkt richtig bleibt: die Gesamtenergie U ist konstant, wéhrend ihre
Aufteilung in potentielle Energie ®(z) und Wérmeenergie Q(S) schwankt. Der
Energieaustausch zwischen @ und ®(z) erfolgt durch Stéfle des Massepunkts mit
dem zdhen Medium. Die Driftgeschwindigkeit #p des Massepunkts hangt mit
der Kraft K(z) = —d®/dz und der Beweglichkeit b des Massepunkts im Medi-
um nach #p = b K(z) zusammen. Andererseits lautet die kinetische Gleichung
(18.7) &p =L dS(z)/dx .

(a) Zeige: Kinetischer Koeffizient L und Beweglichkeit b erfiillen die Einstein-Bezie-

hung

U (S, x)

L=0bT T =T tur =
, emperatur B

(b) Betrachte das Modell, dafl der Massepunkt in mittleren Zeitabstianden 7p durch
StoBe mit dem zihen Medium isotrop gestreut wird (& und —& nach Stofl gleich
hiufig). Seine trage Masse sei M. Zwischen den St68en soll der Massepunkt
keine Wechselwirkung mit dem Medium haben: er unterliegt dann nur der

Beschleunigung
K d®
= % aus der Kraft K(z) = -

Zeige, dafl der kinetische Koeffizient L unter diesen Modellannahmen die
folgende Darstellung hat:

™D
L=—T.
2M



19 Symmetrie der
kinetischen Koeffizienten

Die Onsager Relationen wurden in Kap. 13 zwar formuliert, aber nicht bewiesen.
Dies wollen wir nun nachholen indem wir sie aus der Zeitumkehrinvarianz der
mikroskopischen Bewegungsabléufe herleiten.

In Kap. 18 hatten wir auseinandergesetzt, dal die Koordinatenentropie S(a) ne-
ben ihrer Rolle in der makroskopischen Wérmebilanz eine zweite physikalische
Bedeutung hat: exp(S(a)/k) ist ein Maf fiir die zeitliche Haufigkeit, mit der sich
das System bei einem Koordinatenwert a aufhilt wenn sich diese Koordinate nach
Beseitigung der dufleren Krafte nicht mehr quasistatisch verhalt, sondern unter
dem Einflu} innerer Wechselwirkungen fluktuiert. Beispiele sind der Ausschlag
einer Feder, die im zum System gehorigen Medium Brownsche Bewegungen aus-
fithrt (Kap. 18) oder die fluktuierende Energie eines Teilsystems das durch eine
warmedurchlassige Wand vom Systemrest getrennt ist (Kap. 1.4). Onsager verband
die Beschreibung der makroskopischen und mikroskopischen Prozesse durch die
Annahme, daf§ das Abklingen einer grofien Fluktuation der Koordinate wie ein
makroskopischer Ausgleichsvorgang behandelt werden kann. Dieser Vorgang wird

durch die Erwartungsfunktion A(7,a) nach Messung des Ungleichgewichtswerts a

beschrieben, die das Mittel aller moglichen Fluktuationsverlaufe durch den Mef3-
wert a darstellt. Nach dem Schwankungs-Dissipations Theorem (18.14) konnen die

Relaxationsstréme A(7p,a) zusammen mit ihrer Einstellzeit 7p definiert werden.

Die Symmetrie-Relationen von Onsager fiir die kinetischen Koeffizienten beziehen
sich auf den allgemeinen Fall, dafl mehrere fluktuierende Koordinaten betrachtet

werden, also mehrere Relaxationsstrome auftreten. Sie lassen sich unter der Annah-
me herleiten, dafl die Relaxationsstrome eine gemeinsame Einstellzeit 7 haben,
die auch nicht davon abhéngt wie weit die gemessenen Ungleichgewichtswerte vom
Gleichgewicht entfernt sind.

19.1 Erwartungswerte nach Feststellung
des Ungleichgewichts

Wir beginnen wieder mit der Erlauterung einiger statistischer Begriffe — nun fiir
den Fall, daf§ die Fluktuationen von N verschiedenen Grofien a;(t)...an(t) = a(t)
verfolgt werden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Gréfien a ist analog zu (18.1)
durch
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definiert und gibt die relative Verweilzeit des Systems bei den Werten a an. Hier ist
d(a) die N-dimensionale Verallgemeinerung der Diracschen §-Funktion und erfillt
mit dV, = day ...day fir beliebige Funktionen f(a):

/ dV,b(a)f(a) = £(0) .

Die Boltzmann Verkniipfung lautet nun w(a) = e#5@) . const und hat die Konse-
quenz:

w(a)

Wir betrachten den Fall, dafl zu einem Zeitpunkt ¢y die MeBwerte a; (to) . .. an(tg) =
a festgestellt wurden, wéhrend alle anderen Variablen des Systems (dies sind sehr
viele) unbekannt sind. Der Erwartungswert A, (a,7) der Grofle a,, bei Feststellung
der Werte a(tg) = a und Warten um die Zeitspanne 7 hat die zu (18.2) analoge
Darstellung

0S(a) i ow(a)

da,,  Oam

(19.1)

d(a—a(t))a,(t+ T)t
w(a)

An(a,7) =

Nach Multiplikation mit dV,, a,, w(a) und Integration ergibt sich daraus
/ AV a w(a)An(a,7) = / Vit —a(D)an(t +7)'

_—t
Die rechte Seite ist die Verallgemeinerung der Korrelationsfunktion (18.5) auf
unterschiedliche fluktuierende Gréfien ay, (t) # an(t). Durch (19.2) lassen sich die

Eigenschaften der Korrelationsmatrix Pmn(7) mit den Eigenschaften der Relaxati-
onsstrome A, (a,7p) verkniipfen.

19.2  Onsager Relationen

Als statistische Formulierung der linearen kinetischen Gleichungen (13.2) in Kap. 13
erwarten wir jetzt, dafl die Relaxationsstrome A (a,7p) ... Ay (a, 7p) als Funktio-
nen von a Linearkombinationen der Funktionen 05(a)/0a; sind:

(a,7p) ZL"J 8 , Ly; unabhéngig von a (19.3)

Hier entsprechen 0S(a)/da; den Affinitdten und L,,; den kinetischen Koeflizienten.
Multiplikation von (19.3) mit dV, a,, w(a) und Integration fiithrt auf

/dV A W (a,7p) /dV Gy, w(A) Ly 05(a)
8(1]‘
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Die linke Seite ist die Zeitableitung der Beziechung (19.2) fiir die Korrelationsmatrix.
Beriicksichtigen wir dann auf der rechten Seite die Boltzmann Verkniipfung (19.1),
so geht (19.3) in

, al dw(a)
pmn(TD) = kZ dVa aanJaT = —kLmn (194)
P 7

iiber, wobei wir [dV, a,0w(a)/da; = — [ dV, da,,/da; w(a) = —d,,; benutzt
haben. Wegen (19.4) hat die Matrix L,,, der kinetischen Koeffizienten die m < n
Symmetrie der Matrix pi,,(7) . Zunichst kann man ausnutzen, dafl die Korrelati-
onsmatrix P, (7) = am (t)an (t + T)t wegen der zeitlichen Mittelung nur von der
Zeitdifferenz 7 in den beiden Faktoren a,, a, abhingt. Deshalb gilt

Prn(T) = am () an(E + 7). = an(t + Tam@) = prom(—7) (19.5)

Wir betrachten dann den Spezialfall, daf3 aus der Zeitumkehrsymmetrie der mi-
kroskopischen Bewegungsgleichungen p,,(7) = pmn(—7) folgt (siche Kap. 20 und
Aufgabe 19-1). Zusammen mit (19.5) ergibt sich dann fiir alle 7:

Pmn(T) = Pum(T) 3 Pmn(T) = prm(T) (19.6)

wobei die zweite Gleichung durch Zeitableitung der ersten entsteht. Aus (19.6)
und (19.4) folgen dann unmittelbar die Onsager Relationen L, = Ly, fir die
kinetischen Koeflizienten.

Man vergegenwartige sich hier, dal diese Schlufolgerung auch fiir Zeiten 7 # 7p
moglich ist: fir jeden 7-Wert, bei dem fiir alle a

ZL"J gllt folgt auch pin(7) = —kLpn(T) (19.7)

so daf auch die Koeffizientenmatrix L,,,(7) symmetrisch ist (man multipliziere
die linke Gleichung mit dV, a,, w(a) und integriere). Als Funktionen von 7 sind
Ap(a,7) und pp,(7) wegen der Zeitumkehrsymmetrie (Kap. 20) gerade. Deshalb
gilt A,(a,0) = 0 = pypn(0) und wegen (19.7) auch L,,,(0) = 0. Entsprechend
kann (19.7) bei sehr kleinen 7-Werten nur dann richtig sein wenn auch Ly, (T)
sehr klein ist. Schon daran sieht man, daf} sich die Matrix L,,,, = Ly (7p) der
makroskopischen kinetischen Koeffizienten nicht auf den Grenzwert 7 = 0 beziehen
kann, sondern wegen L,,, # 0 zu einer Einstellzeit 7p # 0 gehéren mufl. Nach
(18.4) soll der

An(aa 7_D) — an

D

Relaxationsstrom

unempfindlich gegen kleine Anderungen von 7p sein. Dies fiihrt auf die Festlegung
von 7p durch

8<An(a,TD)—an) o

67‘D D
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19.3  Aufgaben

Aufgabe 19-1: Onsager-Relationen mit Signaturen

(a) Man betrachte zwei Grofien a(t) und b(¢) mit den Signaturfaktoren €, , €, unter
Zeitumkehr, namlich: a(t) = a(t* —t)e, , b(t) = b(t* —t)e, fiir alle ¢ .

Zeige: €, , €, konnen nur die Werte £1 annehmen.

Auflerdem: Fur b(t) = a(t) gilt €, = —€p -

(b) Nach (19.4) besteht zwischen den kinetischen Koeffizienten L,,, und den
Korrelationsfunktionen der Gréfien a,(t) , n=1...N die Beziehung

0 (— ¢
kL, = pr (am(t)an(t +17p) )

Zeige: Besitzen die Grofien a, (t) die Signaturfaktoren e, unter Zeitumkehr, so erfiil-
len die kinetischen Koeffizienten L,,, die Symmetriebeziehung L., = Lnm€mén -

Beweise zuerst die Beziehung a,, (t)a, (t +7) = ap(t)am(t +7) €men -



20 Zeitumkehr in der Thermodynamik

Unvollsténdig kontrollierte Systeme miissen mit Begriffen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung behandelt werden. Hier entsteht ein prinzipielles Problem dadurch, daf}
in der Realitdt stets nur Mefiproben endlichen Umfangs genommen werden kénnen,
wéhrend sich die thermodynamischen Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
immer auf unendlich wiederholte Messungen beziehen. Wegen der experimentellen
Beschrankung auf endlich viele Messungen sind in der Praxis kleine Abweichungen
von den Erwartungswerten die Regel. Man kann jedoch umgekehrt die thermodyna-
mischen Erwartungswerte als beste Abschétzung fiir die Mittelwerte der endlichen
Messungen betrachten. In diesem Sinne stellt die Thermodynamik eine praktikable
Annéherung fiir unvollstdndig kontrollierte Systeme dar.

Wir betrachten in diesem Kapitel thermodynamische Systeme denen eine zeitsym-
metrische Mikrophysik zugrundeliegt. Dies ist fir isolierte physikalische Systeme in
zeitlich konstanten d&ufleren Feldern der Fall, wenn diese Felder auch bei Zeitumkehr
ungeindert bleiben!. Demgegeniiber verletzen die kinetischen Gleichungen (13.2)
die Symmetrie der Zeitumkehr in dem Sinne, dafl ihre Losungen nach Zeitumkehr
im allgemeinen keine Losungen mehr sind: Die Riickentwicklung eines relaxierten
Systems in einen makroskopischen Ungleichgewichtszustand verletzt die kinetischen
Gleichungen. Physikalisch sind solche Riickentwicklungen grundséatzlich moglich
aber wéhrend realisierbarer Beobachtungszeiten sehr selten. Sie haben extrem gerin-
ge Wahrscheinlichkeiten (z. B. konnte jeder Gegenstand bei Sommertemperaturen
auf iiber 300km Hohe fliegen ohne der Unterlage Energie zu entziehen wenn alle
Molekiile gleichgerichtet wéren, Aufgabe 18-1) . Die dafiir wichtigen physikalischen
Sachverhalte wollen wir uns jetzt genauer ansehen.

20.1  Zeitsymmetrische Erwartungswerte

Zur Erlduterung der scheinbaren Abwesenheit der Zeitumkehrsymmetrie in der
Thermodynamik ist es sinnvoll, isolierte Systeme zu betrachten. Es treten dann
keine Symmetrieverletzungen durch duflere Einfliissse auf und es liegt eine zeitsym-
metrische Mikrophysik zugrunde. Wir fassen zuerst die wichtigsten Sachverhalte
fiir diesen Fall zusammen:

1 AuBlere Magnetfelder dandern bei Zeitumkehr ihr Vorzeichen. Wenn man ihre Quellen zum
System rechnet konnen sie aus der Liste der dufleren Felder gestrichen werden. Die Symmetrie
unter der Zeitumkehr wollen wir kurz Zeitsymmetrie nennen.
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(A) Ergodenhypothese und Zeitsymmetrie

Die Ergodenhypothese wird in Kapitel 21 besprochen. Sie kann fiir den Beweis
der Zeitsymmetrie so formuliert werden, dafl ausgehend von jedem Mikrozustand
nach hinreichend grofler Wartezeit auch der Zustand erreicht wird, der durch
Vorzeichenwechsel aller Mikroimpulse entsteht. Unter dieser Annahme gibt es zu
jedem dynamisch moglichen Verlauf der Koordinate a(t) eine Wartezeit ¢* mit der
Eigenschaft

a(t) =a(t* —t) firalle ¢ . (20.1)

Die Funktion a(t) ist symmetrisch? um den Zeitpunkt ¢* /2. Um daraus eine statis-
tische Aussage zu gewinnnen definieren wir analog zu (18.1) die 2-Punktfunktion
I'(a; T ag) nach

+

T(ay 7 ap) = 6(a1 — a(t))d(ag — a(t + 1)) . (20.2)

Die Klammer (a; 7 a3) soll im folgenden den Ubergang a; — ao der Dauer
7 kennzeichnen. I'(a; 7 ag2) gibt die H&ufigkeit an wie oft im Langzeitverlauf
von a(t) der Ubergang (a1 T az) relativ zu (a} 7 @) vorkommt. Wir wollen die
2-Punktfunktionen I' deshalb auch Ubergangshiufigkeiten nennen. Dabei gelten
die Beziehungen

/dall"(al T az) = w(az) /dagl"(al T az) =w(ay)

(a1 0 ag) = w(a1)d(a; —az) , I'(a1 0o az) = w(ar)w(az)

(20.3)

mit Wahrscheinlichkeiten w(a) nach (18.1). Die letzte Gleichung setzt voraus, daf
das Zeitmittel (20.2) faktorisiert, also daf zeitlich weit entfernte Bahnstiicke von
a(t) unkorreliert sind. Wir sehen uns dann die Bedeutung der Zeitsymmetrie fiir
die 2-Punktfunktion an. Das Langzeltmlttel (18.1) hat fiir beliebige Funktionen
f(t) die Eigenschaft f(t ) = f(t* — t) Deshalb besitzt die 2-Punktfunktion (20.2)
auch die Darstellung

t

[(a1 T az) = 0(ay — a(t* —t))o(ag — al(t* 7t+7))
— 5(ar — a(8))3(az —alt — 7)),

wobei im zweiten Schritt (20.1) benutzt ist. Daraus ergibt sich die statistische
Formulierung der Zeitsymmetrie:

I‘(a1 T G,Q) = I‘(a1 — T ag) (204)

Dieses Ergebnis folgt auch aus dem Formalismus der Quantenmechanik. Wir nutzen
ferner aus, daf§ das Langzeitmittel in (20.2) nur von der Zeitdifferenz in den beiden

2 Fiir die Koordinatengeschwindigkeit ist entsprechend a(t) = —a(t* — t), siche dazu Aufgabe
19-1
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d-Faktoren abhéngt. Deshalb gilt auch ohne Zeitsymmetrie:

+

T(ay 7 az) = 6(az — a(t))é(ay —a(t — 7)) =T(ag —7 a1)

Zusammen mit (20.4) folgt daraus
T(a; 7 as) =T(a; — 7 az) =T(az 7 a1) . (20.5)

Das bedeutet, dafl die Ubergéinge (a1 7 ag) und (az 7 a1) im Langzeitmittel gleich
hiufig vorkommen. In der Literatur wird (20.5) auch zur Definition der Zeitsymme-
trie benutzt (Callen, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics). Es
ist wichtig, die Ubergangshéufigkeiten I' sorgfiltig von den bedingten Wahrschein-
lichkeiten fiir die Ubergiinge zu unterscheiden. Nach (18.1) sind die Verweilzeiten
bei den Werten a proportional zu den Wahrscheinlichkeiten w(a) 3. Obwohl die
Verweilzeiten in den beiden Zustidnden a; und as sehr verschieden sein kénnen
kommen die Ubergiinge (a; 7 az) und (ag 7 a1) bei sehr groBer Beobachtungszeit
gleich haufig vor, da der langlebige Zustand genauso oft verlassen wird wie der
kurzlebige. Bezieht man aber die Hiufikeit der Ubergiinge (a; 7 a2) nicht auf die
gesamte Beobachtungszeit sondern nur auf die Verweilzeit im Ausgangszustand, so
gelangt man zu den bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang:

I‘(a1 T ag) F(a1 T (LQ)
art — azT = = 20.
W) = H T () = TS (20.6)
GeméB (20.3) erfiillen sie

/dagw“”(aQ) =1 :/dalw“QT(al) s

walo(az) =d(a; —ag) = waQO(al) ,

w*™(az) = w(az) ,

w*?*(a1) = w(ay).

w7 (a) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang (a; 7 az) wieder wenn der
Wert a; mit Sicherheit vorliegt, also nicht mehr abgeschétzt werden mufl. Anders
als die Ubergangshiufigkeiten I' sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die
beiden Ubergiinge a; « as im allgemeinen verschieden, da nach (20.6) der Zustand
mit der kleineren Verweilzeit die grofiere bedingte Ausstreuwahrscheinlichkeit in den
anderen Zustand hat. Die Unterschiedlichkeit der bedingten Wahrscheinlichkeiten
fiir Hin- und Riickprozess fithrt bei begrenzter Beobachtungszeit zu einer effektiven
Verletzung der Zeitumkehrsymmetrie.

Dies erlautern wir in Kap. 20.3 und Aufgabe 20-1.

3 Es ist sinnvoll Verweilzeiten und Wahrscheinlichkeiten auf ein kleines Intervall (a,a + da) zu
beziehen das den makroskopischen Zustand definiert. w(a) sind Wahrscheinlichkeitsdichten im
Sinne von (18.1)
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(B) Symmetrie der Erwartung A(a, 7) und der Korrelationsfunktion p(7)
Es gilt

A(a,m)w(a) = §(a — a(t))a(t + T)t = /F(a 7 a')d'dd (20.7)
(1) = a(t)a(t + T)t = /F(a 7 a)a d'da da’ .

Zusammen mit der Symmetrie (20.4) der 2-Punktfunktion T' folgt: A(a,7) =
A(a,—7) und p(7) = p(—7) .

Zum Beweis der Symmetrie ppn(7) = pmn(—7) der Korrelationsmatrix pp,y (7)
nach (19.2) bemerken wir, daf (20.1) und (20.4) auch richtig bleiben wenn man a;
und az wie in Kap. 19.1 durch zwei Vektoren a = ay ...ay und a’ = aj ...aly von
jeweils N beobachteten Mefligrofien ersetzt. Die 2-Punktfunktion ist dann durch

t

I'(aTa)=6da—a(t)da —a(t+71))

definiert und erfiillt analog zu (20.4) I'(a 7 a’) =T'(a — 7 a’). Die Korrelationsma-
trix

Pmn(T) = /F(a T a') a, a, dV, AV,
ist deshalb ebenfalls symmetrisch in 7 .

(C) Zeitsymmetrie der Entropie

Bei fixierter Arbeitskoordinate a hangt die makroskopische Gleichgewichtsentropie
S(a) nicht von der Zeit ¢ ab. Ordnet man andererseits der fluktuierenden Koor-
dinate a(t) formal die Gleichgewichtsentropie S(a) zu, so erhélt man die zeitlich
fluktuierende Koordinatenentropie S(a(t)). Ein im Zeitabstand 7 seit Messung
monotones Entropiemafl verbleibt jedoch wenn man S(a(t)) unter der Bedingung
mittelt, dafl vor der Zeit 7 der Wert a gemessen wurde. Dies definiert die mittlere
Koordinatenentropie nach a-Messung:

ST = / da’ w (d')S(a’)

Hier wird die Koordinatenentropie nur iiber Zeitpunkte ¢’ gemittelt, fiir die a(t’)
den einheitlichen Vorwert a(t’ — 7) = a hat. Statt der Gleichgewichtsverteilung
w(a’) geht deshalb nun die bedingte Verteilung w®” (a’) in die Mittelung ein. Wie
in Kap. 18.2 fragen wir auflerdem nach dem Entropiebeitrag aus der Streuung
der Werte a(t') mit Vorwert a(t’ — 7) = a. Ein geeignetes Ma$ fiir diese Streuung
ist die informationstheoretische Entropie der a'-Verteilung w®”(a’) , ndmlich die
Fluktuationsentropie (sieche Aufgabe 18-2) :

Sy = —k/da’ w® (a’) In[w (a’)ag] , @y = Skalierungskonstante
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Im Grenzfall 7 — 0 haben die Werte a(t') keine Streuung und S verschwindet bei
richtiger Wahl von «g . Schliellich definieren wir als bedingte Entropie S*™ nach
a-Messung die Summe aus mittlerer Koordinatenentropie S und Fluktuationsen-
tropie S% , némlich:

S9T = §9T 4 S¢T = /da’w‘”(a’)(S(a’) — k In[w® (a’)ap]) - (20.8)
Fir 7 — oo gilt nach (20.6) fir die bedingte Wahrscheinlichkeit w®*(a’) = w(a’) .
Die Boltzmann Verkniipfung (18.6) besagt dann

kS ES(@)

aoo N AN —
W) = wia) = [ daerS()  agerSe

wobei wir die Gesamtentropie Sg des dynamischen Gleichgewichts nach
apetde = /daeis(a)

definieren (siehe Kap. 18.2). Deshalb gilt bei sehr grofier Prognosedauer 7 — oo :

52 = [ da'w()(S(@) - k Wfu(@)a)

— [ dawla)(s(@) - (S@) - Sel) = S -

Die bedingte Entropie S®” nach a-Messung interpoliert deshalb die Koordina-
tenentropie S(a) im Mefizeitpunkt und die Gesamtentropie Se des dynamischen
Gleichgewichts. Dabei ist 7 der Zeitabstand von der Messung des Werts a. Diese
Entropieinterpolation hingt nur vom Betrag |7| des Zeitabstands ab weil die be-
dingte Wahrscheinlichkeitsverteilung w® (a’) wegen der Beziehungen (20.5,20.6)
symmetrisch in 7 ist. Physikalisch besagt dies, da} die Unsicherheiten der Prognose
(Zeitabstand || nach Messung) und der Diagnose (Zeitabstand |7| vor Messung)
ausgehend vom Mefzeitpunkt gleich sind: S steigt zusammen mit S%™ sowohl
in die Zukunft hinein - als auch in die Vergangenheit hinein von S$%° = S(a) bis
zum Gleichgewichtswert Sg an. Fiir den Oszillator wurde dies qualitativ schon in
Kap. 18.2 besprochen.

20.2  Zeitsymmetrie und kinetische Gleichungen

Nach Kap. 20.1 ist die a-Erwartung A(a,t—t,) symmetrisch in 7 = t —t,, wenn eine
zeitsymmetrische Mikrodynamik zugrundeliegt. Dies besagt, dafl die wahrschein-
lichste Zukunft (Prognose) den zeitumgekehrten Verlauf der wahrscheinlichsten
Herkunft (Diagnose) hat. Grob gesprochen bedeutet dies, daf sowohl die Pro-
gnose als auch die Diagnose die wegen steigender Zeitdistanz |t — t,| wachsende
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Unkenntnis der téatsidchlichen Bahn durch Ann&herung der geschétzten Bahn an
den Mittelwert a beantwortet. Wichtig ist, dafl diese Schitzung einen zeitlich
nichtlokalen Charakter hat da die Funktion A(a,t —t,) von zwei Zeiten t und
t, abhingt. Dabei ist nur der MeBpunkt ¢, Symmetriepunkt fiir die Zeitumkehr,
nicht aber der Erwartungspunkt t. Liegen allerdings die beiden Zeitpunkte so dicht
beisammen, dafl ihr Unterschied vom Mefgerédt nicht mehr wahrgenommen wird
so hdngt das gemessene Phinomen davon ab wie ¢ und ¢, korreliert sind. Die
kinetischen Gleichungen basieren auf der Naherung der eintretenden Vorhersage:
jede Messung bestétigt die Prognose aus der Vorgédngermessung (jeder Zeitpunkt
ist Erwartungspunkt der alten und Startpunkt der neuen Prognose). Die Folge
der MeBwerte a ergibt sich dann aus der Rekursion a(t + 7p) = A(a(t), 7p). Die
zugehorige Mefwertanderung im Zeitschritt 7p ist

a(t+7p) —a(t)  A(at),7p)—at) o , .
- = ™ = p,4(a(t),mp) (20.9)

wobei die zweite Gleichung Zeitschritten 7p nach (18.4) entspricht. Nach dem
Ansatz (18.7) fiir die Driftgeschwindigkeit gilt andererseits a%A(&,TD) = S'(a)L.
Daraus ergibt sich die kinetische Gleichung:

att+rp) —alt) _ éA(a(t),rD) = +5'(a(t))L (20.10)

D or

Die Einstellzeit 7p nach (18.4) ist so gewéhlt, dafl die Steigungen (20.9) unemp-
findlich gegen kleine Anderungen des Zeitschritts sind. Diese Steigungen gehoren
zu Driftgeschwindigkeiten, die am h&ufigsten auftreten und deshalb in der ma-
kroskopische Beobachtung gesehen werden. Man beachte, dal nur das Kurzzeit-
verhalten A(a,7p) der Erwartungsfunktion A(a,7) in die kinetischen Gleichung
(20.10) eingeht, nicht aber ihr Langzeitverhalten. Die Losungen a(t) der kinetischen
Gleichungen laufen ebenso wie A(a,7) vom Anfangswert a zum Erwartungswert
a . Da jedoch a(t) eine Folge von Kurzzeitprognosen wiedergibt wihrend A(a, 1)
die Langzeitprognose aus nur einer Messung ist, unterscheiden sich die beiden
Funktionen im allgemeinen. Zur Illustration betrachten wir wie in Kap. 18.2 einen
geddmpften harmonischen Oszillator mit

gA(a, 7p)/0r =S'L=(a—a)S"L=—(a—a)/Tr , Tr = Relaxationszeit .
-

Die kinetische Gleichung lautet hier

a(t +1p) — a(t) QA(&(LL)W'D) _at)—a

= 20.11
™D or TR ( )

Das bedeutet

a(t+7p) —a=(

Qb
S
S—

|

Q
SN~—
—

|

\]

o)
3
=
S—
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und nach n Iterationen
a(to + nTD) —a= (&(to) — a)(l — TD/TR)n.

Mit ntp =t —tg und 1 — 7p /7 ~ e~Tp/TR ergibt sich daraus die Naherungslo-
sung:

a(t) —a = (a(ty) —a)e "™/ ~ (a(ty) — a)ett0)/Tr (20.12)

Statt der Differenzengleichung (20.11) lost die Funktion (20.12) die kinetische
Differentialgleichung fiir die Mefiwerte a(¢) :
da(t) 0 a(t) —a

dt = EA<&(t)aTD) = - o

(20.13)

Sie entsteht aus der Differenzengleichung (20.11), indem man die aktuelle Geschwin-
digkeit a(t) am linken Rand des Zukunftsintervalls (¢,¢ + 7p) durch die Voraussage
(a(t +7p) —a(t))/mp = 0A(a(t), 7p)/O0T fiir die mittlere Geschwindigkeit tiber die
ses Intervall ersetzt. Dadurch verstetigt sich die Differenzengleichung (20.11) %. Thre
Losungen a(t) (Relaxationslosungen) stellen eine Néherung fiir die mittelfristige
Fortentwicklung dar, nachdem einmal ein Wert a(to) # a festgestellt ist und sich die
kurzfristigen Prognosen bestétigen. Innerhalb grofilerer Wartezeiten kénnen Abwei-
chungen von der Relaxationslosung auftreten. Sie werden als Fluktuationen von a(t)
wahrgenommen und sind weniger wahrscheinlich als die Prognosebewegung. Dabei
sind die Fluktuationszeitpunkte allerdings nicht vorhersagbar. Es folgt aber schon
aus der Zeitsymmetrie, dafl immer wieder Fluktuationen als Umkehrbewegungen
zur Relaxation auftreten.

Wir betrachten zum Schluf} die zur kinetischen Gleichung (20.10) zeitumgekehrte
Gleichung

att+) =al) _ 9 4y, —rp) = —S' (@)L (20.14)
™D or
Hier ist A(a(t), —7mp) die beste Schatzung fiir die Herkunft a(t — 7p) wenn a(t)
gemessen wurde (Kap. 18.1). Die zeitumgekehrte Naherung: 'jede Messung bestétigt
die Diagnose aus der Nachfolgemessung ’ ist aber bei gemessener Vorgeschichte
keine gute Abschitzung weil sie nur die Nachfolgemessung, nicht aber die schon
bekannte Vorgeschichte beriicksichtigt. Man beachte in diesem Zusammenhang, daf}
schéitzende Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse nach Eintreten des Ereignisses durch
die Realitét tiberholt sind (nachdem der Groschen gefallen ist, ist das Verhéltnis
Zahl:Adler=1:1 nicht mehr interessant). In unserem Fall ist der Diagnoseschritt
in der zeitumgekehrten kinetischen Gleichung (20.14) durch die schon gemessene

4 Die kinetische Differentialgleichung (20.13) ist zeitlich lokal in dem Sinne, da8 die Geschwindig-
keit da(t)/dt nur von a(t), nicht aber von Mefiwerten a(t') zu fritheren Zeiten t’ < ¢ abhéngt.
Vorgénge mit dieser Eigenschaft werden auch Markov-Prozesse genannt. Erst der Ubergang
zur Markov Néaherung zerstort die Zeitsymmetrie.
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Vorgeschichte iiberholt. Die Zeitsymmetrie des thermodynamischen Geschehens ist
also wegen des unsymmetrischen Kenntnisstands (bekannte Herkunft/unbekannte
Zukunft) verletzt, und nicht etwa wegen einer Unsymmetrie der Mikrophysik.

Gleichung (20.14) kann jedoch wichtig sein wenn die Vorgeschichte des Mefiwerts
a(to) nicht bekannt ist und Schritt fiir Schritt aufgedeckt wird. Die Losung von
(20.14) gibt die unter diesen Umsténden wahrscheinlichste Vorgeschichte an (so
etwas ist fiir Detektive oder Geschichtsforscher von Interesse).

20.3  ZustandsgroBen und dynamisches Gleichgewicht

Zur Erlauterung der thermodynamischen Zeitabhéngigkeit ist es sinnvoll, physikali-
sche Groflen wie folgt zu unterscheiden:

Fixierte Grofien (Stellgrofien)
Beobachtete zeitabhangige Grofien

Parameter (siehe Kap. 18.2)
Observable
Unbeobachtete zeitabhéngige Grolen = Mikrovariable

Fixierte Groflen des isolierten Systems sind neben der Energie und den Arbeitsko-
ordinaten auch die Gleichgewichtsentropie Sg nach Kap. 18.2. Gegenstand dieses
Kapitels ist die zeitliche Entwicklung einer Observablen a(t) bei gegebenen Pa-
rametern und in Anwesenheit vieler Mikrovariablen, also in einem unvollstédndig
kontrollierten System. Wir vergegenwértigen uns zuerst, dafl das isolierte System
sehr viele Mikrozustéinde annehmen kann. Sie werden immer wieder nacheinander
durchlaufen, wobei verschiedene Mikrozusténde gleiche kumulierte Verweilzeiten
haben, die aus vielen kurzen oder weniger langen Besuchen bestehen kénnen.

Nach grofler Beobachtungszeit sind deshalb alle Mikrozustéande vom System gleich
lange besucht worden (in der statistischen Mechanik definiert diese Eigenschaft die
Mikrozustinde des Systems). Dies dndert sich jedoch fiir makroskopische Zusténde,
die wir wie in Kap. 20.1 durch Observablenintervalle (a — d4,a + d,) definieren
wollen. Dabei ist §, die Auflésungsbreite, die wir als Genauigkeitsgrenze fiir die
betrachtete Anwendung der Thermodynamik festlegen (4, ist die Genauigkeitsan-
forderung an die a-Messung). Wenn sich in den Intervallen (a; — 64, a1 + 6,) und
(as — b4, as + d,) unterschiedliche Anzahlen von Mikrozustianden befinden so sind
auch die kumulierten Verweilzeiten in diesen beiden Makrozustédnden verschieden.
Wir kommen dann zum Begriff der thermodynamischen Zustandsgrofie: FEine

Observable a(t) mit einer Standardabweichung A, = 1/(a — a)2, die kleiner ist als
ihre Auflosungsbreite &, wollen wir Zustandsgrife nennen (a =Gleichgewichtswert).
Wegen A, < d, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(a) einer Zustandsgrofie
schmaler als ihre Auflésungsbreite d,. Deshalb hélt sich eine Zustandsgrofle a(t)
wéhrend groflier Beobachtungzeiten B auch fast immer in der Ndhe von a auf
und es ist es sinnvoll, das Intervall (a — d,,a + d,) als makroskopischen Gleich-
gewichtszustand zu definieren. Er wird gelegentlich verlassen (Fluktuation) und
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wieder erreicht (Relaxation). In diesem Sinne befindet er sich im dynamischen
Gleichgewicht mit seinen Nachbarzustinden (Abb. 20.1). Fluktuationen die sich
weit vom Gleichgewichtszustand entfernen sind sehr selten. Wir wollen deshalb
einmal die Wiederkehrzeit 7*(a) einer makroskopischen Fluktuation in den Un-
gleichgewichtszustand (a — 04, @ + J,) abschétzen, die wir als mittleren Zeitabstand
zwischen den Zentren benachbarter Einzelbesuche diesem Intervall festlegen °. Die
mittlere Einzelzeit in (a — 4, a + d,) bestimmen wir in der Naherung, daf sich a(t)
mit der Driftgeschwindigkeit ap = 0A(a, 7p)/07 durch das Intervall bewegt (im
Gleichgewichtszustand wird diese Naherung wegen ap ~ 0 ungenau). Damit folgt
bezogen auf eine grofle Beobachtungzeit B:

a

Einzelzeit = an] kumulierte Verweilzeit = B2d,w(a)
ap
Besuchszahl = n(a) = B20,w(a) ‘;§| = Bw(a)lap| ,
. - B 1
Wiederkehrzeit 77%(a) = = (20.15)

n(a)  w(a)lap]

Im Falle des harmonischen Oszillators gilt nach (20.13) ap = (a —a)/7r , also
7*(a) = 7r/w(a)|a — a| . Fiir Fluktuationen in makroskopische Ungleichgewichts-
zustédnde mit |a — a| > d, ist die Wiederkehrzeit 7*(a) sehr grof weil w(a) nahezu
verschwindet.Die makroskopische Relaxation startet also immer aus einem Zustand
der im isolierten System extrem selten produziert wird. Die Zeitumkehrsymmetrie
ist in der Thermodynamik nur wegen der begrenzten Dauer B realistischer Ex-
perimente im Vergleich zur extrem groen Wiederkehrzeit 7*(a) makroskopischer
Ungleichgewichtszusténde verletzt: das Warten auf die zeitliche Umkehrung der
Relaxation dauert zu lange (siehe dazu Aufgaben 20-2,3 und M. von Smoluchowski,
Phys. Z. 13, 1069(1912)) .

Eine fiir die Thermodynamik wichtige Beobachtung ist, dafl nicht etwa die Dynamik
die Zeitumkehrsymmetrie verletzt, sondern dafl die Lebensdauern (Verweilzeiten)
der makroskopischen Zusténde sehr unterschiedlich sind. Dementsprechend ergeben
sich in Langzeitbeobachtung einer Observablen a(t) im unvollstdndig kontrollierten
System bei gleichen Ubergangshiufigkeiten fiir Vorwirts- und Riickwirtsprozess
verschiedene bedingte Wahrscheinlichkeiten

w(kurzlebig — langlebig) > w(langlebig — kurzlebig) .

Dies tiuscht eine Bevorzugung des Ubergangs (kurzlebig — langlebig) vor. Man
vergegenwartige sich aber, dafl natiirlich im Langzeitmittel jeder Zustand eines
isolierten Systems ebensooft erreicht wie verlassen wird. Die geringe Wahrschein-
lichkeit fiir (langlebig — kurzlebig) wird durch die groe Verweilzeit im langlebigen

5 Benachbarte Einzelbesuche sind durch eine Abwesenheit getrennt (Einzelzeit< 7*).
Schwankungen kleiner als A, treten sehr hiufig auf. Da sie aber keine Unterbrechung des
Einzelbesuchs in (a — da,a + d4) verursachen, verkiirzen sie auch die Wiederkehrzeit 7*(a)
nicht. Aufgabe 20-1
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Zustand in der Weise ausgeglichen, dafl der kurzlebige Zustand ebenso héufig durch
eine Fluktuation produziert wird als er durch Relaxation zerféllt. Die Zeitsymmetrie
in der Thermodynamik 148t sich deshalb in etwas verkiirzter Form so zusammenfas-
sen: 'Das isolierte System war meistens im langlebigsten Zustand und wird auch
meistens wieder dort sein’.

FEine Prinzipskizze dieses Sachverhalts mit 1 Mikrozustand im kurzlebigen Zustand
(UZ) und 9 Mikrozustédnden im langlebigen Zustand (GZ) ist die folgende Abb. 20.1 :

Abbildung 20.1 Prinzipskizze zur Zeitumkehr in der Thermodynamik

20.4 Aufgaben

Aufgabe 20-1: Wiederkehrzeit und Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Man betrachte ein unvollstdndig kontrolliertes System mit mehreren Zustinden
zwischen denen es fluktuiert.

(a) Wahle einen Zustand (1) aus. Die Wiederkehrzeit 77 in (1) legen wir als
mittleren Zeitabstand zwischen den Zentren benachbarter Einzelbesuche in (1) fest
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und als Einzelzeit 7y die mittlere Dauer des Einzelbesuchs in (1). Benachbarte
Einzelbesuche sind durch eine Abwesenheit getrennt, also 7 < 7 .
Zeige: Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Zustand (1) gilt wy; = 71 /75 .

(b) Wihle zwei Zustinde (1) und (2) aus. Wihrend B sollen im Mittel Bwjw'? Uber-
ginge (1) — (2) , und Bwyw?' Ubergiénge (2) — (1) stattfinden, wobei die

Raten w'? und w?!' Systemparameter sind. Wir definieren dann:
w J'_ W . le + UJ21 * . .
(le—wm)% = « = Driftrate , (w; —wg)# = o" = Diffusionsrate

Zeige: Bei Zeitumkehrsymmetrie des Systems addieren sich Driftrate und Diffusi-
onsrate zu Null aa+a*=0.

Aufgabe 20-2: Brownsche Bewegung eines makroskopischen Oszillators

Man betrachte den Ausschlag a eines Massepunktes, der durch eine Feder elastisch
an die Gleichgewichtslage a = 0 gebunden ist. Er ist von einem ddmpfenden Medium
umgeben. Das System aus Oszillator und Medium ist energetisch abgeschlossen und
hat die Gesamtenergie U(S,a) = TpS + f a?/2,Ty = 293 K, f = 0,412 pond/m.
Die Driftgeschwindigkeit ap des Massepunkts hangt mit der Kraft K(a) = —a f
und der Beweglichkeit b = 1 cm sek~'pond~! des Massepunkts im Medium nach:
ap = b K(a) zusammen.

Berechne die Standardabweichung A = \/CL772 der Brownschen Bewegung des Masse-
punkts. Wie grofl sind die Wiederkehrzeiten 7* des Massepunkts bei a = 2 A und
a =5 A? Benutze die Niherungsformel (20.15), sowie Nyuop = 6,022 1023, kN, =
847,8 m pond K~ 1.

Aufgabe 20-3: Diffusion und Drift: CO; als Schwebeteilchen

Ein CO5 Molekiil bewegt sich in einer nach oben offenen Luftséule unter dem Einflufl
des Schwerefeldes. Das System ist energetisch abgeschlossen und besitzt innere
Energie U(S, h) = To.S+Mgh, Ty = 293 K,M = Molekiilgewicht(CO2) = 44gr/ Ny,
Niol = 6,022-10%3,g = 9,81 m sek 2, kN0 = 8,314 J K~!, h = Position des
CO4 Molekiils in der Luftsiule (Boden bei h = 0). Der Energieaustausch zwischen
der Warmeenergie TS und der potentiellen Energie M gh des CO2 Molekiils erfolgt
durch St6Be mit den Luftmolekiilen. Dabei lautet die kinetische Gleichung (18.7)
fir die Driftgeschwindigkeit des CO5 Molekiils in Luft bei Normaldruck:

. dS(h)

1 mg g h
hD:LDW s LD:EDO exp[ ijj%

mo = mittleres Molekiilgewicht Luft=29gr/Ny,o1 -

} , Dy = 0,16 cm?sek ™! |

(a) Wie gro8 sind Mittelwert A und Standardabweichung Aj, = VA2 — h2  der
Position des CO5 Molekiils ?

(b) Wie grof ist die Wiederkehrzeit 7* des CO2 Molekiils in 15km Hohe nach der
Néherungsformel (20.15)7
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In diesem Kapitel behandeln wir den Zusammenhang zwischen Thermodynamik
und der klassischen Mechanik des Vielteilchensystems auf Basis der statistischen
Mechanik des Gleichgewichts. Viele Schwankungserscheinungen bei nicht zu kleinen
Temperaturen wie etwa die Brownsche Bewegung der Atome, lassen sich in diesem
Rahmen schon gut verstehen. Eine zentrale Rolle spielt dabei die Ergodenhypothese,
mit der die Temperatur auf die zeitgemittelte kinetische Energie pro Einzelteilchen
zuriickgefithrt werden kann. Dabei ergeben sich die thermischen Schwankungen als
Phénomene der klassischen Mechanik, deren Gréflenordnung durch die Boltzmann-
sche Konstante k reguliert wird. Quantenmechanische Phdnomene werden in den
Anwendungen der Thermodynamik erst sichtbar wenn die Energieliicken zwischen
den stationdren Zustdnden grofler werden als die Energiebreite der Dichtefunktion,
die die unvermeidlichen Energieunschéirfe beobachteter Systeme darstellt. Diese
Energieliicken betreffen die Feinstruktur der Zustandsdichten und sind durch das
Plancksche Wirkungsquantum h bestimmt. Wir besprechen quantenmechanische
Effekte hier nur soweit, als sie fiir das Verhalten der thermodynamischen Gréflen
wichtig sind.

21.1  Ergodenhypothese und Phasenraum

Wir haben die thermodynamischen und statistischen Phénomene bisher ganz oh-
ne Bezug auf die Bewegungsgleichungen der Mikrophysik des makroskopischen
Systems besprochen. Diese Gleichungen gehen im Rahmen der klassischen Mecha-
nik aus seiner Hamilton-Funktion hervor (siehe dazu F. Scheck, Mechanik). Der
Zusammenhang von Temperatur und Entropie mit der Hamilton-Funktion des
Vielteilchensystems wird in der statistischen Mechanik hergestellt.

In der klassischen statistischen Mechanik spielt die Ergodenhypothese eine zen-
trale Rolle. Sie kann so formuliert werden, daf} fiir eine beliebige Funktion der
kanonischen Koordinaten die zeitliche Mittelwertbildung bei konstanter Energie
E zum gleichen Ergebnis fiihrt wie die Mittelwertbildung iiber das Volumenmafs
einer diinnen Energieschale E — A/2 < E' < E+ A/2, A # 0 im Phasenraum der
kanonischen Koordinaten. Die Ergodenhypothese kann so verstanden werden, daf}
die Systembahn im Phasenraum die Energieschale gleichméfig ausfiillt: unberiihrte
Inseln existieren dort nicht. Dabei ist folgender Sachverhalt zu beachten. In der klas-
sischen Mechanik unterliegt ein streng isoliertes System strenger Energieerhaltung.
Also kann seine Bahn innerhalb der Energieschale nur eine Hyperfliche konstanter
Energie E ausfiillen — im Widerspruch zur Gleichverteilung in der Energieschale.
Man kann sich aber darauf beziehen, dafl ein System nicht streng isoliert ist wenn
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es unter Beobachtung steht. Wegen der &ufleren Kommunikation wahrend der
Beobachtung schwankt das System zwischen verschiedenen Energieflichen. Das
Postulat der Gleichverteilung innerhalb der Energieschale ist dann eine Aussage zur
relativen Verweildauer des Systems in verschiedenen Zusténden gleicher Energie:
in der klassischen Mechanik des streng isolierten Vielteilchensystems kénnen neben
der Energieerhaltung weitere Erhaltungssétze (Auswahlregeln) auftreten, die eine
Gleichverteilung auf der Flache F = const verhindern. Diese Auswahlregeln werden
jedoch zusammen mit der strengen Energieerhaltung durch den Umgebungseinflul
gebrochen. Die Ergodenhypothese besagt dann, dafl diese Brechung auch fiir belie-
big kleine A > 0 bestehen bleibt. Zusammen ergibt sich mit dieser Formulierung
der Ergodenhypothese ein Mittelungsverfahren fiir Funktionen der kanonischen
Koordinaten, in dem auch die Stérungen durch den Beobachter berticksichtigt
sind.

Um konkreter zu werden charakterisieren wir den Mikrozustand des Systems durch
den Vektor (g =(¢1 P2 ... ¢ay) im 2f-dimensionalen Raum der Mikrovariablen
(Phasenraum mit fixierter Dimension 2f). Das statistische Gewicht der Phasen-
raumzelle d(E ist dann durch p[qﬂdqﬁ gegeben wobei d¢p = d¢; ...dpas das Volumen
der Zelle ist . Die Energie des beobachteten Systems ist nicht wie fiir das isolierte
System konstant, sondern schwankt wegen der Kommunikation mit dem Beobachter.
Bei ergodischer Wechselwirkung mit dem Beobachter ist die Stérung des Systems
durch die Kommunikation jedoch noch so beschaffen, dafl die Energiefunktion
H[¢] des ungestirten Systems in der folgenden Weise in das statistische Gewicht
p[(E]d(é der Zustdnde unter der Stoérung eingeht: Zusténde 5 mit gleichen Werten

-

der Energie H|[¢] des isolierten Systems haben unter ergodischer Wechselwirkung

-,

das gleiche positive statistische Gewicht. Deshalb haben die Funktionen H|[¢] und
pl¢| die gleichen Isoflachen. Das bedeutet wiederum, dafl die Dichtefunktion p[¢]
eine positive Funktion von H ist:

— —

0 < pl¢| = p(H[¢]) = Dichtefunktion (21.1)

Das geméf (21.1) wechselwirkende System wollen wir als offenes System bezeichnen,
und die Variablen q’_)' als ergodische Koordinaten. Dabei charakterisiert die Energie-
funktion (Hamilton-Funktion) H[¢] die Bewegung innerhalb des isolierten Systems
und die Funktion p(H) seine ergodische Wechselwirkung mit der Umgebung ein-
schlieBlich Beobachter. Eine Besonderheit des offenen Systems ist die unvollstdndige
Beschreibung der Systembahn unter der Beobachtung: ihr genauer Zeitverlauf wird
nicht spezifiziert sondern nur durch eine Aussage zur relativen Verweildauer in
den verschiedenen Phasenraumzellen nach Langzeitbeobachtung ersetzt. Dabei
hingt die Dichtefunktion p(H) nur von der Hamilton-Funktion H[@] des isolierten
Systems ab. Das bedeutet, dal die Energie der Wechselwirkung zwischen System
und Umgebung zwar alle Schwankungen von H [gg] verursacht, aber so gering ist,
daf sie in der Energiebilanz keine Rolle spielt. Ein physikalisches Ersatzbild fiir
das offene System besteht darin, dafl sich seine Variablen systematisch mit der

Dynamik des isolierten Systems bewegen und nur an zufalligen Zeitpunkten in
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benachbarte Energieflachen streuen. Alle Storungen der Bewegungsgleichungen des
streng isolierten Systems werden dabei der ergodischen Wechselwirkung zugerechnet
und nicht genauer aufgeldst. Im iibrigen hat man sich zu vergegenwartigen, daf§ Glei-
chung (21.1) nicht beziiglich aller Koordinatensétze im 2f-dimensionalen Raum der
Mikrovariablen gilt: falls nach Koordinatentransformation 5 —=X=01Xx2 - X2f)
die neue Dichtefunktion p{x} = p[¢|J[¢], J[¢] = % andere Isoflachen als H{x}
hat, so ist der neue Koordinatensatz X nichtergodisch. Die Ergodenhypothese
(21.1) wird in der klassischen Mechanik beziiglich der kanonischen Koordinaten
gg =[¢ ... g p1 ... py] gefordert und bildet den Ausgangspunkt fiir die
statistische Mechanik. Da Transformationen zwischen verschiedenen kanonischen
Koordinatensétzen gi_;, X zu J [gi_;] = Z—;’z = 1 gehoren, gilt die Gleichung (21.1) bereits
fir alle kanonischen Koordinatensétze wenn sie nur fiir einen gilt, vgl. Aufgabe 21-1.
Physikalisch ausgezeichnet sind dabei allerdings die kanonischen Koordinaten deren
Impulse nach p; = v/2m;e; mit den kinetischen Energien ¢; und Teilchenmassen
my des Systems zusammenhéngen. Wir wollen sie natiirliche Mikrokoordinaten
nennen. Die Hamilton-Funktion des isolierten Systems mit dem inneren Potential
Vigi ... qy] besitzt in diesen Koordinaten die Darstellung

2

2
- D1 Dy

H¢p|=—"+ -+ —""+V 21.2
(4] S, om; lq1 - .. qy] (21.2)

Im folgenden betrachten wir die ergodischen Mittelwerte

4 oo JABlp(HIG)do
[ p(H(5)d

von Funktionen A[gg] der kanonischen Koordinaten qg wobei die Endlichkeit
der ergodischen Norm Q = [ p(H [¢])dp vorausgesetzt wird. Dabei laufen in
d¢ = doy ...dpay alle Koordinaten ¢, von —oo nach +oo. Zum Verstédndnis der
thermodynamischen Gréflen ist es wichtig auch Abhéngigkeiten der Hamilton-
Funktion H[¢|z] von Parametern z zu betrachten, die nicht an den statistischen
Schwankungen teilnehmen, also zu den Stellgréfien der Theorie zdhlen. Eine wichtige
FEigenschaft des ergodischen Haufigkeitsmafles ergibt sich dann aus der Betrachtung
der Mittelwerte von Funktionen des Typs dH|[¢|z]/dz , die wir Energickoeffizienten
nennen. Es gilt

<(’;f> - ﬁ / W;}(H[q?xw ,

wobei
) = [ plH(le))do 214

als Zustandssumme des offenen Systems bezeichnet wird. Mit der Definition

<

(21.3)

R(H) = /H p(H")dH' = ergodisches Potential (21.5)
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folgt dann dR/dH = —p(H) und deshalb

OH 1 OR(H[¢|x]) 1 8Z(x)
<8x> T 0>) / Oz i = Q) dr (21.6)
Wir wollen
Z(z) = /_DO R(H[J|2])dr . .. ddas > 0 (21.7)

als Zustandspotential des offenen Systems bezeichnen. Es héngt auch von der
Systemumgebung ab, die durch die Dichtefunktion p(H) beschrieben wird. Ferner
setzen wir kiinftig voraus, dafi Z(z) fiir alle 2 endlich bleibt. Eine notwendige Be-
dingung hierfiir ist, dafl das ergodische Potential R(H) fiir grofie |¢| verschwindet,
némlich

lim R(H[$lz])=0 , ... , lim R(H[gz])=0 (21.8)
[$1]—00 lpag|—o00

Wegen R(H) = [,; p(H')dH' und der Positivitit von p(H) mufi dann H||x]

die Grenzwerte lim|g, | oo H [¢|x} =00, ..., limyg, ;| oo H [¢|$] = 0o haben. Diese

Bedingungen an R(H) und H[¢| sind notwendig fiir die zeitliche Stabilitét des
physikalischen Systems: das statistische Gewicht 148t sich nur dann mit der relativen
Verweildauer in den Phasenraumzellen nach Langzeitbeobachtung identifizieren,
wenn das System makroskopisch stabil ist, also die Langzeitmittelung zu relativen
Verweildauern fithrt, die nicht von der Anfangszeit der Mittelung abhéngen. Fiir
Gase und Fliissigkeiten erfordert dies den Einschluff des Systems in ein Gefaf}. Der
Einschluf stellt sich mathematisch durch Wandkréfte dar, die fiir Ortskoordinaten
¢a = qo auBerhalb des Gefiflvolumens zu sehr groflen potentiellen Energien fithren.
Dadurch 148t sich die Stabilitdtsbedingung (21.8) sicherstellen.

21.2  Statistische Temperatur und
Homogenitat des Zustandspotentials

Die statistische Temperatur ergibt sich als mittlerer Energiekoeffizient aus (21.6),
wenn der Parameter x in H[¢|x] Skalentransformationen der Mikrokoordinaten

beschreibt. Fiir_'d_,iesen Fall setzen wir £ = A und betrachten die skalierte Hamilton-
Funktion H[¢|A\] = H[p1/M1 ... P25/ A2y] und deren Energickoeffizienten

O @ P2y _%a O 01 oy _
AR sl et} R vl I F T

Nach (21.6) ergeben sich fir diese Koeffizienten die Mittelwerte

OH\ _/ OH\ _ 1 0Z()
—<)\aa)\a> = <¢a%> = Q(X))\a e (21'9)
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Nun ist aber

Z(X) = /OO R(H[@ ¢2f]>d¢1 Ny

AQf/ R(H[$1 ... ba7))db1 ... b

linear homogen in jedem der Skalierungsparameter A;...Azr , so da die Homo-
genitétsrelationen

0Z(X) . 9Z(N) o
Mo T M gy, T W
gelten. Nach (21.9) folgt daraus sofort die Gleichheit aller Mittelwerte
OH Z(X)
— =0 . 21.10
<¢18¢1> <¢2f Db f> Q(x) (21.10)

Sie héngen nicht mehr von den Skalierungsparametern A, ab, da sowohl das
Zustandspotential Z(\) als auch die Zustandssumme () linear homogen in jedem
Ao sind. Wir wollen die GréBe ¢q g5 O _ g 14| Mikrotemperatur zu ¢, nennen.
Nach (21.10) haben dann alle Mlkrotemperaturen die gleichen Mittelwerte

<91[$]>:.~:<92f[5]>:6. (21.11)

Den gemeinsamen Mittelwert 8 definieren wir als statistische Temperatur des offenen
Systems. Sie hangt neben der Hamilton-Funktion H [(E] des isolierten Systems auch
von seiner Umgebung ab, die durch die ergodische Dichtefunktion p(H) beschrieben
wird. Nach (21.2) besitzt die Hamilton-Funktion des isolierten Systems mit dem
inneren Potential V[q1 .¢s] in nattrlichen Mikrokoordinaten die Darstellung

o [(;_5] = 2’;1“ +. 21777{ rii Vg1 ... qs] mit den Mikrotemperaturen
OH p? 8H oV
ekm _ 27l d 9P0t —
Prop = “am, T “ou ~ "o q

Nach Gleichung (21.11) bedeutet das fiir alle [

2
(OFm) = < pl> =0 , Gleichverteilungssatz (21.12)
le
ov
pot _ e _ P
<91 >— <ql 3ql> 6 , Virialsatz (21.13)

Nach dem Gleichverteilungssatz (21.12) hat jeder der f Freiheitsgrade die mittlere
kinetische Energie

1/ O0H ? 0
o) (48 (i) -4
Dl 2ml 2 2
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Die mittlere kinetische Gesamtenergie ist

kin ! 1 kin 4

=1

Nach dem Virialsatz (21.13) haben alle Produkte ¢;0V/d¢; den gleichen Mittel-
wert

(@OV/0q) =0

und es gilt

> (@dV/dq) = [0 = 2B .

l

Die Summe

=S (@oviom) = 3 aki) = —2B%"
l

l

wird nach Clausius das Virial der auf die Teilchen des Systems wirkenden Kriéfte
K; = —0V/9q; genannt. Dabei ist zu beachten, daf die Beitrage der Wandkrifte
mitgezahlt werden miissen weil die Herleitung des Virialsatzes nach (21.8) auf der
Stabilitdtsbedingung

Jim Vg ...qp] = o0

beruht.

Sie ist nur erfiillt wenn die Wénde des Systems in Vig; ...¢qy] beriicksichtigt
sind. Es folgen drei Bemerkungen zur physikalischen Bedeutung der statistischen
Temperatur.

Temperaturgleichgewicht

Die Gleichheit <9f°t> = <9%‘in> folgt bereits aus der klassischen Mechanik des
Systems ohne dafl die Ergodenhypothese (21.1) herangezogen werden muf}, siehe
Aufgaben 21-2 und 21-4. Der Gleichverteilungssatz <9};i“> = <0§‘i“> folgt jedoch
nicht aus der klassischen Mechanik des isolierten Systems sondern ist erst eine Konse-
quenz der ergodischen Wechselwirkung'. Umgekehrt fithrt der Gleichverteilungssatz
zusammen mit <9f°t> = (™) auf <9£°t> = <9f°t>, so daB (0,) = (03) fiir alle
Paare a, 3 erfiillt ist. Deshalb sind die Ergodenhypothese und der Gleichverteilungs-
satz beziiglich ihrer Konsequenzen fiir die mittleren Temperaturen dquivalent.

1 Man beachte, daB fiir zwei ungekoppelte 1-dimensionale Systeme mit den kinetischen Energien
0 /2 und 6" /2 sicherlich auch Anregungen mit (051") 2 (9Xin) méglich sind
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Phasenvolumen und Systemtemperatur

Zur Erlauterung der Systemtemperatur ordnen wir der Hamilton-Funktion H [(5]
des isolierten Systems die folgenden Funktionen zu

/(5 e — H[p])do, .. .d¢oy = Zustandsdichte zu € (21.14)
g(e) = / "de' = /G) €— dqbl .d¢os = Phasenvolumen zu €
(21.15)
o . s - _f 1firn>0
€ = Systemenergie , ¢g = Min{H[¢|]} , O(n) = { 0 fiir 1 < 0 }

Dabei ist dg = w(e)de das Phasenvolumen der durch de definierten Energieschale
und g(e) das Phasenvolumen des gesamten von der Energiefliiche H[p] = € be-
randeten Gebiets H|[¢] < e. Die Funktionen w(e) und g(e) sind fiir das isolierte
System statische Groflen, die nicht von den Umgebungsparametern abhéngen. Sie
bekommen erst dann eine statistische Bedeutung wenn sie zusammen mit der Sys-
temenergie € wegen der Wechselwirkung mit der Umgebung schwanken. Allgemein
lassen sich Phasenraumintegrale iiber Funktionen die nur von der schwankenden
Systemenergie ¢ = H [5] abhingen durch Einfithrung des Phasenvolumens g(¢)
erheblich vereinfachen:

/A(H[j)d¢1...d¢2f = /A(e) (e — H[))de dy . .. dpos
= OOA(e)w(e)de

_ /DO A(H(9))dg 5 go = gleo) = 0. (21.16)

Hier ist ¢ = H(g) die Umkehrfunktion von g(H). Wir wollen ¢ = H(g) die
verkiirzte Energiefunktion des Systems nennen. In der verkiirzten Darstellung
(21.16) tritt das Phasenvolumen g als schwankende ergodische Systemkoordinate

mit der Dichtefunktion p(H(g)) = p(H[¢]) auf. Fiir das Zustandspotential (21.7)
ergibt sich daraus

oo

z= [ B@)aon ..dop = [ Rewtade = [ Rlt(9)dg

€0 0
Dies 148t folgenden Schluf zu: fiir jede Mikrokoordinate ¢, und alle reellen A gilt
A2 = [ RHIG) Mo = [ RGNy
0

gleichbedeutend mit

Az = [ Rl -;-D~m&~=£mm (g’
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wobel ¢!, = Apo , g’ = Ag gesetzt ist. Dabei ist wesentlich, dafi der Skalierungspara-
meter A wegen go = g, = 0 nicht in die Integrationsgrenzen eingeht. Differentiation
dieser Gleichung nach A ergibt

7= [ ot e oo don = [ ptanngSiag

- / p(Hmoa[ﬂ d- - = / " o(H(9)0(g)da

wobei die schwankende Systemtemperatur 6(g) analog zu den Mikrotemperaturen
aus der Koordinate g nach

OH(g) _ g(H) (21.17)

gebildet wird Division von Z durch die Zustandssumme Q = [ p(H [0])dp =
fo g))dg fithrt dann auf

é = (0,) = (0(g)) furalle 1 <a<2f . (21.18)

Gleichung (21.18) driickt nur aus, daf} bei vorgegebener Systemenergie H [q;] = H(g)
der Skalenfaktor A jeder Mikrokoordinate ¢, stets auch das Phasenvolumen ¢ des
Systems um A skaliert. Umgekehrt kann die Skalierung des Phasenvolumens g auch
durch Skalierung der Phasenraumkoordinate zu einer frei gewéhlten Richtung dar-
gestellt werden. Als Folge dieser Dehnungsisotropie des Phasenvolumens haben alle
mittleren Temperaturen < 6, > und < 6(g) > den Wert (21.11) der statistischen
Temperatur des offenen Systems.

Systemtemperatur dquivalenter Mikromodelle

Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang, dafl im Rahmen der klassischen
Mechanik die verkiirzte Energiefunktion e = H(g) zu verschiedenen Hamilton-Funk-
tionen H'[¢] # H2[Y] gehéren kann. Dies ist dann der Fall wenn die Zustandsdich-
te w(H) = (0H(g)/9g9)~* von beiden Hamilton-Funktionen reproduziert wird,
némlich wenn folgendes gilt:

o0 = [ dle~ H(@)don .. dbay, = [ e~ H R .. dnay, =20
(21.19)

Es liegen dann verschiedene dynamische Modelle vor, die nicht durch thermody-
namische Messungen unterscheidbar sind. Da die Systemtemperatur nach (21.17)
eindeutig aus der Zustandsdichte w(e) = w!(e) = w?(e) hervorgeht, haben beide
Modelle die gleiche Systemtemperatur 8(g) = g(e)/w(e). Nach (21.18) bedeutet
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dies aber auch, dafl die mittleren Mikrotemperaturen der beiden Modelle gleich
sind, ndmlich

(0) = (63) = (0(o)) =0

Zum Ende dieses Abschnitts kommentieren wir den Ubergang zur quantenmecha-
nischen Beschreibung. Das wichtigste hierzu lat sich so zusammenfassen: Die
quantenmechanische Nichtvertauschbarkeit der Orts- und Impulskomponenten von
gg fithrt zu Korrekturen der Ergodenhypothese (21.1), die sich auch auf den Gleich-
verteilungssatz (21.12) auswirken (siehe dazu Y.S. Kim, M.E. Noz, Phase Space
Picture of Quantum Mechanics). Ferner weisen die Zustandsdichten w(e) nach
Quantisierung Feinstrukturen mit diskreten Energielinien auf. Nach der klassischen
Mechanik gem#B (21.19) dquivalente Zustandsdichten w!(€) = w?(e) werden nach
Beriicksichtigung dieser Feinstrukturen etwas verschieden sein. Diese Unterschiede
verwischen sich fiir den Beobachter erst dann, wenn sich innerhalb der Breite
der Dichtefunktion p(e) mehrere Energielinien befinden. Es werden dann nur die
verstetigten Zustandsdichten

QYE) = /p(e — E)w'(e)de ~ Q*(E) = /p(e — E)w?(e)de

beobachtet. Die Verstetigung der Zustandsdichten ist also fiir beobachtete Systeme
eine Folge der unvermeidlichen Wechselwirkung mit dem Beobachter, die sich in
einer Mindestbreite der Dichtefunktion p(e) dufert, siche dazu Kapitel 21.3. Der
Zusammenhang der Ergodenhypothese mit der Quantenmechanik des Mefprozesses
iibersteigt allerdings den Rahmen dieses Buchs, wir verweisen deshalb auf die
Literatur (siehe z.B. G. Auletta, Foundations and Interpretation of Quantum
Mechanics).

21.3  Arbeit und Warme: Das Zustandspotential
als adiabatischer Parameter

Die Beziehung zwischen Zustandspotential und Entropie ist fiir das Versténdnis der
Thermodynamik von zentraler Bedeutung, weil sie den physikalischen Hintergrund
der Aufteilung der Energieiibertrige in Arbeit und Warme klart. Das mit der
Umgebung kommunizierende System wird tiber die ergodische Wechselwirkung auch
durch die Umgebung beeinfluit. Insbesondere hingt auch die mittlere Systemenergie
U =< H > von den Umgebungsparametern ab. Eine Schar von Dichtefunktionen
mit einfachem Einflu} auf die mittlere Systemenergie ist p(H,E) = p(H — E).
Hier wird das Energieprofil bei ungeénderter Form um E auf der Energieachse
verschoben, wobei £ — H als Umgebungsenergie verstanden werden kann. Damit
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folgt

R(H-FE)= / p(e — E)de = ergodisches Potential
H

[ € ple = E)w(e)de
[ ple = E)w(e)de
J(E —¢€)p(e — E)w(e)de

[ p(e — E)w(e)de
E =U(F) + U,(F) = Gesamtenergie

U(E) = = mittlere Systemenergie

U.(E) =

= mittlere Umgebungsenergie

Dabei ist wie in (21.16) die Darstellung [ A(H[¢])dé = [ A(e)w(e)de benutzt
wobel w(e) die Zustandsdichte des Systems ist. D1e chhtefunktlon p(e — E) ist
eine Haufigkeitsverteilung. Sie kann aber auch als Dichte der Umgebungszustande
verstanden werden wenn man unterstellt, dafl alle Umgebungszustinde der Energie
E — € gleich héufig angenommen werden. Die ergodische Wechselwirkung duflert
sich dabei nicht durch einen Beitrag zur Energiebilanz sondern nur durch die
Figenschaft, dafl alle gemeinsamen Zustédnde von System und Umgebung zur
gleichen Energiesumme FE gleichgewichtig angelaufen werden. Die zugehorigen
Ubergéinge werden auch als thermische Schwankungen bezeichnet. Ohne ergodische
Wechselwirkung wére auch ein Verharren in jedem dieser Zustdnde moglich. Wir
unterscheiden dann:

» das isolierte System ohne ergodische Wechselwirkung
» das offene System mit ergodischem Umgebungskontakt
> das erweiterte System als Vereinigung des offenen Systems mit der Umgebung

Dabei wird das isolierte System vollstdndig durch die Hamilton-Funktion H [(5]
beschrieben, wiahrend sich der ergodische Kontakt mit der Umgebung durch die
Haufigkeitsverteilung p(H — E) darstellt. Wir betrachten jetzt den Fall, daf die Sys
temenergie H [cﬂx] neben den schwankenden inneren Koordinaten ¢ auch von einer
Arbeitskoordinate = abhéngt, die als Stellgrofie keinen statistischen Schwankungen
unterliegt also zu den Parametern des Modells zahlt. Das Zustandspotential Z des
mit der Umgebung wechselwirkenden Systems hidngt dann neben E auch von = ab
und (21.7) lautet nun

ﬂﬂ@:/wam—mwzme®Mmml (21.20)
Q(E,z) = /p(H[(EM — E)d¢ = % = Zustandssumme (21.21)
U(E,z)= J Hlglz)p(H[lz] — E)d¢ = mittlere Energie des offenen Systems

[ p(H|[$|z] — E)dd
(21.22)
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Dabei sollen alle Anderungen §z der Stellgréfie = so langsam erfolgen, dal H [(E|x]
die Mikrobewegung der Variablen 5 noch richtig beschreibt. Dies ist nur dann zu
erwarten wenn die relative Anderung von x wihrend der ergodischen Mittelung
gering bleibt. Die Werte von @(t), Z(¢) ... sind dann so klein, daf} sie nicht in die
Variablenliste von H[¢|z] aufgenommen werden miissen. In diesem Falle hingen
auch die zugehorigen Mittelwerte nur von x ab und erreichen bei Zustandsschleifen
r — x + dxr — x wieder ihren alten Wert. Wir wollen solche Prozesse reversibel
nennen. Zur Erlauterung der reversiblen Energieiibertrage beachten wir zunéachst,
dafl das Zustandspotential (21.20) anders als in Kapitel 21.1 nun auch von der
Gesamtenergie E abhéngt, wobei nach (21.21) Q(FE,z) = 0Z(E,x)/0F gilt. Die
Beziehung (21.6) geht deshalb in

ox

QE,z) Oz - _8Z(E,x)/8E (21.23)

<aH[<5|x]> B 1 0Z(BE,x)  0Z(E,x)/0x
iiber. Dabei ist OH[¢|z]/dx der Energickoeffizient beziiglich 2 bei aktuellem Wert
¢ des Phasenraumvektors und (9H/0z) der ergodisch gemittelte Energickoeffizi-
ent. In der Thermodynamik wird der Arbeitsiibertrag an das System durch den
Energieiibertrag definiert, der mit dem mittleren Energiekoeflizienten einhergeht,
nédmlich §A = (0H/0z) dx. Wenn also ausschlieBlich Arbeit und keine Warme an
das erweiterte System iibertragen wird, so gilt

OH
5E—<ax>5x

und deshalb

Nach (21.23) bedeutet dies aber 6Z = 0 oder
Z = const fiir alle Prozesse ohne Wéarmetubertrag an das erweiterte System .

Daraus ergibt sich eine wichtige Eigenschaft des Zustandspotentials (21.20): Die
Isoflichen Z(FE, ) = const sind mit den Isoflichen S(F,x) = const der Entropie
des erweiterten Systems identisch. Folglich ist Z(FE, z) ebenso wie die thermody-
namische Entropie S(F, z) ein adiabatischer Parameter des erweiterten Systems,
d.h. es gilt Z[S,z] = Z[S]. Wir zeigen im nichsten Abschnitt, da§ die Funktion
Z|5] explizit berechnet werden kann, wenn man dariiberhinaus die Universalitét
der Boltzmann-Konstanten voraussetzt. Zur Erlauterung der Energiebilanz bei
adiabatischem Arbeitseintrag in das erweiterte System sei schliellich angemerkt,
dal vom Arbeitsiibertrag 0 ¥ = § A nur der Anteil §U im offenen System verbleibt
wahrend der Rest E — 0U als reversible Warme in die Umgebung abwandert.
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21.4  Universalitat der Boltzmann-Konstanten:
thermodynamische Temperatur und Entropie

Nach Kap. 21.2 und Kap. 21.3 besteht zwischen der statistischen Temperatur 6
des erweiterten Systems und dem Zustandspotential (21.20) bei fixierter Anzahl
2f von Mikrovariablen der Zusammenhang:

Q(E, x) 1 0Z(E,zx) 0

-1 _ . _ 9
O(E,z)"" = 72 Z(Ex) 0FE  9E In Z(E,x) .

Andererseits hingen in der Thermodynamik die absolute Temperatur und Entropie
des erweiterten Systems nach T(E,z)~! = dS(E,x)/0E zusammen. Fordert man
also Proportionalitét der beiden Temperaturtypen gemafl 6(F,x) =k T(E,x) so
ergibt sich die Differentialgleichung

0 S(E,x) 0

5E  k — 9E In Z(E,x) .

Dabei ist k die Boltzmann-Konstante, die die Einheiten der absoluten Temperatur T’
auf die Energieeinheiten der statistischen Temperatur § umrechnet. Die allgemeine
Losung dieser Gleichung ist

S(E,z) o(x)

= T In Z(E,z) mit frei wihlbarer Funktion o(z) .

Nach Kap. 21.3 ist aber das Zustandspotential Z nach (21.20) ebenso wie die
thermodynamische Entropie S ein adiabatischer Parameter und hiangt deshalb bei
gegebenem S nicht mehr von der Arbeitskoordinate x ab. Folglich hangt auch o(x)
nicht mehr von z ab und es gilt

e#SE0) — 19 7(E 2) =B Z(E,z), B=¢e" >0 . (21.24)

Wir bemerken ergénzend, dafl die additive Entropiekonstante o keinen Einflufl
auf die MeBgréflen der Thermodynamik hat, da dort nur Entropiedifferenzen eine
Rolle spielen?. Man kann deshalb B = e*% s0 wéhlen, daf} sich der 3. Hauptsatz
der Thermodynamik vereinfacht. Dieser besagt, dafl die Isotherme T' = 0 zugleich
eine Adiabate S = const = Sy ist, also dal die Zustandsflichen T'(E,z) = 0
und S(E,z) = Sy identisch sind. Der 3. Hauptsatz enthélt die Zusatzaussage
der Endlichkeit der Nullpunktsentropie Sy, also Sy > —oo gleichbedeutend mit
erS0 = B Zy > 0. Sie ergibt sich aus den experimentellen Befunden. Das bedeutet
aber Zy > 0. In der Normierung o = Sy also B = e*° vereinfacht sich (21.24)
auf ex(5=50) = Z und Z, = 1: im Zustand T = 0 hat das Zustandspotential
Z(E, z) fir alle Werte der Stellgrofe 2 den Wert 1. Diese Aussage ist im Rahmen

2 Ebenso hat B = e keinen EinfluB auf die Statistik, da sich die Mittelwerte (21.3) nicht
andern, wenn man diese mit der neu normierten Dichtefunktion pg(H) = B p(H) bildet.
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der klassischen Mechanik schwer zu verstehen, weil die beiden Bedingungen Z =
ETQ#0 und T =0 auf Q(E)= [ p(e — E)w(e)de = oo fiihren.

Der 3. Hauptsatz findet erst in der Quantenmechanik seine natiirliche Erklarung.
Hier ist der Zustand T = 0 durch den quantenmechanischen Grundzustand bei der
diskreten Energie F = €g(z) zu ersetzen. Er entspricht einem Beitrag §(e—eg(x)) zur
Zustandsdichte w(e). Bei verschwindender Breite der Dichtefunktion p(e — ) fiihrt
dies auf Q(ep(z)) = co. Bei geringen Stérungen durch den Beobachter verbreitert
sich p(e — E). Das System bleibt dabei so lange im Grundzustand bis die Breite der
Dichtefunktion den Energieabstand zum ersten angeregten Niveau tibersteigt.

21.5  Sehr kleine und sehr groBe Umgebung:
Mikrokanonische und kanonische Verteilung

Wir bemerken zunéchst, dal Mittelwerte schwankender Grofien des offenen Systems
stets auch von den Details der Umgebung abhéngen die durch p(H — F) beschrieben
wird. Bisher haben wir die Eigenschaften der Dichtefunktion p(H — FE) offen
gelassen. Nach Kap. 21.3 kann p(H — E) als Dichte der Umgebungszustidnde
verstanden werden wenn man unterstellt, da} alle Umgebungszustinde gleich
héufig angenommen werden. Dabei ist es fiir die meisten Anwendungen hinreichend,
die Grenzfélle sehr kleiner oder sehr grofier Umgebung zu betrachten. Beide lassen
sich nahezu parameterfrei beschreiben.

(A) Mikrokanonisches Zustandspotential

Es entspricht nahezu konstanter Energie des offenen Systems. Hier wird der Um-
gebungseinflufl durch eine kleine, aber von Null verschiedene Energiebreite A
beschrieben. Dabei wird der Einfachheit halber meist die Ndherung

L fir |H—-E|<A/2
_ — A — = —
p(H E)_{ 0 fir |H—E|>A/2 =0a(H — E)

gewahlt. Die mikrokanonische Verteilung liegt nur fiir wenige Anwendungen vor. Sie
ist jedoch fiir das Verstdndnis der Ergodenhypothese wichtig: sie besagt, dafy auch
fiir sehr kleine A # 0 neben der Energieerhaltung keine weiteren Erhaltungssétze
auftreten. Nach der klassischen Mechanik des streng isolierten Systems wére das
Gegenteil moglich — zum Beispiel gilt neben der Energieerhaltung die Drehimpulser-
haltung falls keine dufleren Drehmomente vorliegen. Die Ergodenhypothese kann so
verstanden werden, daf} schon eine beliebig kleine Energieschwankung A alle ande-
ren Erhaltungssétze ungiiltig macht wenn nur diese Stérung der Energieerhaltung
lange ansteht. Diese Stoérung kann z. B. ein winziges Staubkorn im System sein. Zu-
standspotential (21.20) und Zustandssumme (21.21) gehen fiir die mikrokanonische
Verteilung bis auf den Normierungsfaktor A in das Phasenvolumen (21.15) und
die Zustandsdichte (21.14) des Systems iiber. Um dies zu zeigen benutzen wir die
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Darstellungen

Z(B,z) = /R(H[gﬂx] “ By = [ Rle - E)ole,x)de (21.25)

€0

= [ bl Biglessie

QE,z) = /p(H[([_ﬂx] — E)d¢ = /00 ple — E)w(e,x)de , dp = doi ...dpay
’ (21.26)

gte.a) = [ Ofc— Hidlal)do , wie.o) = [ o(e~ Hldlalds

die unmittelbar aus (21.16) hervorgehen wenn man H[¢] durch H|[@|z] ersetzt. Zur
Herleitung wurden die Beziehungen dR(e—F)/de = —p(e—E) , dg(e, z)/de = w(e, x)
sowie partielle Integration beziiglich € benutzt. Wir betrachten im folgenden die Ener-
gieabhéngigkeit der Funktionen Z(FE,x), g(e,x) und Q(F, x), w(e,x) bei fixierter
Stellgroie «: Fiir die mikrokanonische Verteilung p(H — E) = 0a(H — E) folgt
aus (21.25, 21.26) nahezu Gleichheit von Zustandspotential und Phasenvolumen
sowie Zustandssumme und Zustandsdichte, ndmlich

Z(E,x)~g(E,x) , QEFEz)~wE,x) (21.27)

Voraussetzung hierfiir ist allerdings, daf§ innerhalb der Breite A von p(e — E) nur
geringe relative Anderungen von g(e, ) und w(e, x) beziiglich € vorliegen. Besitzt
andererseits w(e, ) scharfe quantenmechanische Spektrallinien so haben Q(E, x)
und w(e, z) einen unterschiedlichen Energieverlauf: Q(FE,z) hat etwas breitere
Linien als w(e, z) da vermoge (21.26) jede scharfe Linie von w(e, x) in eine Linie
der Breite A von Q(E, z) ibergeht. Deshalb verstetigt die Transformation (21.26)
den Energieverlauf in der Weise, daf3 sich quantenmechanische Strukturen in den
thermodynamischen Potentialen Z(E,z) und Q(F,x) des erweiterten Systems nur
noch unscharf darstellen.

(B) Kanonisches Zustandspotential

Es entspricht konstanter Umgebungstemperatur. Die Dichtefunktion p(H — E) ist
eine Haufigkeitsverteilung. Sie kann aber auch als Zustandsdichte der Umgebung
verstanden werden wenn man unterstellt, dafl alle Umgebungszustédnde der Energie
E — H gleich héiufig angenommen werden. Dies 1483t sich auch so lesen, dafl die
Vereinigung aus System und Umgebung wieder ein mikrokanonisches System der
Gesamtenergie F ist, das der Ergodenhypothese unterliegt. Ausgangspunkt ist
die Interpretation der Dichtefunktion Dichte p(H — E) als Zustandsdichte der
Umgebung und des ergodischen Potentials R(H — E) als Phasenvolumen der
Umgebung. Definiert man dann die Entropie S, (FE — H) der isolierten Umgebung
durch ihr Phasenvolumen gemi R(H — E) = exS+(E~H) g0 schreibt sich (21.25)
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als
Z(B,x) = ex5F0) = / e} S+ (B=HI1) g (21.28)

Die kanonische Verteilung betrifft den Fall, dafl die Umgebung beziiglich Warmeka-
pazitdt und Energie sehr grof} ist gegen das System, wobei die gemeinsame Tempera-
tur endlich bleibt. Das bedeutet aber, dal auch das adiabatische Zustandspotential
(21.28) sehr grof wird und im Grenzfalle unendlicher Wéarmekapazitéit divergiert.
Um diesen Darstellungsmangel zu beheben erinnern wir uns, daf§ Dichtefunktionen
(21.1), die sich nur um einen von H|[@|z] unabhingigen Faktor unterscheiden physi-
kalisch dquivalent sind, da sie die gleiche Verteilung der Systemenergie H liefern.
Deshalb ist es sinnvoll die Dichtefunktion p(H — E) durch einen sowohl von H als
auch von z unabhéngigen Faktor so zu renormieren, daf§ das Zustandspotential
auch noch bei unendlicher Warmekapazitiat der Umgebung endlich bleibt. Ein
in diesem Sinne geeigneter Faktor ist e #5+(B), Ergodische Dichte und Potential
lauten nach dieser Renormierung:

pio(H) = p(H — )™+, ’190
Rp(H) = R(H — E)e” #5+(F) — ¢ (S:(E—H)=5.(E) (21.29)

Wir entwickeln dann die Differenz S, (F — H) — S, (F) nach Potenzen von H:

0S.(E 0%S.(E) H?
5B~ H) = 5.(8) = =5 ) H + 8E(2 12+
H H?
=- — ..., (21.30)

T.(E) 2T.(E)2C.(E)
wobei wir die Beziehungen

8. (E) 1 925, (E) 1

OE  T.(E)’ 0E?2  T.(E)2C.(E)
fiir Entropie S, (F) , Temperatur T, (F) und Warmekapazitét C,.(E) der isolierten
Umgebung der Energie E' verwendet haben. Im Bereich |H/2T,.C.| <« 1 gilt in
guter Naherung

—-H

S.(F—H)—S.(F) ~ T.(E) (21.31)
weil dort der quadratische Term in (21.30) klein gegen den linearen Term ist.
Der Geltungsbereich von (21.31) wird sehr grofi wenn die Warmekapazitiat C, der
Umgebung sehr grof ist. Die kanonische Verteilung néhert diesen Sachverhalt durch
eine idealisierte Umgebung, fiir die (21.31) bei allen Energien H des offenen Systems
zutrifft. Mathematisch entspricht dies dem Grenziibergang C, — oo bei T}, = const.
Fiir das ergodische Potential (21.29) folgt daraus

EE(H) = e%(s*(E—H)—S*(E)) ~ eiﬁH
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Die rechts stehende Néherung e~ " fiiy ]%E(H ) definiert die kanonische Vertei-
lung:

RIH) = e 71 = 0 5P = = ROH) = e =

ks
KT, 0.,
(21.32)

Sie hangt neben der schwankenden Energie H des offenen Systems nur noch vom
Temperaturparameter 3 = 1/kT, der Umgebung ab, der den kanonischen Grenzfall
C — oo reguliert. Zustandspotential Z und Zustandsumme () der kanonischen
Verteilung lauten demgeméf:

/Rﬂ ¢|$ dp = / 76H[¢\m]d¢ und Qﬁ, ﬁ/ 7ﬂH¢>|a:]d¢
(21.33)

Sie unterscheiden sich nur um den Faktor 8. Zusammen mit der Gesamtenergie
FE und der Gesamtentropie S divergiert auch die freie Energie F' = E — T'S des
erweiterten Systems im kanonischen Grenzfall, wihrend das kanonische Zustand-
spotential Z[3,z] endlich bleibt. Um die Beziehungen zwischen Z[3,z] und den
thermodynamischen Potentialen des offenen Systems zu kldren betrachten wir
zuerst den Fall, dafl F und S sehr grofl aber noch endlich sind. Das renormierte
Zustandspotential ist in diesem Falle

Z(E,x) = Z(E,:v)e*%S*(E) — x (S(B2)=S.(E))

S(E, x) ist die Gleichgewichtsentropie des erweiterten Systems (System+Umgebung)
wihrend S, (FE) die Umgebungsentropie fiir den Fall ist, dafi die Umgebung bei
der Energie E vom System isoliert ist. Die Systementropie in diesem Zustand
sei sp = 0 und seine Energie €y(x). Wir definieren dann F als Energiciibertrag,
den eine am Temperatursprung zwischen System und Umgebung arbeitende re-
versible Carnotmaschine auf dem Wege ins Gleichgewicht an das erweiterte Sys-
tem iibergibt. Wir wollen F die freie Energie des reversiblen Temperaturaus-
gleichs nennen. Dieser Ausgleichsvorgang startet im heterogenen Zustand Sys-
tem+Umgebung mit den Entropien 0 + S, (F) und endet im Gleichgewicht mit
der Gesamtentropie S(E’,z). Es ist F < 0 (Aufgabe 21-3b). Die Gesamtenergie
des wéarmeisolierten Doppelsystems(System+Umgebung) fillt deshalb wéhrend
dieses Ausgleichsvorgangs von €y 4+ E nach ¢y + F + E = E' ab. Dagegen bleibt die
Gesamtentropie dieses Doppelsystems konstant, weil der Temperaturausgleich zwi-
schen System und Umgebung ohne Warmeleitung, also reversibel erfolgt. Deshalb
gilt 0+ S.(E)=S(eo + F + E) = S(F + E), wobei F' = ¢y + F die freie Energie
des Systems nach Temperaturausgleich ist (Aufgabe 21-3a). Das Energie-Entropie
Diagramm des reversiblen Ausgleichs ist fiir den Fall ¢g = 0, also F' = Fin Abb. 21.1
dargestellt (siche dazu auch Kapitel 4.5 , Abb. 4.6). Aus S, (E) = S(F+E) ergibt
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S(E)

Gesamt
entropie Irreversibler Ausgleich

S(E)—S.(BE)~—I/T,

_F<0
reversibler Ausgleich
S(F+E)=S.(E)

S, (E)

» Gesamt
g I energie
J’_

Abbildung 21.1 Kanonisches Zustandspotential und freie Energie

sich

A

2(B,z) = e (S(B.2)=S.(E)) _ % (S(E,2)~S(F+E)) (21.34)

Wir entwickeln dann die Differenz S(E,z) — S (F + E, ) der Gesamtentropien am
Punkte F,x nach Potenzen von F. Analog zu (21.30) folgt:
- 9S .  9*S F? F P
B2)-S(EF+Ea)=—-2 F-22°2 .. ...

S ) =S+ Er)=—gp I =55 ATETe ’
wobei T'(E, z) und C(FE, z) Temperatur und Warmekapazitét des erweiterten Sys-
tems sind. Im kanonischen Grenzfall gilt 7'(E,z) — Ti , C(E,x) — oo, so dafi die
Differenz S(E,z)—S.(E) = S(E,z)—S(F+E,z) den Grenzwert —F[3,x]/T, er-
reicht. Dabei ist 8 = 1/kT, als zweite Variable neben x gewéhlt. Das renormierte
Zustandspotential (21.34) wird dann zum kanonischen Zustandspotential

2[8,a) = e PFIB] = / e BHIBI] 4 (21.35)

Gleichung (21.35) ist eine der wichtigsten Beziehungen der statistischen Mechanik.
Sie beschreibt den physikalischen Sachverhalt eines physikalischen Systems im
Temperaturbad dessen Energie H[¢,z] mit der Hiufigkeitsverteilung p(H) =
e PH gchwankt. Zusammen mit H schwanken dabei auch alle Mikrotemperaturen
To[la] = +¢o0H/d¢, um den Mittelwert (T,,) = T. Anders als die freie Energie
F = E — TS des erweiterten Systems(System+Umgebung) bleibt die freie Energie
2 [8, ] des Systems auch im kanonischen Grenzfall endlich und enthélt abgesehen
von 3 nur noch Systemparameter.

Die Beziehung (21.35) fihrt auf eine einfache Darstellung der thermodynami-
schen Systemenergie U = F — TOF /0T = O(SF) /08 und des Arbeitskoeflizienten
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o = OF/0z durch die Grofen der statistischen Mechanik: Differentiation des
kanonischen Zustandspotentials (21.35) liefert

L7 00F) _ [ g

B a3
0Z  ,OBF) [ ,0H _gy

Division dieser Gleichungen durch Z fiihrt dann auf

~ o~ o OF 0(BF) [He PHdg
U=F-T5r = 98— [ePHdg
. OF _ [Sfe"Mdy  JOH

“T o T fe—ﬁquZ) _<8x>

= (H) und

Damit ist auch fiir die kanonische Verteilung der Zusammenhang zwischen den
GréBen U , G der phanomenologischen Thermodynamik und der Hamilton-Funk-
tion H [qﬂa:] der Vielteilchentheorie hergestellt. Im tibrigen ist das kanonische
Zustandspotential (21.35) einfach die Laplace-Transformierte des mikrokanonischen
Zustandspotentials (21.27). Dies geht aus

Z(ﬁ)=/é e~ PH o H)dH = B/ oM g(H)dH

hervor. Wir bemerken zusammenfassend, dafl sowohl die mikrokanonische Ener-
gieverteilung (A) als auch die kanonische Energieverteilung (B) jeweils nur einen
Parameter enthéalt. Fir die mikrokanonische Verteilung ist es die nahezu fixierte
Systemenergie F und fiir die kanonische Verteilung die fixierte Umgebungstempe-
ratur 7..

21.6 Thermische Schwankungen und Warmekapazitaten

In Kap. 21.2 haben wir erldutert, daf§ die Mikrotemperaturen 6, = gzba% ZUu-
sammen mit den Mikrokoordinaten ¢, um den Mittelwert (f,) = 6 schwan-
ken. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dafl eine einfache Beziehung zwischen den
Mittelwerten der Schwankungsquadrate ((0, —0)(85 —0)) = (0.05) — 6% und
den Wiarmekapazitéiten besteht. Wir betrachten zuerst wieder den Allgemeinfall
der ergodischen Wechselwirkung mit der Umgebung, die durch die Dichtefunk-
tion p(H) und das ergodische Potential R(H) nach (21.1) und (21.5) beschrie-
ben wird. In Kap. 21.2 haben wir die Gleichheit der Temperaturmittelwerte
(0a) = 0 = Z/Q aus den Skalierungseigenschaften des Zustandspotentials (21.7)
hergeleitet. Bei der Herleitung der Mittelwerte (0, — 0)(05 — 0)) = (0.05) — 02
gehen wir analog vor. Statt R(H) benutzen wir jetzt das integrierte ergodische



21.6 Thermische Schwankungen und Warmekapazitaten 293

Potential R(H = [,y R(H")dH' , dR(H)/dH = —R(H) sowie das modifizierte
Zustandspotentlal
Z(X) = / R(H (bl f”]d@ bog (21.36)

= Al...Azf[ R(H[py ... ¢2s])ds ... pas

Ebenso wie Z(X) ist auch Z(X) linear homogen in jedem der Skalierungsparame-
ter Ai...Ags . Das bedeutet aber, daf fiir alle Paare A\, Ag die Homogenitéatsrelation

0 0 5

zutrifft. Da fir o #

0 0 9 5
NG R L)) = o =5 RO )

UL Do S0y S — R s
gilt, 148t sich die Homogenitéatsrelation folgendermaflen umschreiben
Z(\) = /p(H[...]) 0o 05 — /R(H[...]) %mﬂm (21.37)
0padop
H[...]= H[% i)zj:], (baa%’ dp =doy ... 925 .
Nach Division durch die Zustandssumme = [p(H]...])d¢ folgt daraus fiir

das Produkt der Mikrotemperaturen

Z 0*H
0u8) = g+ [ BUIL. 6wy 55

Das bedeutet aber: fir alle Paare a # (8 mit verschwindenden Mischableitungen
0*H
6@5@8@17[3

liegt der gleiche Mittelwert

QDI N«

<9a96> =

fiir das Temperaturprodukt vor. Wir wollen jetzt nur den Fall verschwindender
Mischableitungen von H weiterverfolgen. Dazu betrachten wir Energiefunktionen
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des Typs H(g1...95) = €1(91) + - + €r(9r), wobei nun g; ... gr ergodische Koor-
dinaten mit dem HaufigkeitsmaBl p(H (g1 ...9g1))dg: - . .dgr, sind. Das modifizierte
Zustandspotential (21.36) stellt sich dann als

D= [ Ra@ sk e o (21.39)

dar. Eine solche Situation tritt auf, wenn die Hamilton-Funktion des Systems in
eine Summe von Funktionen

H[§] = Hy[¢W] + -+ + Hy[¢")] (21.39)

mit elementfremden Untermengen &U ), (EU) ergodischer Mikrokoordinaten zerfallt.
Fithrt man dann fiir jedes Untersystem H;[¢(!)] wie in (21.15) das

Phasenvolumen g;(¢;) = / O(e; — Hy[¢))ydod (21.40)

als kumulierte ergodische Koordinate und die verkiirzte Energiefunktion €;(g;) ein,
so ergibt sich fiir das modifizierte Zustandspotential (21.36) die Darstellung
(21.38).

Wir wenden dann die Homogenitéatsrelation

0 . 0 5o oo
Py Y Mg 2 =200

auf die Darstellung (21.38) an. Aufgrund der Identitét
0 0 g 9L o 0

)‘38/\ Ala R(H(X"'E)):gj@gl@R(H)
Oe;  Og 00,
= p(H)gj =2 g5t — 5, R(H)g =
p(H)g; ag; "o O (H)g 4,
_ Oalg)
0 = gi a1
folgt

Z(N) = /p(H) {ejal — 65 Z%)gik} do

Dabei haben wir die Beziehung
00, Oe 00,
gl@ = glafgl 96 C
benutzt, wobei

_p0a _ 0a
G = ka@; oT;

k
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die thermodynamische Warmekapazitdt des [—ten Energiesektors ist und 7; seine
thermodynamische Temperatur. Hier wird die Skalierungsbeziehung 6 = kT zwi-
schen statistischer und thermodynamischer Temperatur aus Kap. 21.4 auch fiir alle
Teilsysteme [ angewandt. Nach Division durch die Zustandssumme

Q) = /P(Gl + - +ep)dgr ... dg
ergibt sich daraus

2
Q

=< 0,0, > 5 <9091> k mit 0, (H) = R(H)/p(H) , siche (21.32).
l

Fiir die mittleren Schwankungsquadrate
0= ((0; — 0)(0, — 0)) = (0;60,) — 6

der Temperaturen 6; der Energiesektoren folgt daraus

9*01> z
;1 =96; k+—=-—10 21.41
Jjl ]l< Cl Q ( )

Die Auflerdiagonalelemente j # I der Matrix 6;; wollen wir Temperaturkorrelationen
nennen. Nach (21.41) haben alle Korrelationen der Sektortemperaturen den gleichen
Wert Z /Q—0? . Dieser Wert steht in engem Zusammenhang zur thermodynamischen
Wiarmekapazitat C(E) = 0E /0T = kOFE /00 des erweiterten Systems, wobei T die
absolute Temperatur ist. Um dies zu zeigen beachten wir, dafl nach (21.10)

Z(E)

)=o)

zutrifft, also auch

70— 72
T

Aus den Beziehungen

— 92

D N«

0Z(E) 0Z(E)
e =2m), S —am)
folgt dann

9_9_ 98E<Z>

Mit den Definitionen
0 k

v
—

é:
"OE (O

NI N



296 21 Statistische Mechanik

kann dies auch als

7 o g0 a0 02
Q OF
geschrieben werden. Fiir die mittleren Schwankungsquadrate der Sektortemperatu-

ren folgt daraus

. 3 1
9]'[ =< Qj 0, > —9? = ((;]2[ <0 9l> - u) k6? (2142)

o

Cy C

Dies ist die exakte Darstellung der mittleren Schwankungsquadrate der Teiltempera-
turen der Energiesektoren [ = 1...L im Rahmen der ergodischen statistischen Me-
chanik Die physikalische Bedeutung der GréBe C (E) ergibt sich aus der Beziehung
Z(E) = Z(E)§(E) fiir das modifizierte Zustandspotential. Mit k1In Z(E) = S(E)
und kIn Z(E) = S(E) folgt S(E) = S(E)+ kIn6(E), wobei S(E) die Entropie des
erweiterten Systems ist. Differentiation beziiglich F ergibt dann

=535 also (6 —0)C = —0k (21.43)

Ferner gelten fur die Wérmekapazititen des Gesamtsystems die Beziehungen
k/C = 00/0F und k/C = 00/0E. Differentiation von (21.43) beziiglich F fiihrt
deshalb auf
1 1 “ 2
11y, 0k oC _117
c C ¢ OFE C
was auch als

‘. _09C(E)
C_C<1 5 3F >+k (21.44)

geschrieben werden kann. Nach (21.12) ist 6/2 = (6;™"/2) die mittlere kinetische
Energie eines Freiheitsgrades, wobei fiir makroskopische Systeme 6 < E gilt. Bleibt
also die relative Anderung der Wiarmekapazitét C’(E ) des makroskopischen Systems
innerhalb der Energiespanne 6 gering, so folgt aus (21.44) in guter N&herung
C = C + k. Fiir ideale Gase gilt diese Beziehung exakt.

Die beiden Anteile <9 ?l> und 9 in der Schwankungsgleichung (21.42) lassen sich

fiir grofle Systeme wegen 5, a & 1 vereinfachen: Den ersten Anteil <‘9C91 > ersetzen

wir durch f . Dabei wird die Differenz <96‘91 > - %ZZ gegeniiber %2; vernachlassigt:
sie ist von der Groﬁenordnung —a << , da aus (21.42) < 0.0, > —6% ~ 0%92

folgt. Fiir den zweiten Anteil 06‘ gilt in der & < 1 Néaherung: 9—5 ~ % . Zusammen
vereinfacht sich die Beziehung (21.42) durch die genannten Naherungen auf

0i1 1
o= . —H? = LA 2
Hﬂ < HJGl > —0 (Cl C) ko~.
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Alle Terme dieser Beziehung sind quadratisch in den statistischen Temperaturen.
Skalierung mit 1/k? fithrt deshalb fiir die thermodynamischen Temperaturen auf
die Korrelationsgleichung:

51
. 2 (298 2
<T;T; > -T (Cl C) kT2, (21.45)

Wir wollen (21.45) die thermodynamische N&herung der Schwankungsgleichung
nennen. In dieser Naherung werden die schwankenden Warmekapazitaten C;[T;] der
Energiesektoren [ durch die Werte C;[T] am gemeinsamen Temperaturmittelwert
(T1) = T ersetzt. Die Warmekapazitiat C des erweiterten Systems besitzt dabei die
Zerlegung C = Cx+C, , Oy = ZzL:1 C; =Wirmekapazitit des offenen Systems, C.
= Warmekapazitdat der Umgebung. Der gemeinsame Wert aller Temperaturkorrela-
tionen ist nach (21.45) durch < T;T} > —T? = —kT?/(Cx+C.) , j # | gegeben. Er
ist negativ und wird erst fiir sehr grofie Systeme Cyx, + C, > k vernachlassigbar.

In thermodynamischer N&herung gilt fiir die Sektorenergien ¢,— < ¢, >~ (T;—T)C].
Multiplikation von (21.45) mit C;C; fihrt deshalb auf die Schwankungsgleichung

((ej— <€ >)a— < e >))=kT? (5le1 - cffé*) (21.46)

fiir die Energien ¢;. Sie sind ebenso wie die Temperaturen 7; negativ korreliert,
was nur bedeutet, dal bei Vergroflerung der Energie in einem Sektor die Ener-
gieerwartung in allen anderen Sektoren sinkt. Dies ist eine direkte Folge der
Energieerhaltung, vgl. dazu Aufgaben 21-7, 21-8. Von besonderem Interesse sind
dabei die Grenzfille der mikrokanonischen und der kanonischen Verteilung nach
Kap. 21.5:

(A) Mikrokanonische Verteilung
Sie entspricht C, — 0, wobei die Umgebung nur als geringfiigige Stérung der

Erhaltung der Systemenergie ¢ = ) ; €; betrachtet wird. j—Summation iiber

(21.46) ergibt fiir die Energiekorrelationen

((e— <e>)ag—<e>)) = sz% —0 fir C, -0 .
by *

Dies driickt nur aus, daf§ die Schwankungen der Systemenergie € fiir die mikrokano-
nische Verteilung sehr klein werden.

(B) Kanonische Verteilung
Sie entspricht C, — o0, so daf (21.46) in

<(€k_ < €k >)(€l— < € >)> = kT25lel

iibergeht.
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Ebenso wie die Temperaturen 7; sind fiir die kanonische Verteilung auch die
Sektorenergien €; unkorreliert, wobei fiir ihre mittleren Schwankungsquadrate

<(g—<¢e>)?>
kT2

= [T (21.47)

gilt.

Die Warmekapazitéten C[T] physikalischer Systeme werden fiir kleinere Temperatu-
ren geringer und verschwinden schliellich wenn sich das System im Grundzustand
befindet. Die physikalischen Ursachen dafiir sind quantenmechanischer Natur und
hangen damit zusammen, dafl in einer Energieliicke iiber dem Grundzustand keine
Systemzustédnde angeregt werden konnen. Sobald die Gesamtenergie E in diese
Energieliicke absinkt bleibt das System im Grundzustand, weil der Energievorrat
der Umgebung nicht fiir eine Anregung hinreicht. Fir alle Werte der Gesamtener-
gie F in der Liicke bleibt deshalb die Energie € des Systems konstant und seine
Wirmekapazitét verschwindet dort.

21.7  Entropie und Schwankungshaufigkeit:
die Boltzmann-Verkniipfung

Die Boltzmann-Verkniipfung stellt eine Beziehung zwischen der thermostatisch bei
fester Stellgrofie « gemessenen Entropie S(z) und der Schwankungsverteilung von
z fiir den Fall her, daf§ « nicht mehr fixiert ist und Schwankungen unterliegt. Die
Variable z ist jetzt keine Stellgrofle mehr sondern wechselt zu den fluktuierenden
Groflen des Systems mit einem Eigenbeitrag zur kinetischen Energie. Zum Ver-
stdndnis der Boltzmann-Verkniipfung hat man sich zuerst zu vergegenwértigen,
unter welchen physikalischen Bedingungen die Koordinate x nach Aufhebung der
Fixierung schwankt. In die vollstédndige zeitliche Beschreibung dieser Schwankun-
gen gehen in der Regel auch Eigenschaften der Systemumgebung ein, die in der
Hamilton-Funktion H[@|z] zu fixiertem # noch nicht enthalten sind. Um einen
physikalischen Rahmen zu haben nehmen wir an, daf} sich die bei fixiertem « vor-
handenen Mikrokoordinaten (5 aus (21.1) durch x, p zu einem erweiterten Satz von
ergodischen Mikrokoordinaten y = [J)’, x, p] erginzen lassen, wobei p der zu x kano-
nisch konjugierte Impuls im Sinne der Hamilton-Mechanik ist. Die z—Schwankung
ist dann durch den Impuls p vermoge & = 8H[$, x,p|/0p , p= —8H[g§,x,p]/8x
bestimmt. Nach Aufhebung der Fixierung setzen wir eine mikrokanonische Vertei-
lung des um die Koordinaten x,p erweiterten ergodischen Systems voraus. Das
bedeutet, daf in einer diinnen Energieschale £ — A/2 < H[Y] < E+ A/2 im
Phasenraum Gleichverteilung vorliegt, wobei nun dy = dé¢dxdp das Integrations-
maf der mikrokanonischen Verteilung ist. Um auf die Haufigkeitsverteilungen der
Boltzmann-Verkniipfung zu kommen betrachten wir die Zustandssumme

QE, x,p) = / §(H[p, x,p] — E)de (21.48)
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Unterstellt man eine mikrokanonische Gleichverteilung in den Koordinaten ((;, z,p),
so ist Q(E, z,p) die Haufigkeitsverteilung fiir die Koordinaten x, p und
Q(E,x,p)

w(z,p) = TO(E, o, p)dwdp (21.49)

die dazugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichte. Dabei ist H[,z,0] = H|[d|z] die
Hamilton-Funktion des Ausgangssystems, in dem x als Systemparameter nicht
fluktuiert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Koordinate = geht daraus vermoge

- _ [UE,x,p)dp
w(z) —/w(ﬂ«“ap)dp— [ QE, z,p)dzdp

hervor. Um w(z) durch die thermostatisch gemessene Entropie auszudriicken
definieren wir zunéchst den Schwankungsfaktor

_ JUE,z,p)dp _ [w(z,p)dp
- QE,x,0) w(z,0)

(21.50)

g () (21.51)

7 (x) wird umso grofier desto breiter die Impulsverteilung bei gegebenem x ist.
Mit der Abkiirzung Q(FE, z,0) = Q(FE, x) = (quasistatische Zustandssumme) stellt
sich die Wahrscheinlichkeitsdichte (21.50) als

Q(E, z)rg(x)

w(z) = [ QE, z)ng(x)dx

(21.52)

dar. Gemaf (21.52) gibt die quasistatische Zustandssumme Q(FE, x) die Haufigkeits-
verteilung der Koordinate = unter Schwankungen nur dann richtig wieder, wenn sie
durch den Schwankungsfaktor 7g(x) ergénzt wird. Er rechnet das Integrationsmaf
dz in das Gleichverteilungsmafl dxdp um.

Um die Boltzmann-Verkniipfung zu verstehen miissen wir noch den Zusammenhang
der Zustandssumme Q(FE,z) mit der thermodynamischen Entropie S(E,z) =
k In Z(E,z) des Ausgangssystems klaren. Zustandssumme und Zustandspotential
dieses Systems sind nach (21.4, 21.7) durch

O(E.z) = / 5(E — H[g,z,0))dg,
2(E.2) = [ O(E - HIG.2.0))d0
gegeben, wobei
O(E,z) = 0Z(E, z)/0E = Z(E,z)/kT(E, )

gilt. Mit der Definition der Verteilungsentropie

Su(E,2) =k mQ(E,z)=S(E,z) —k In kT(E,x) (21.53)
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geht die Wahrscheinlichkeitsdichte (21.52) tiber in

B €%SW(E’I)7TE(.%') B e%S(Eag”)T(E,x)_le(x)
[erSeED)p(z)de [ exSEDT(E, z)~ing(x)dx

w(x) (21.54)

Dies ist die exakte Form der Boltzmann-Verkniipfung. Um die Bedeutung von
Sw(E,x) und 7g(x) zu verdeutlichen merken wir folgendes an:

(A) Es ergeben sich haufig Mifiverstandnisse weil parallel zueinander unterschiedli-
che Definitionen fiir die Entropie benutzt werden. Die thermodynamische Entropie
S ist gemifl Kap. 21.4 als S = k In Z definiert, wobei Z(FE,x) das Zustandspo-
tential (21.7) des Systems ist. Demgegeniiber wird fiir statistische Betrachtungen
die Verteilungsentropie S, =k InQ =S5 —k In kT nach (21.53) benutzt, wobei
Q(FE, z) die Zustandssumme (21.4) des Systems ist. Siehe dazu R. Becker, Theo-
rie der Warme S.128,277. S, hat zwei Eigenschaften, die sie prinzipiell von der
thermodynamischen Entropie unterscheiden:

> S,(E,z) andert sich bei adiabatischen Vorgangen wie —k In kT (FE,z), weil
S(E,z) bei diesen Vorgéngen geméafl Kap. 21.3 konstant bleibt.

» Die mit S, gebildete Temperatur T,, = (9S,,/0E)~! kann negativ werden wenn
Q(F) nicht monoton steigend ist. Demgegeniiber ist die thermodynamische
Temperatur T = (0S/0E)~1 = Z/kQ stets positiv weil sowohl Z als auch
positiv sind. T" entspricht dem Verlustfaktor periodischer Warmekraftmaschinen,
der nach dem 2. Hauptsatz positiv ist, siehe Kap. 4.3.

Um den Einflu} der Differenz S(E,z) — S,(F,xz) = k In kT(E,z) auf die
z—Verteilung abzuschétzen machen wir Gebrauch von der makroskopischen Néhe-
rung

oS
Cp=T <3T>E_Consc >k (21.55)

In dieser Ndherung bleibt die Temperatur T'(E, z) nahezu unabhéngig von x und
hat deshalb einen weit geringeren Einflufl auf die Schwankungsverteilung (21.54)
als die Entropie S(E, ). Dies geht aus

1 1 8 T 1 a

L15(B.2) -1\ _ 1 _ Ol 15(Ba) -1 _9

0, (e T(E,z) ) (30=S(E,2) = )t ST (B, 0) ™, 0, = o
1 0, T

hervor. Letztere Ungleichung folgt unmittelbar aus der Identitét

0, T 1 k1
= —0,5(F,z) = —-0,5(F,
T = oprt B = g 0SB )
und der makroskopischen Néherung (21.55). Der Korrekturfaktor 1/kT(E,x) =
er(52=5) = B(E,z) in (21.54) hingt also viel schwiicher von x ab als der Boltz-
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mann-Faktor e*S(E:*) | Die Verteilungsentropie S, (E, x) in der Boltzmann-Ver-

kniipfung (21.54) 148t sich deshalb fiir makroskopische Systeme durch die thermo-
dynamische Entropie S(F,x) ersetzen, ohne daf} sich die Verteilung w(x) merklich
andert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte (21.54) geht dann {iber in:

(21.56)

Dies entspricht der Naherung T(E,x) ~ T(FE) , die wir ab jetzt weiterverfolgen.

(B) Der Schwankungsfaktor 7 (x) korrigiert auf den Sachverhalt dafl die Vertei-
lung w(x) zu schwankendem Impuls p gehort, wihrend sich der Boltzmann-Fak-
tor e*S(E2) auf den statischen Wert p = 0 bezieht. Der Faktor mp(z) kann
allerdings weggelassen werden wenn er nur geringfiigig von x abhéngt, da sich
7w (r) = const in der Verteilung (21.54) kiirzt. Die Boltzmann-Verkniipfung stellt
sich dann als

e%S(E,z)

w(z) = m (21.57)

dar, wobei S(E,z) die thermodynamisch gemessene Entropie ist (siehe R. Becker
S.280). Wir zeigen jetzt, dafl die Kiirzung von 7g tatséchlich eintritt wenn die

erweiterte Hamilton-Funktion die Darstellung
H(p,x,p| = H|p, x| + o 2 M= unabhéngig von z (21.58)
m
besitzt. x, p sind dann natiirliche Mikrokoordinaten im Sinne von Kap. 21.1. Nach

(21.48) und (21.53) ergeben sich daraus die Beziehungen

Q B Q E p2 0 Q E p2 lS(E—i ) E p2
= _— = _— = k 2m T _— —
(Bap)=0E- L ro=op- L o= s - 1)
1

zwischen fiir Haufigkeit und thermodynamischer Entropie. Fiir die Haufigkeitsver-
teilung der schwankenden Koordinate x folgt daraus

2

() E, ) /Q(E,ac,p)dp - /ﬁ(E _ P ksw-grag,  (21.50)

2m

Wie in Kap. 21.5 entwickeln wir dann die thermodynamische Entropie geméaf

€ 62

S(E*E,I):S(E,I)7?7W+ y

1 9S(E.x) 1 OT(E)

T  9E ' C, oF

(21.60)
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nach Potenzen von € = p?/2m. Dabei ist C,(E) die Wirmekapazitit des Systems
zu fixierter Koordinate « und T'(E) seine Temperatur. Im Bereich €¢/2TC, < 1 gilt
in guter Ndherung

€

S(F —e,x)~ S(E,x)— 5

, B(E—¢€)~B(E), (21.61)

weil dort der quadratische Term in (21.60) klein gegen den linearen Term ist. Fiir
sehr grofle Warmekapazitaten C, > k kann das System selbst als Warmebad fiir
die z-Schwankungen betrachtet werden (siehe Kap. 21.5). Die Beziehung (21.61)
trifft dann fir einen groflen e—Bereich zu und die Haufigkeitsverteilung (21.59)
geht {iber in

2 2
Te(2)QUE, ) = 5/6%S(E—§’W,w)dp _ BetS(Ea) /G_JLde
=Q(E,z)\/2m m kT(E) .

Daraus folgt mg(x) = /27 m kT(E) = const, wenn die x—Abhéngigkeit von
T(E,z) wegen der makroskopischen Naherung (21.55) vernachlassigt wird. Damit
ist gezeigt, dafl x-Schwankungen, die zu einer additiven kinetischen Energie nach
(21.58) gehoren, fiir Systeme grofler Warmekapazitéiten schon durch die verein-
fachte Boltzmann-Verkniipfung (21.57) richtig beschrieben werden, weil konstante
Schwankungsfaktoren keinen Einfluf auf die z-Verteilung haben. Nach einer Trans-
formation & = f(x) der StellgroBe trifft allerdings die Darstellung (21.57) nicht
mehr zu. Stattdessen ergibt sich in & eine Wahrscheinlichkeitsdichte vom Typ
(21.56) mit dem Schwankungsfaktor #p = dx/d& = 1/f(x)’, siehe Aufgabe 21-5.

Von besonderem Interesse ist der Fall, daf sich die Hamilton-Funktion additiv aus
zwei Teilenergien H[¢, €] = H|[¢]+¢ zusammensetzt, wobei die Stellgrofe z = e die
Teilenergie eines Untersystems im Sinne von (21.39) ist, das zur Systemumgebung
gehort. Gem#B (21.48) gilt dann Q(E,¢) = [0(H[¢] + € — E)dp = QE — ¢)

Nach Aufhebung der Fixierung der Stellgrofie € setzen wir eine mikrokanonische
Verteilung des durch die schwankende Koordinate g, (€) erweiterten Systems voraus,
wobei g.(€) das Phasenvolumen (21.40) des Umgebungssystems ist. Das bedeutet,
daB in einer diinnen Energieschale F—A/2 < H[p]|+¢e(g.) < E4+A/2 beziiglich des
Koordinatenmafles d¢ dg. = d¢ w(e)de Gleichverteilung vorliegt. Hier stimmt der
Schwankungsfaktor 7(e) = dg./Je mit der Zustandsdichte des Umgebungssystems
iiberein. Die Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich der Teilenergie € ist dann durch

_
-

gegeben. Definiert man 7(e) = e%S*(E)dS*/de, so folgt in der Naherung

—e)m(e)

—e)(e)de

w(e) g

QE — €) = ex5F-IB(E)
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fir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

e%(S(E_G)“‘S*(G))dS*/dE
w(e) = T
[ BE-9+5.() g3,

Dabei ist Si(¢) =k In g.(e) die Entropie des Umgebungssystems und S + S,
die Entropie des partiellen Gleichgewichts aus System und Umgebung bei fixierten
Teilenergien. Siehe dazu auch Aufgabe 21-6.

Aus den besprochenen Beispielen geht hervor: Bei der Boltzmann-Verkniipfung
ist darauf zu achten, daff man neben der Systementropie auch diejenigen Anteile
der Umgebungsentropie S, beriicksichtigt, die nach Aufhebung der Fixierung der
Stellgrofe « notwendig zusammen mit x schwanken. Deshalb ist stets von der allge-
meineren Darstellung (21.56) der Boltzmann-Verkniipfung auszugehen. Dabei wird
der Einfluf} der Umgebung auf die a-Verteilung durch den Schwankungsfaktor 7 (x)
zusammengefafit, der auch das korrekte Verhalten der Wahrscheinlichkeitsdichte

B e%S(E,z),R_E(x)
fe%S(E’I)wE(o:)dm

w()
bei Transformationen £ = f(z) der Variablen = garantiert.

21.8 Teilchenzahlen und Normierung des Zustandspotentials

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf einen Phasenraum mit fixierter
Anzahl 2f von Mikrovariablen, wobei f/3 = N die Teilchenzahl ist (jedes Teilchen
liefert den Beitrag 3 zur Anzahl f der Freiheitsgrade entsprechend seinen 6 Mi-
krovariablen ¢, p). In diesem Abschnitt wollen wir den Einfluf} der Teilchenzahlen
auf Zustandspotential und Entropie besprechen. Die Beziehung (21.24) zwischen
Zustandspotential und Entropie lautet jetzt mit B(N) = eroWN) N = f/3

et SEVN) — B(N)g(E,V,N) = et"Ng(E,V, N) (21.62)

Dabei haben wir die mikokanonische Verteilung zugrundegelegt fiir die das Zustands-
potential Z nach (21.27) durch das Phasenvolumen ¢(FE,V,N) ersetzt werden
kann. Wir wollen (21.62) das statistische Gewicht des Zustands (E, V, N) nennen.
Dabei héngt der Normierungsfaktor B(N) = ex?N) nur von der Teilchenzahl ab
und liefert den Beitrag o(N) zur Entropie. Fiir fixierte Teilchenzahl hat deshalb
B(N) keinen Einfluf auf die Zustandsgleichungen T(E,V, N) und p(E,V, N) von
Temperatur und Druck. Dies &ndert sich wenn die Fixierung der Teilchenzahl durch
Kontakt mit der Umgebung aufgehoben ist. Neben N schwankt dann auch die
Teilchenzahl N, der Umgebung, wobei nur noch die Summe N + N, konstant bleibt.
Dabei ist  e#S(EV:N) — e%"(N)g(E, V,N) nach Kap. 21.7 der Systemanteil zur
Hiufigkeitsverteilung der Teilchenzahl N. In thermodynamischer Naherung driickt
sich das Teilchengleichgewicht mit der Umgebung durch die Ubereinstimmung der
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chemischen Potentiale von System und Umgebung aus (vgl. Kap. 4.6.1), wobei das
chemische Potential des Systems durch
E E,V,N N
o= (L) g BSEEN 0 0

= —kT—=1 E. VN
ON ) v ON on Mgy 9B V. N)

gegeben ist. Auf diese Weise beeinflufit die Entropiekonstante o (V) auch den Gleich-
gewichtswert N der Teilchenzahl. Wir zeigen im folgenden, dal B(N) = exo()
aus der Eigenschaft bestimmt werden kann, daf§ die Entropie einen E,V, N-Bereich
besitzt, wo sie sich extensiv im Sinne von Kap. 4.6.3 verhilt, also die Differential-
gleichung
aS oS oS

S(E,V,N) = Eom +Vor + Now (21.63)
erfiillt. Physikalisch ist dies der Bereich grofler Energien und Volumina, wo die
Behinderung innerer Schwankungen von Energie, Volumen und Teilchenzahl durch
Einfahren einer Trennwand in das System den Entropiewert nur unmerklich beein-
flufit. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor: Zunéchst berechnen wir B(N) fir das
ideale Gas. Anschlieflend zeigen wir, daf sich B(N) nicht dndert, wenn man zu
realen Substanzen iibergeht die sich bei groflen Werten von E und V nahezu wie
ein ideales Gas verhalten.

(A) ldeales Gas

Berechnung von B(N) fiir das ideale Gas mit nur einer Teilchensorte (Teilchenmasse
m, Teilchenzahl N = f/3). Die Hamilton-Funktion des Systems lautet

f
1 2 . .
H = o E lpj +Wi(q ...q5) , W=Potential der starren Gefaiwand
i=

oo mindestens eines der g; liegt auflerhalb des Geféfies

W(ql...qf):{

0  alle Ortskoordinaten q; ... gy liegen innerhalb des Gefafies

Das Phasenvolumen (21.15) besitzt in diesem Fall die Darstellung

o0

9°(E,V,N) :/

— 00

1
O - W — Zp?)dql -..dggdp, .. .dps
J

00 f
= VN/ O(2mE — Zp?)dpl ...dpy
o =

_J 1firn>0 - o
@(77){ 0 fiir n < 0 } , N = f/3 = Teilchenzahl .

Hier ist V das 3-dimensionale Gefavolumen, ferner wurde ©(2mn) = ©(n) benutzt.
Das Integral § = [©(2mE — > p3)dpy ... dpy ist gleich dem Volumen einer
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f—dimensionalen Kugel im Impulsraum mit dem Radius P = v2mkFE. Es kann
als

I
2

MY

Gg=PlA; = (2mE) A, | Ay =

o~ 3

ﬂ- —

(B TE+1)

geschrieben werden, siehe Aufgabe 21-9. Zusammen folgt daraus fiir das Phasen-
volumen des idealen Gases: ¢°(E,V,N) = VNg = VN(2rmE)//?2/(f/2)! . Fiir
f = 3N > 1 kann man die Stirling Néherung (f/2)! ~ (f/2e)//? benutzen und es
verbleibt das Phasenvolumen

3N
dre m B\ %
0 —_ N -
g (E,2V,N)=V ( 3 N) (21.64)
Nach (21.62) folgt daraus fiir die Entropie des idealen Gases
VAN (dre m E\F
lg 0 N
= B(N E,VN)=N"B(N) | —= —
b = BN = 8B (1) (TRE)
1 - N V3N drem E

Wir nutzen dann aus, daf§ die thermodynamische Entropie S(F,V, N) des idealen
Gases fiir N > 1 eine extensive Grofie im Sinne von Kap. 4.6.3 ist. Die Entropie
nach (21.65) erfiillt deshalb die Differentialgleichung (21.63) fiir extensive Gréfien.
Da sowohl der zweite als auch der dritte Beitrag von (21.65) extensiv sind liefert
die Anwendung von (21.63) auf (21.65) die Differentialgleichung

In(NVYB(N)) = NaiN In(NYB(N)) . (21.66)

Sie hat die allgemeine Losung In(NYB(N)) = —N In(h%/e) , wobei die freie
Konstante h nicht von N abhéngt. Es folgt:

N

BN) = ywpan -

(21.67)

Daraus ergibt sich fiir das statistische Gewicht des idealen Gases

N N N 3
15 € 0 _ %4 e dre m E\ 2
er —szw'g(E"‘N)—<N> h3N(3N) :

Falls dabei die Konstante h die physikalische Dimension Wirkung hat, so wird das
statistische Gewicht dimensionslos.?

3 Siehe dazu: H. Tetrode Ann. Phys(4.)39,255(1912), O. Sackur Ann. Phys(4.)40,87(1913)
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(B) Reale Systeme

Wir zeigen jetzt, dafi B(N) auch auBlerhalb des Idealgasbereichs die Darstellung
(21.67) hat, so da} die Beziehung (21.62) zwischen statistischem Gewicht und
Phasenvolumen g(E,V, N) auch fiir reale Systeme durch

e%S(E,V,N) _

(&
NNBEN “g(E,V,N) (21.68)

gegeben ist. Das Phasenvolumen ist fiir reale Systeme durch

|
Y(E,V,N) = O - — - c.qs))dqy ... dgedpy ... d
g(EV.N) = [ 6 Qm;pj o(q1...qr))daqr ... dgpdps ... dpy

definiert, wobei ¢(¢1 ... qy) die Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen ist.
Sie wird vernachléssighar wenn alle Koordinatenabstiande |g,, — g,| gro88 sind. Nun
hat beinahe jedes thermodynamische System bei groflen Werten von E und V
einen Zustandsbereich wo sich sein Phasenvolumen g% dem Phasenvolumen ¢°
des idealen Gases anndhert. Dies liegt daran, dafl die Wechselwirkungsenergie
¢ zwischen den Teilchen gegeniiber ihrer kinetischen Energie sehr klein wird
wenn grofle mittlere Teilchenabstiande und grofie Temperaturen vorliegen. Zur
Erlduterung dieses Sachverhalts schiitzen wir die Differenz ¢g¥ — ¢° in beziiglich
©(q1 -..qy) linearer Naherung folgendermafen ab:

gtp(Ev‘/?N)_gO(Ea‘/aN):

0 1
— e qf)=—O(E — — 2 ... ...
/WZO Plqr---a5) 50 = o zj:pj)dql dqgdp: ... dpy

1 9g°
= _/W:O SO(QI--~Qf)dQ1-~-deV7NaiE
1% 1
R (O 7N/ o(qr.qp)day .. dg;  (21.69)
kT VY Jw=o

Dabei haben wir die Beziehung

1og® 108 1
@ O0E _ kOE KkI%(E,V,N)

benutzt. Wir definieren den Idealgasbereich des realen Systems (B) durch die
E,V, N—Werte mit

elV]

In diesem Bereich gilt gemif (21.69) in guter Niherung g% (E,V, N) ~ ¢°(E,V, N)
so daB dort In(g¥(E,V,N)/NV) zusammen mit In(¢°(E,V,N)/N¥) extensiv
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ist. Andererseits ist in der ph&nomenologischen Thermodynamik die Entropie
S(E,V,N) im Bereich (21.70) experimentell eine extensive Grofle. Folglich ist auch
die Differenz In(N~ B(N)) in der Beziehung

1 N g?(E,V,N)

im Idealgasbereich extensiv und erfiillt dort die Differentialgleichung (21.66). Nun
gibt es aber fir jedes N einen E,V —Bereich wo (21.70) zutrifft. Deshalb gilt die
Differentialgleichung (21.66) fiir B(N) mit der Losung (21.67) fiir alle N, auch
wenn sich das System fiir die meisten F, V —Werte nicht wie ein ideales Gas verhalt.
Damit ist (21.68) bewiesen.

Diese Uberlegung 148t sich unmittelbar auf mehrere Teilchensorten I = 1...L
mit den Teilchenzahlen Zl N; = N und den Teilchenmassen m; iibertragen: Im
Idealgasbereich ist S(E,V,Nj...Np) experimentell extensiv. Ebenso ist dort die
Grofle

g?(E,V.Ny...Ny)
NN

extensiv. Dies folgt aus der Verallgemelnerung von (21.64) auf my # my, bei der
3

lediglich der Faktor m2" durch m{ L .mfNL zu ersetzen ist. Deshalb ist auch

die Differenz In (NlNl L NNeB(N L NL)> in der Beziehung

g?(E,V,N;...Nyp)

1
ZS(EV, Ny Ny) = In (MM NDEB(Ny N ) +in

NN NE
extensiv und erfiillt die Homogenitatsgleichung
N N N N
1n(N11 NN B(N, ) ZNZ@N (Nll...NLLB(Nl...NL)> .
Eine spezielle Losung ist
h3N

3
1n(N{V1...N£VLB(N1...NL)) - -3 N, 1nh—=—1n—N

e e
l

mit h als freier Konstante. Benutzt man diese Losung, so folgt analog zu (21.68)
fiir das statistische Gewicht des Zustands (F,V, Ny ... Ny ) die Beziehung

S(E,V,N1..Nrp) _ el g¥(E,V,Ny...NL)
NN NN h3N

1
ek

(21.71)

Es wird dimensionslos wenn die Konstante h die physikalische Dimension Wirkung
hat. Diese Konstante hat im Rahmen der klassischen statistischen Mechanik keinen
Einfluf} auf die Meflergebnisse.
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Der Ubergang zur Quantenstatistik vereinfacht sich jedoch wenn man fiir h in
(21.71) das Plancksche Wirkungsquantum wéhlt: In der quantenmechanischen
Interpretation werden die Zustandsdichten als Linienspektren betrachtet, wobei
jeder Linie ein stationédrer Zustand entspricht. Die Energieliicken zwischen den
Linien sind durch h bestimmt. Hier ist das Phasenvolumen g(E,V,N;...Np)
proportional zur Anzahl g(E,V,N;j...Nz)/h*N der stationiren Zustinde mit
Energien kleiner als E. Fiir N; > 1 vereinfacht sich ferner (21.71) in der Stirling
Niherung (N;/e)Nt ~ N;! auf

e%S(E,V,Nli..NL) _ 1 g(E,V, Ni... NL)
Nyl N h3N

(21.72)

Der Zusatzfaktor 1/Np!... Ni! im statistischen Gewicht (21.72) wird in der Quan-
tenmechanik so gelesen, dafl Zusténde, die durch Permutation von Teilchen gleicher
Sorte auseinander entstehen nicht als verschieden gezéhlt werden, vgl R. Becker,
Theorie der Warme, S.124 . Mit dieser Zahlkonvention kann das statistische Gewicht
(21.72) auch als korrigierte Zustandsanzahl verstanden werden.

21.9  Aufgaben

Aufgabe 21-1: Transformation auf konstante Wahrscheinlichkeitsdichte

Man betrachte die Wahrscheinlichkeitsdichte w(xy ... xy) beziiglich des Koordina-
tensatzes (z1 ...z ). Bei Koordinatentransformation

z1...ay — yi(z1...xn).yn(T1.. . TN)
berechnet sich die neue Wahrscheinlichkeitsdichte @[y . .. yn] gemaB

W
&m

o
3:%

Dly1 ... yn] =w(ry...oN) , = Jakobideterminante ,

« und (§ laufen von 1 bis NV . Ersetze dann die Koordinate x; durch

xy
! A
VVl:/ w(zy ...z .xy)dxy ,
0

wobei [ aus 1... N frei wahlbar ist.

Zeige: Die Wahrscheinlichkeitsdichte w beziiglich des neuen Koordinatensatzes
[y1...yn]) =[z1...Wi...xn] ist durch @[xzy...W;...zn] =1 gegeben.

Aufgabe 21-2: Gleiche Mittelwerte von potentiellen und kinetischen
Temperaturen
Man betrachte ein Vielteilchensystem mit

-,

Hamilton-Funktion H¢| = Hlg1...q5 p1...pfl-
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Die Bewegungsgleichungen fiir ¢(t) lauten

-,

_ OH|g)]
~ Op

OH|J] '

5 (1) = —
7pl() 86][

qQ(t)
Das System sei in dem Sinne stabil, dafl fir alle 1 < [ < f und alle Zeiten
t:g®) < ¢ < oo, |p(t)] < pf < oo gilt. Der zeitliche Mittelwert einer

Observablen A(t) ist durch (4) =limp_.o & fié% A(t)dt definiert.

Zeige: Fir alle [ gilt

y2j o ={a o4, .

Aufgabe 21-3: Freie Energie F' des reversiblen Temperaturausgleichs

Es liege ein thermodynamisches Doppelsystem (System + Umgebung) vor. Die
Wiérmekapazitat der Umgebung sei so grof}, dafl ihre Temperatur T als konstant
betrachtet werden kann. Energie v und Entropie s des Systems gehorchen der
Zustandsgleichung u = €(s), wobei T'(s) = de/0s = €’(s) seine Temperatur ist. Alle
Warmeiibertriage zwischen System und Umgebung sollen iiber eine Carnotmaschine
reversibel erfolgen. Weitere Warmeiibertrage an das Doppelsystem existieren nicht.
Betrachte dann den reversiblen Ausgleichsprozess, der bei der Systementropie sg
startet und imTemperaturgleichgewicht bei der Systementropie s, mit €'(s.) = Tk
endet.

(a) Zeige: Wéhrend des reversiblen Temperaturausgleichs zwischen System und
Umgebung {ibertragt die Carnotmaschine die Energie F' = €(s.) —€(sg) — Tk (s+ — S0)
an das Doppelsystem.

(b) Zeige: Die freie Energie F' des Temperaturausgleichs ist fiir beliebige Anfangs-
werte sg der Systementropie negativ oder Null.

Aufgabe 21-4: Homogene Potentiale und Warmekapazitaten

Man betrachte ein Vielteilchensystem mit

-~ n I
Hamilton-Funktion H[¢] = e ST A

= Vigr ... .
2ma 2mf+ [(h qf]

Das Potential soll die Homogenitétsrelation V[Aqi...Aqf] = NV ][q1...qf] fiir
alle X\ erfullen und die untere Schranke Vj < V besitzen. Ferner soll der durch
Vigi...qr] < E definierte Koordinatenbereich die Eigenschaft ¢ < ¢/(E) <
o, l=1...f haben.

Zeige: Die Warmekapazitéit des Systems ist durch C = fk(1/2+ 1/n) gegeben.
Benutze dabei den Gleichverteilungssatz (p0H/0p;) = kT, I =1... f mit (4) =

limp_0o 5 fiﬁz A(t)dt, siche Aufgabe 21-2.
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Aufgabe 21-5: Boltzmann-Verkniipfung und Schwankungsfaktor

Sei = eine Stellgrofle und p der zu x konjugierte Impuls. Man betrachte die Trans-
formation

L
p=i@) =gl S@=g

auf die neudefinierte Stellgrofle & und den neuskalierten Impuls p .

(a) Zeige: Unter (21.73) wird das Gebiet (z,p) € G volumentreu auf das Gebiet
(2,p) € G abgebildet, dh es gilt f(m,p)GG dxdp = f(i,ﬁ)€é dadp .

(21.73)

(b) Die Koordinatenpaare z,p und &, haben nach (a) das gleiche Volumenmaf.
Deshalb ist Q(E, z,p) = Q[E, z, p] die Haufigkeitsverteilung sowohl fiir z, p als auch
fiir &, p, wobei die Klammern (...) und [...] die unterschiedlichen Abbildungen
der Paare x,p und Z,p auf die gleiche Zahl 2 kennzeichnen. Nach (21.51) lautet
dann der Schwankungsfaktor zum Koordinatenpaar Z, p:
o _ JQIE &, pldp

elt = omE 7.0
Zeige: Unter der Transformation (21.73) gilt die Beziehung 7g[2] = mr(z)/f'(x)
(¢) Die Boltzmann-Verkniipfung (21.54) liefert die Wahrscheinlichkeitsdichten
w(z) = ex5«E2)rp () - const oder ®[#] = er 5«84 4[2] - const, je nachdem ob
man die Koordinate z oder  benutzt.

Zeige die Widerspruchsfreiheit dieser beiden Darstellungen, durch Beweis von

b b
/ w(a:)dxz/ W[#ldi , 6= f(a), b= f(b)
Hilfe: Beweise zuerst
b b
/ G%S“"(E’I)TFE(I)d:I:/ S%Su[E@?]ﬁ-E[i‘]dj (21.74)

mit S, =k mQ(E,z,0) =k InQ[E, £,0].

Aufgabe 21-6: Thermische Schwankungen im isolierten Doppelsystem und
Boltzmann-Verkniipfung

Betrachte zwei thermodynamische Systeme mit den Energien €;(S7) , €2(S2) und
den Entropien S7,.55 . Im thermischen Kontakt schwanken die beiden Energien €;
und €5 bei fester Gesamtenergie E = €; + €3. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Doppelsystems im Entropiebereich dS1dSs sei durch

w(Sh SQ, E)d51d52 = 6(E — €1 — Eg)f(sl)f(SQ)dsldSQ

Q(B)
Q(E) = /6(E — €1 — ez)f(Sl)f(Sg)dSlng
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gegeben. Dabei ist die Funktion f(S) universell in dem Sinne, daf sie fiir alle
Teilsysteme den gleiche Verlauf hat, also f1(S1) = f(S1), f2(S2) = f(S2) : eine
Anderung der Zustandsfunktion €(S) beeinfluBit f(S) nicht.

Ferner sei f(—o00) = 0 sowie €1(00) = 00 = €3(0).

Zeige: Aus der Gleichheit der Temperaturerwartungen

[ 15008 - e - aprsors) T
- / Ty($2)0(E — 61— ) f(S) [ (5) a2
T:1(51) = 566159‘?1) , To(S2) = %652) fiir alle €1(S1) , €2(S2)

folgt f(S) = erSf (0) , wobei k eine systemunabhéngige Konstante ist.

Aufgabe 21-7: Energievarianz im isolierten Doppelsystem E = €; + €3

Die Wahrscheinlichkeit w(e, E') dafiir, die Teilenergie €¢; im Intervall de; zu finden
ist nach Aufgabe 21-6

de
w(el’E — M , (61,E) — e%(Sl(el)—i-SQ(eQ)) )
[ Pler, B) 7%
1 051 (e1) T 055(e2) (= E—e .
T1(€1) 861 ’ TQ(EQ) 862 ’

k In P(e1, E) = Si(e1) + So(E — €1) soll bei €1 = ¢y ein Maximum haben.
Dort gilt

) 1 1

9, @) T SRE—a) =gy - mm ey =0

0? 1 1 1 .

376% (S1(e1) + S2(F —€1)) = ~T2 (01(61) + ColE = 61)) <0, wobei
1 1 1

T a Tl(Eo) a TQ(E—Go) '

Dabei sind C(€p) und Co(E — ¢g) die Warmekapazititen der beiden Teilsysteme
am Entropiemaximum. Entwickle dann k& In P(e1, E) = Si(€1) + S2(E — €1) um
€1 = €p bis zur Ordnung (e; — €g)? in eine Taylorreihe:

k' In Ple;,E) =k In p(er, E) + O(e; — €0)?

Zeige: In der Néherung p(e1, E)de1 / [ p(er, E)de; fiir die Wahrscheinlichkeit zum
Intervall dey folgt fiir die Varianz der Teilenergie €; die Beziehung

(&1 — (1)) = 212

= kT? .
Ci1 + Oy
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Aufgabe 21-8: Temperaturkorrelationen in thermodynamischer Ndherung

Betrachte ein isoliertes thermodynamisches System mit L unabhéngigen Energie-
beitragen E = €1(S1) + -+ + e (S) = const . Seine Energien ¢; folgen einer
mikrokanonischen Verteilung (Wiarmekapazitit C, = 0 fiir die Umgebung. Da-
bei sind T; = 0¢(S;)/0S; die schwankenden Temperaturen der Einzelsektoren.
Nach Kap. 21.6 haben alle Korrelationen zwischen den Temperaturen verschie-
dener Sektoren den gleichen Wert, also (AT;AT;) = T fiir alle j # [ wobei
AT, =T, — (T;) =T, — T gesetzt ist.

Zeige: In der Naherung

9¢(Th)
T

ag—{e)y=(T,-T)C(T), C, = = Wirmekapazitat des Sektors [ |

folgt fur alle j,1:

5 1 L
(AT;ATY) = (c]l - 0> KT? , C=Y C.
=1

Man beachte, daf fiir das isolierte System Zle(elf < ¢ >) =0 gilt und benutze
das Ergebnis von Aufgabe 21-7.
Aufgabe 21-9: Kugelvolumen im IRf

Das Volumen einer f-dimensionalen Kugel mit dem Radius P = p} 4 --- + p5 ist
definiert durch

9P) = [ O~ = )y dpy,
_f 1firn>0
6(77){ 0firn<o0 }
Zeige:
% %
g(pP)=rp/ = p/f .
L(§+1) (4)!

Benutze dabei die Identitat fjooo dpl . dpf eip?in'ipi = 7'('%7 sowie die Darsteuung
Jootm e7tdt = n! =T'(n+ 1) der Gammafunktion.

Aufgabe 21-10: Teilchenwechselwirkung und Druck
Die mittlere Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen eines Systems mit dem
Volumen V ist nach (21.69) definiert durch

1
elV] = 7N/ ©(q...qp)dqy...dgy , N = f/3,
VY Jwg..)=o
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wobei

W ) = 0 mindestens eines der g; liegt auBlerhalb des Gefafles
q---q5) = 0 alle Ortskoordinaten g; ... gy liegen innerhalb des Geféfies

das Potential der Gefafiwand ist. Ferner seien S¥(E,V,N) =k In ¢g?(E,V,N) +
o(N) und S°(E,V,N) =k In ¢g"(E,V,N) + o(N) die Systementropien mit und
ohne Wechselwirkungsenergie . Man betrachte den Fall p[V]/kT? < 1 kleiner
Wechselwirkungsenergie. Nach (21.69) gilt hier in beziiglich ¢[V]/kT° linearer
Naherung g#(E,V,N) = (1 - ¢[V]/kT°)g°(E,V.N) .

Zeige: In dieser Niaherung ist der Beitrag der Wechselwirkungsenergie p[V] zum
Systemdruck gegeben durch

7° 9¢lV]

p“’(EJ/,N)W —p"(E,V,N) = T

Beachte dabei, dal die Temperatur 7° = 2E/3Nk des idealen Gases nicht vom
Volumen abhéngt und vernachléssige alle Terme von quadratischer und hoherer
Ordnung in ¢/kTP.
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Losungen zu Teil |
Losung 1-1: Fir die Kurven A =const gilt
dA dA OB (44)
— | dB — ] dC = 1 bl IR B
<aB)c ! (60)3 €= 0 abo <60>A (2.,

Dies fuhrt auf

(a5). (ac), (32), =

Losung 1-2: Molekulargewichte: NaCl Zucker Wasser = 58,45 342296 18,016 .
Die Molzahlen fiir NaCl Zucker Wasser Gesamt sind 1,71 0,44 27,75 29,9 .
Molvolumen: 6,69 cm? .

Losung 1-3: Aus z-10,0129 + (1 — z) - 11,0093 = 10, 811 folgt =z = 0,199 .

Losung 1-4: Molekulargewichte: Hy HD Do = 2,01628 3,02288 4,02948
Die Molzahlen fir H, HD Do vor Zumischung sind 1,83763 1,10258 0,73505
Es sind 2,11564g entsprechend 0,52504 mol Dy zuzumischen.

Losung 2-1: Alle Zusténde innerhalb einer Isothermen befinden sich im relativen
thermischen Gleichgewicht. Wir betrachten zwei Isothermen, die sich schneiden.
Im Schnittpunkt befindet sich ein Zustand, der relativ zu den Zustdnden beider
Isothermen im Gleichgewicht ist. Nach dem 0. Hauptsatz ist deshalb auch jeder
Zustand Z; auf der ersten Isothermen im Gleichgewicht mit jedem Zustand Zs
auf der zweiten Isothermen. Die empirische Temperatur 7(Z) ist so definiert, daf
Zustande im relativen Gleichgewicht gleiches 7 aufweisen. Folglich unterscheiden
sich die 7-Werte der beiden Isothermen nicht. Verschiedene 7-Werte sind also nur
bei Isothermen ohne Schnittpunkt méglich.

Losung 2-2: Im Gleichgewicht ist stets

pV

It
=pV'.
1-— b

pV —p'V'(1— é) =0, also

<

Folglich ist

pV

A
l=-v

, 7_/ :plvl

T =

eine mogliche Definition fiir die empirische Temperatur.
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Losung 2-3:
(a) Fiir alle Gleichgewichtszustinde gilt (p + A/V?)(V — B) = p'V’ .

Alsoist 7= (p+A/V?)(V —B) , 7 =p'V’ eine empirische Temperatur .
(b) Die Indizes E und S beziehen sich auf Eis- und Siedepunkt. Es ist

t =100(p — pr)/(ps — PE)-
Mit 7 nach (a) folgt

T8 — TE T —TE T —TE
. p—pE= , also t =100 :
V-B P=PE= 3R oo TS —TE

bs —PE =

Analog gilt ' = 100(p’ — p’5)/(P's — Pl) - Mit 7" nach (a) folgt

/ /
T8 — TE T —TE T —TE
p{s,—p/E = T , p/_p/E = v , also t' =100

TS —TE

Im Gleichgewicht ist 7 = 7/ also auch t =t .

Losung 3-1: Warmeaustrag, Kein Arbeitsiibertrag, AU negativ.

Losung 3-2: Kein Warmetibertrag, Arbeitseintrag, AU positiv.

Losung 3-3: 426,93 Meter bei 15 °C , weil 1kcal=426,93 Meterkilopond.

Losung 3-4: Anfangszustand 0 , Endzustand 1 .
(a) Langs Adiabaten ist dU = —pdV. Also gilt

Ul B UO _ /Vl pdV _— /Vl %5/3 dV — §p0‘/05/3(vl—2/3 - ‘/0—2/3)
Vo Vo V5/3 2
=1,5(25 - 100) m*Pa = —112,5J .
(b) Der gesamte Arbeitseintrag ist

A =10°Pa(Vy — V;) = —10° Pa- 0,007 m*® = —700 J .

Aus Uy — Uy = A+ Q = —112,5 J folgt dann fiir den gesamten Warmeeintrag
Q=>587,57J.
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Losung 3-5: Sei n die Molzahl der nach dem Vorgang im Gefafl befindlichen Luft-
menge. Man betrachte diese Luftmenge als das System, das sich anfangs auflerhalb
des Geféaes und nachher innerhalb befindet. Sein duflerer Teil steht unter Auflentem-
peratur und Auflendruck py und nimmt deshalb aus seiner Umgebung keine Warme
auf. Da das Gefafl warmedicht ist nimmt deshalb auch das Gesamtsystem keine
Wérme auf. Seine innere Energie steigt deshalb nur durch die Volumenreduktion
von V 4 nvg auf das Gefafivolumen V', wobei die Umgebung die Arbeit nugpy am
System leistet. Anfangs- und Endwerte der inneren Energie sind deshalb nug und
n(ug + vopo) = nu.

Losung 3-6: Der Wirmeeintrag ist

0,20 3 2
29 Ar AO15 3B6
(= + Br)dr = ——10"* + 1072 .
Losung 3-7:

(a) folgt aus 6Q = dU + pdV .
(b) folgt aus (a) bei dp = 0 nach Division durch dr .
(¢) Man betrachte die Funktion U(7, V (7, p)). Differentiation nach 7 liefert

ou(r,p) ou\ ovV(r,p) .,
ar_CV+(av>T ar GV

wobei (b) benutzt ist. (¢) folgt dann aus

UN _G=Cv g U _(0UN OV _ (U
o).~ veg ? ap  \ov)_ op av )

Losung 3-8: Wirmekapazitit des Wasserinhalts = 200 cal/°C |
Wirmekapazitit des Kupferstiicks = ¢, - 100g

Wirmeiibertrag an das Wasser 81,2 ¢, - 100 g = 3,8-200 cal/°C .
Daraus ¢, = 0,0936 cal/(°C g)

Losung 3-9: Cy = (0U/07),, = ¢ . Nach Aufgabe 3-6 ist
oUu Cp,—Cy a a
— | = —-p=— , C,—Cy =PV +=)0 .
(av)T vg PTym o G Gv=0VEp)s
Differentiation der thermischen Zustandsgleichung nach 7 bei konstantem p liefert

10V R pV + &
B=vo =30 » - Cv=R——
Vor  pV -+ 32 A A
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Losung 3-10: Die innere Energie hat die Darstellung U(p, V) = U[T(p,V), V] .
Daraus ergibt sich (vgl. Aufgabe 1-1):

K

T _ OVB

win)_ () (o) o)

Anwendung auf die Zustandsgleichung des Festkorpers fithrt auf V/T' = Cy - k/8 .

Q|
Y2
N—

Q[
3=

Losung 3-11: Die Adiabaten sind durch §@Q = 0 also durch dU = —pdV
gekennzeichnet. Im Falle U = 2, 5pV 4-const bedeutet das

dp _dV
2,5Vdp +3,5pdV = 0 oder 5;p+77:0 .

Integration liefert fiir die Adiabaten p®V7 = const .

Losung 3-12: Atomgewicht 118,7, 1 atm = 1,013 - 10° Pa.
Molvolumina: weiler Zinn 1,63 -10~° m?, grauer Zinn 2,06 -10~° m3.

Arbeitsleistung an der Umgebung bei Umwandlung eines Mols

0,43-107° m?®- 1 atm = 0,43 - 1,013 mPa = 0,436 Joule .

Losung 4-1: In den Variablen T,V ist

B OF(T,V) ou dp
U=F-T v also v p+T5‘T
Daraus folgt
Op/oT 1 dT(7)

p+0oU/OV — T(r) dr

Die rechte Seite héngt nicht von V' ab.

Losung 4-2: Nach Aufgabe (4-1) ist
Op/oT 1 dT(7)

p+0oU/OV — T(r) dr

Integration dieser Gleichung ergibt

T(T)_/T Op/oT
~Jo p+oU/OV
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Losung 4-3: Der Wirkunggsgrad des Kraftwerks ist

1Ty — Tk 310
=_-———=0,5—=0,258
YTy Ty 77600
Die Abwirmeleistung Qx folgt aus
A

) .1
—_—= =A(— —1)=2871 MW
11 0x w zZu Qx (w )

Wihrend einer Sekunde stromen 75000kg Wasser vorbei. Sie werden durch die

Abwarme von 2871MJ um

2871 J - 108
AT =

= =92K
gp-75000kg

erwarmt.

Losung 4-4: Qp sei die zur Heizung notige Warmeleistung, A die aufgenommene
elektrische Leistung. Fiir die reversible Warmepumpe ist A /Qp =10 K/293 K und
fir den Elektroofen A/Qg = 1. Deshalb sinken die Heizkosten durch den Einbau

der Warmepumpe um den Faktor 29,3 .

Losung 4-5:
(a) Nach der Clausius Gleichung gilt

Tsar Toagr 5T,
C’V/ ——l—C’V/ — =0 also =1
T2 T T4 T T2T4

Wegen dieser Beziehung kann der Verlustfaktor
v=Qk/Qu = (To — T3)/(T1 — Ty)
der Maschine auch so dargestellt werden

CNTT Ty Ty To
V= ———— = —=—=1—w .

T — 1T, T, Ty
(b) Mit v = C,,/Cy — 1 ist fiir die adiabatischen Wege

T1 VA/ = T2 VwY

min max

T2 Vmin K T3
—_— = = — =7 .
Tl Vmax T4

und  TuV.

— T4V

e also
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Losung 4-6: Anfangs- und Endzustand sind mit 1,2 indiziert. Nach dem 1. Haupt-
satz und der differentiellen Clausius-Ungleichung ist

Sa

2 Va
/5@2/ pdV +Us; — Uy < Ty ds .
1 Vi Sl

Das bedeutet

Va
/ pdVSTo(SQ—Sl)—(UQ—Ul) .
Vi

Aus F=U —TS und T} = T, = T} folgt dann f‘ZZ pdV < —(Fy — FY).

Losung 4-7:

Adiabate

Isotherme

»
»

v

Durchlaufen der Schleife zwischen den beiden Schnittpunkten von Adiabate und
Isotherme in Pfeilrichtung ergédbe eine periodische Maschine, die mit nur einem
Wirmebad Kontakt hat und Arbeit nach aufien abgibt. Dies widerspricht dem 2.
Hauptsatz.

Losung 4-8:
(a) Die isotherme Entropieanderung folgt aus (Maxwell)
OS(T.V) _ op(T.V) _ 257" 1 9V(T.p)
ov oT %—‘;(T, p) KV 0T

wobei K = =V 19V (T, p) /Op die isotherme Kompressibilitit ist. V(7' p) hat in
T bei 4 °C sein Minimum. Dort ist 0V/9T = 0, also auch 95(4 °C,V)/IV = 0.
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Léngs der 4 °C-Isothermen éndert sich die Entropie nicht, so dal diese Isotherme
auch eine Adiabate ist. Oberhalb (unterhalb) von 4 °C ist OV (T, P)/0T =
kVOS(T,V)/0V positiv (negativ).

(b) Es ist

S(T,V)

(6T> _ v _ TS
a5(T,V .

ov S ((9T ) CV ov

Folglich ist die Steigung OV/IT der Adiabaten unterhalb 4 °C positiv und

dariiber negativ.

Vv

S < 85" S >S5

S*

»
»

20C 4°C 6°C T
Da es keine Adiabate gibt die die 4 °C-Isotherme schneidet, gibt es auch keine
Carnot-Maschine, die zwischen 2 °C und 6 °C arbeitet.

Losung 4-9:

(a) Im Teilchengleichgewicht wird F' unter der Nebenbedingung ny + ny = const
minimal. Das bedeutet

0 0
87711 (F(O) (T, Vi,n1) + nlmgzl) = 87712 (F(O) (T, Va,n2) + n2mgz2)

oder wegen OF ) (T, V,n)/on = p(®)
i +mgz = ps” +mgz

(b) Bei Benutzung des Drucks p als unabhéngiger Variablen (statt V') erhélt
die Gleichgewichtsbedingung (a) die Darstellung

(T, 1) + mgzn = p” (T, pa) + mg2s
Die Verallgemeinerung auf kontinuierliche Hohe ist

1 O(T, p(2)) + mgz = const .
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Differentiation nach z ergibt
dp
T, — =0
o(T, () - +mg

wobei v(T, p) das Molvolumen ist. Es folgt

% = —p(2)g , p = Massendichte.

Losung 4-10:

(a) T = const : Betrachte F(T,V,N) und S = —9F/JT. Aus
as 0’F ou(T,V,N) B ou

S = const : Betrachte U(S,V,N) und T'= 0U/0S. Aus

or _ U 9u(S,V,N)
ON  ONOS oS

ou
folgt dT = dN == .
o6 aS

(b) Isotherm ist T'(S,V,N) = const , also dS0T/0S + dNOT/ON = 0 . Das
bedeutet

89S\  9T(S,V,N)/ON
((9N>T ~ 9T(S,V,N)/dS

Da 0T /0S = §?U/9S5? positiv ist, haben (05/0N), und (0T /ON)4 verschie-
dene Vorzeichen.
Losung 4-11: Die Energiebilanzen fir die beiden Zustandsdnderungen sind
(a) dU = —pdV + (=dV/V)U
(b) dU = pdN + (—dV/V)ST

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke ist wegen dN = —NdV/V &quivalent zur
Homogenitéatsrelation U = T'S — pV + uN fiir die Gesamtenergie.

Losung 4-12:
(a) Cp = 4180 J/Kelvin
373 373
Wasser: AS = C, dT/T = Cpln — = 1305 J/K
Wirmebad: AS = — 100 _ —1121 J/K
' T

Gesamt: AS =184 J/K
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(b) Wird der Wérmetransport Bad — Wasser durch eine reversible Maschine mit
kleiner periodischer Abwérme dQmu,0 < C,T" an das Wasser vollzogen, so gilt
bei einem Umlauf dieser Maschine mit —6Qpg.q als Zuwirme aus dem Bad

(SQHz (6] + 6QBad
T 373K

= §SH20 + 605Bag =0 .

Dabei sind 051,0,05Baq die Entropiednderungen von Wasser und Bad.

Losung 4-13: Es gilt
05(T.p) _ 0S(T.V(TL.p)) , 08 OV(T.p) _ Op(T.V)OV(T.p)

or aT ov.  ar oT oT ’

wobei die Maxwell-Relation 05/0V = dp/0T benutzt ist. Aus C = T9S/IT folgt
deshalb Cp — Cy =T0p/0T - 0V/OT . Ferner ist

oV (T,p) 2
ap(Ta V) — _ oT also C — OV —_T 8l 8p(T, V)
aT L’éﬂp) P oT ov
P

Fiir stabile Systeme ist dp(T,V)/0V stets negativ, also C),, — Cy positiv.

Losung 4-14: Die Gesamtenergie des Systems ist U = (T} + To + T3)C + U.
Die Gesamtentropie ist S = C'In(T1T573)+ Sy, da fiir die Einzelkorper T;05;/0T; =
C,j=1,2,3 gilt. Die héchste Einzeltemperatur wird bei reversibler Prozessfithrung
errreicht, wobei U und S unveréndert bleiben. Es ist also die hochste mit

T +To+T5=7T00K , TyT5T5 = 3002100 K3

vertragliche Einzeltemperatur zu finden. Sie wird bei Gleichheit zweier Temperatu-
ren erreicht, z. B. To = T3.

Zusammen fiithrt dies auf To = T3 = 150 K, T} =400 K = Tax -

Losung 4-15: Es gilt

2=Gr), Ty V= (F), o V= (G)s

Nach Aufgabe 1-1 gilt

), (),

RO
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Division der beiden Gleichungen liefert:

(%)s _ (%)V (gTT/)p _ (875) (@) _
(8), (&), (), or o)
Daraus folgt Cv/C), = ks/kr -

Losung 4-16: Differentiation der Homogenitétsrelation
UAS, AV, ANy ... AN¢g) = \U(S,V,Ny...N¢)

nach A ergibt bei A =1:

C
U=TS—pV+> Nafta -

a=1

Der Beitrag T'S verschwindet bei T'= 0 wegen S < co .

Losung 4-17: Es ist

oV.p) _ o(Vip) (V. T) _ (%)V(%)T: 1

o(s, ) oV, T)o(S,T)

weil die Maxwell-Relation

(5v). = (57)s
gilt.

Losung 5-1:
(a) Es gilt 6Q = dU + pdV = %de + Vdf . Fur die Adiabaten folgt aus Q) =0
die Gleichung

dv 34 i
7:_1% mit der Losung V:Cfos% )

(b) Bei isothermer Volumenéinderung gilt 6Q = 3 f(T)dV .
Fur die heifle und die kalte Isotherme des Carnot-Prozesses bedeutet das
4
AQy = gf(TH)AVH , AVy =Vyg —Vj

4
AQx = gf(TK)AVK . AVg =V =V
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wobei Vi, Vj adiabatisch aus Vi, V/; hervorgehen. Nach (a) ist

Ve Vi _ (f(TK>>3/“ AVy
Vi o V[’{ o f(TH) o AVg ’

Fiir Carnot-Prozesse zwischen Ty, Tk mit idealem Wirkungsgrad ist deshalb

Tu _ AQu _ f(Tw)AVi _ (f(TH)>1/4
Tk AQr  f(Tk)AVk f(Tk)

Da Ty, Tk beliebig sind folgt daraus f(7) = T* - const .

Losung 5-2: Die freie Energie F(T,V) folgt aus den beiden Differentialgleichun-

gen

OF AT OF
e _p=_ F-_T—— =U = AT*V .
av ~ P 3 T

Die allgemeine Losung ist

AT*

F =87 - =

\%4

Daraus ergibt sich S = —8F/8T =5+ %AT3V. Die Enthalpie ist
4
H=U+pV = gAT“V: (S —So)T

Mit T = (3p/A)'/* folgt H(S,p) = (S — So) (3p/A)* .
Fiir das Gibbs-Potential ergibt sich G(T,p) = H — TS = —ST .

Losung 5-3:
(a) Strahlungsleistung Sonnenoberfliche in Watt/m? :
5,67-1078(5800)* = 64, 165-10° .

Strahlungsleistung oberhalb der Erdatmoshire in Watt/m? :

6 )
64,165-10 (175.1 8) =1382 .

Es erreichen den Boden 970/1382 = 70%.

Bei konstanter Temperatur von Atmosphire und Boden werden 412Watt/m?
Sonneneinstrahlung in der Luft absorbiert und als thermische Strahlung in das
All zuriickgesandt.
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(bc)Nach Erreichen konstanter Plattentemperatur sind eingestrahlte und abgestrahl-
te Leistung gleich. Bezogen auf 1 m? ergibt sich in Watt:
‘ Eingestrahlt Abgestrahlt ‘ T

Schwarze Platte 970 5,67(T/100)* 362 K =89 °C
Beschichtete Platte |  970-0,9  5,67(T/100)4-0,3 | 476 K = 203 °C

Losung 5-4:
(a) Da AU fiir beide Zustandswege (I) und (R) den gleichen Wert hat, gilt

pAV = 7AU = 7(AT)VCV 5

wobei (AT)y die Temperaturinderung wegen des Warmeaustrags hinter der
Gay-Lussac Entspannung ist. Berechnet man die Temperaturdnderung bei
adiabatischer Entspannung langs des Weges (I), so ergibt sich die Darstellung

(AT)s = (AT)y + (AT)y = (AT)y — C%Av .

Division durch AV fiihrt auf
orN _ (9T _ »
ov)s \ov), Oy
(b) (I) und (R) verursachen die gleichen Zustandsdnderungen fiir das System, nicht
aber fiir dessen Umgebung. Wegen der nachgeschalteten Systemkiihlung steigt

die Umgebungsentropie langs des Weges (1) um —AQ/T = pAV/T an, wihrend
sie langs des Weges (R) konstant bleibt.

Losung 5-5: Wiéhrend des Vorgangs sind p und V' konstant. Wegen nT = pV/R
ist deshalb auch U = cy nT konstant. Die Heizenergie @) bleibt also nicht im
Zimmer, sondern gelangt zusammen mit der entweichenden Luft vollstdndig nach
auflen. Berechnung von @ : Wegen U(S,n) = const ist TdS + pudn = 0, p =
chemisches Potential. Fiir kleine Heizenergien Q) bedeutet dies

T

wobei h(T') = u+ ST/n = ¢, T die molare Enthalpie ist. Deshalb gilt

dTr
0Q = —c,Tdn = cpndl = cp%? .

Integration liefert

pV . T3
Q:Cpflnﬁ .
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Losung 5-6: Fiir das ideale Gas ist U = CyT . Bei adiabatischer Volumenénde-
rung gilt —pdV = dU = CydT . Aus p = (C, — C,)T/V folgt dann

dr d
Cv = +(Cp — CV)7V =0=d(InT +In V=)

Das bedeutet TVE»/Cv=1 = const .

Losung 5-7: In den Variablen T,V ist U = F — TOF/IT .

Aus OU(T,V)/0V = 0 folgt also
Op(T, V)

oY)
P57

Die allgemeine Losung dieser partiellen Differentialgleichung ist p(T,V) =T f(V)
mit frei wihlbarer Funktion f(V) .

Losung 5-8:
(a) Aus Op/0T = nR/(V — nb) folgt
nRT

mit frei wiahlbarer Funktion p, (V).
(b) Aus OF(T,V)/0V = —nRT/(V — nb) + pa(V) folgt

F = —nRTIn(V —nb) + P,(V) + W(T)

mit Py (V) = [po(V)dV und frei wihlbarer Funktion W (T').

(c) BEsist C(T,V) = =TO?*F(T,V)/0T? = =TW"(T) . Also héngt C nicht vom
Volumen ab.

(d) In den Variablen T,V ist 9S/0V = dp/0T (Maxwell).

Deshalb gilt 6Q) = TdVaS/aV = TdV@p/@T =podV .

Losung 5-9:
(a) Die Bewegungsenergie des Teilchens o der Masse m,, dndert sich bei Reflektion
(w senkrecht zur Wand) um

pi _ (pa - Qmaw)2

2me, 2mg,

Qoz:

~ 2Pq W = QW

(maw?/2 kann bei langsamer Expansion weggelassen werden).
Dabei ist g4 = 2pq - W/w der Impulsiibertrag an das Teilchen «.

Summation fihrt auf Quin = Y, ¢aW = PrinoTW.
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(b) Nach (a) ist bei isothermer Expansion um 6V die Warme 0Qxin = PkindV
einzutragen um die Geschwindigkeit der Teilchen konstant zu halten. Nach
dem 1. Hauptsatz ist

oU
=T = —_— .
6Q =TdS = (p+ )0V

Fiir Punktteilchen ist 0Q = dQxyin, also pxin = p + 8U/0V.

Losung 5-10: Es ist

aS(T,p)  0S(T,V) . oS(T,V) oV (T, p)

or oT ov oT
also
Cp,—Cy  9p(T,V)dV(T,p)
T 9T oT ’

wobei die Maxwell-Relation 85 /0V = dp/0T benutzt ist. Aus (5.12) folgt

o0 _ RT oV (T, p) nR

or —v—b ' OT BT _ () — )28

Deshalb gilt

nR

=TI
v3  RT

Cp—Cy =

Losung 5-11: Aus (5.12) folgt

ov(T, p) R

or — BL_(y—b)2

—b v3

Fiir die Inversionstemperatur T; ist T0v/9T = v , also

RT; =v (RTib —(v—b)2a> .

v — v3

Auflésung ergibt

O il "2
v bR

T = 2a/bR wird fiir v — oo , also p — 0 erreicht.
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Losung 5-12: Es ist

RT o T S (b\F a \!'1
P= ot T T Z (v) (_vRT) I

k,1=0
S
T w == vl vRT/ 1

Deshalb gilt entsprechend (5.9)

i 11
e mry ()

Losung 5-13:

(a) Bei Verzug bleibt die Substanz im fliissigen Zustand [ bis die Verdampfungs-
warme A eingetragen ist. Bis dahin treten keine irreversiblen Prozesse auf und
die Entropie steigt um

A

A
dA
AS:/—————:Cm1+——
l 0 p ( TOCp )

To+ A/ Cy

an. Der gesamte Entropieanstieg zwischen fliisssigem Gleichgewichtszustand und
gasformigen Gleichgewichtszustand ist AS = A/Ty . Folglich ist der irreversible
Entropieanstieg bei spontaner Verdampfung nach Siedeverzug durch

A
AS; = T Cpln(1+ T()Cp)
gegeben.
(b) I = fliissig, g = gasformig
S(T)

v
v
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Losung 5-14: Die Losung der Differentialgleichung
OF(T,V) Si,RV <T) st
Ty

oT Vo
RT, V [ T\*"
F=— (= .
a+1Vy <T0> V)

Die unbekannte Funktion f(V') ist durch die Bedingung

A= F(Ty, Vo) — F(Ty, V) = RTyIn v

Vo
fiir den Arbeitsaustrag eingeschrankt. Auswertung ergibt:
RTy V %4
V) = F(Ty, ——— — RTyIn — 1
fvV) (To, 0)+a+1V0 OnVo , also
RT, V T\ v
F(T,V) = F(Ty, V, ——(1- | = — RTyln — .
e =rE+ g (- (g) )Ry

Wegen p(T,V) = —0F/0V folgt daraus fir die thermische Zustandsgleichung

RT, 1 T\“™\ RT,
TV)=_—-20 (1 (= flo
p(TV) a—|—1Vo( (To) )+

Losung 5-15: Bei konstanter Entropie gilt

<av) e Cy (T, V)
S

T ).~ #S@V) T T pop(.V)
oV oT

Fiir das van der Waals Gas ist T9p/0T = nRT/(V — nb) .
Fiir die Adiabaten (S = const) ergibt sich daraus

dv._ cv(V —nb) Is d£+ av E—O
ar RT " T TV nber

Integration liefert T(V — nb)®/¢v = const .

Losung 5-16: Betrachte U(S,V) . Aus OU/0S =T = U/ncy folgt bei konstanten
V, n durch Integration: S = ncyln U + Q(V,n) . Differentiation nach V bei
konstanten S, n liefert —ncy % + % =0.

Wegen ney & = £ = 2t gilg 99 — nk

also Q(V,n) =nRln V + Qq(n)
und S(U,V,n) =ncyIn U+ nRIn V + Qy(n)
Aus S(U,V,n) =nS(Y, X 1) folgt dann

S(U,V,n) = ney ln% + ann% +n(1).
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Losung 5-17: Fiir das ideale Photongas entsteht der Wanddruck p nur aus dem
Impulsiibertrag der Photonen. Berechnung von p :

N = Photonzahl im Hohlraum, V' = L - F =Hohlraumvolumen(Wiirfel),

L = Kantenléngen in den z,y, z—Richtungen, F' = Fliche einer Wiirfelseite,

N/3 der Photonen bewegt sich in +z—Richtung,

W sei eine der beiden Wiirfelwénde senkrecht zur z—Richtung,

2q = Impulsiibertrag bei Reflektion eines Photons an W |

N
V= ?i = Photonstof}frequenz bei W
Ngc Ne
2q1/ = ?f = gz = Kraft aufW y
2 N
%:§%:g:p:DruCkaufW.

Losung 6-1: R = 8,314J/K, Molgewicht(NaCl)=58,5 g .
Nach (6.25) ist der osmotische Druck an der Membran durch

2

I=RT—2 , xs = Molanteil(NaCl) , vy = Molvolumen(H5O)

w
gegeben. Der Faktor 2 berticksichtigt, dafl sich die Molzahl des gelésten Salzes
durch Zerfall in Na™ und CI~ Ionen verdoppelt. Im Endzustand gleicht das Gewicht
der tiber dem Beckenspiegel befindlichen Lésungssédule im Rohr den osmotischen
Druck aus und es gilt:

2RT$—S = gopAh , p = Massendichte , ¢y = Erdbeschleunigung
w

In der Naherung Ah > hg ist

Ps Ps
lso 2RT
58,58 0 58, 52

ps KL pw 5, PERPW , TS =UVw = gopwlAh .

Aus ps = 1g/fAh folgt dann in Einheiten kg , m , sek:

1/2 _ ) 1/2
Ap 2RT _ 28,314 -300 —o.595m .
58,5 f - gopw 58,5-10-4-9,8067 - 103

Losung 6-2: R = 8,314 J/K , Molgewicht(NaCl)=>58,5 g.
Osmotischer Druck wie in Aufgabe 6-1 (Faktor 2 wegen Dissoziation):

2
II= RTE, x5 = Molanteil(NaCl), vy = Molvolumen(H,0) = 18-107°% m?
vw

pw = 1000 kg/m?,  pg = 35 kg/m>.
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Mit

ps/58,5

= =1,065-10"2

Zs

und T = 278 K folgt II = 27,35 -10° Pa = 27,35 bar .
Dieser Druck wird durch die unterschiedlichen Hohen A von Siiiwasser und H von
Salzwasser ausgeglichen. Im Gleichgewicht ist go(pw + ps)H — gopwh = 1L

(a) h=H(pw + ps)/pw — II/gopw ist fiir kleine H negativ. SiiBwasser kann erst
fiir A > 0 in das Rohr eindringen. Die Eintauchtiefe H, gehort zu h = 0. Daraus
in Einheiten kg, m, sek

Il 27,35-10°

Ha = =
golpw +ps)  9,8067-1035

= 269,5m

(b) Die Eintauchtiefe Hj, gehort aus h = H . Daraus in Einheiten kg , m , sek

0 27,35-10°

H;, = =
®7 gops  9,8067-35

= 7968 m .

Losung 6-3: R = 8,314 J/K , Molgewicht(NaCl) = 58,5 g.
Osmotischer Druck wie in Aufgabe 6-1:
11 = RT 2%
v
zs = Molanteil(NaCl) ,

v = Molvolumen(H,0) = 18-107% m? .
Es folgt

Moy 7,7-10°18-1076 L,
- - —92.69-1073.
ST 9RT T T 2-8,314-310 ,69-10

Aus

_ ps/58,5

Zs

ergibt sich

_ xzg 58,5
C1l—xzg 18

ps pw = 8,77 kg/m®.
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Losung 6-4: Das Gesamtsystem besteht aus ny, mol Wasser, ng mol NaCl gelost
in einem Teil des Wassers. Die Gesamtmolzahl (nach Salzzerfall in Na®™ |, C17)
ist n = nw + 2ns . Es werden A = 1 m?/vy mol Siiiwasser gewonnen. Alle
Systemteile haben T" = 278 K , p = 1 atm . Die freie Energien vor und nach
Entmischung seien F; und F5 . Dann gilt:

2
F :anW-I-nsfg/—l—RT (nwlnw—&—ZnSlnM)
n n

- A 2
Fy = nw fw +nsf¥ + RT ((nw S A IR gl 0 )
n—A n—
Anderung von F in der Niherung A/ny <1 :
0 2
Fy— Fy = —~ART —— (nw Y 4 2ngIn ”S>
onw n n
= —-ART Inzw

= —ART In(1 — 2zg)
~ 1 m*RT2xg /vy
=1 m?I , II = osmotischer Druck .

Bei ps = 35 kg/m?3 und T = 278 K ist RT2xs/vw = 27,35-10° Pa (vgl. Aufgabe
6-2). Es sind also mindestens 27, 35- 10° Joule aufzuwenden .

Losung 6-5: Die Zahl der Reaktionen pro Sekunde ist proportional zum Produkt
der Konzentrationen der Ausgangsteilchen, wobei die Konstante nur von Druck
und Temperatur abhéngt:

w(H+H — Hp) = xpea K (T,p) ,
UJ(HQ — H+H) = $H2K_(T7p) .

Im Gleichgewicht sind diese beiden Reaktionsraten gleich. Das bedeutet:

oy = Vo2V K- (T.p)/ K+ (T,p) .

Losung 6-6:  Nach (6.36) gilt [Jz% = (p¥¥=)~! Ko(T) , wobei Z,v, die
[e%
Molzahlanderung bei der Reaktion ist. Bei negativem X, steigt [[ 2% mit dem

«
Druck p an. Da die Reaktionsprodukte zu positiven v, gehoren, wachsen ihre
Konzentrationen z,, relativ zu den Konzentrationen der Reaktanden an, wenn der
Druck steigt.
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Losung 6-7: Die Molzahlen von Hy , Og und HyO seien A, A/2, 2 —A .
Thre Summe ist 2 + A/2. Deshalb:
A A/2 2—-A
TH: T 5 A2 0 PO T 9 Ay 0 O T 9 A
A(A/2)'/?
(2—A)(2+A/2)1/2
(2—A)2(24A/2)
A3

Es folgt: p(0,02) = 0,152 bar , p(0,002) = 154 bar .

Massenwirkungsgesetz: pl/2 =0,0877 Pal/?

Auflésung nach p: p(A) = -0,0154 Pa

Losung 6-8: Die Molzahlen von SO3 , SO3 und O9 seien A, 1 —A | 2—-A/2.
Thre Summe ist 3 — A/2 . Deshalb:
A 1-A 2—A/2
TS0, = ————= , TS0, = ——— TO, = ————
SO3 3—A/2 ) SO2 3—A/2 ) O2 3—A/2
12 (1= A)(2-A/2)'
A3 —A/2)1/2
Bei 43104 Pa gilt L2 (22472 v 0,262
i p=43- i =
ap e AT \3TA2 ’
Die positive Losung dieser Gleichung ist A = 0,75 mol .

Massenwirkungsgesetz : p —171,9 Pal/?

Losung 6-9: Molgewichte von COy CO Og sind 44,01g 28,01g 32g . Es liegen
0,714 mol CO und 0,625 mol O3 vor. Sind A mol CO5 vorhanden, so ist die gesamte
Molzahl 1,339 + A . Deshalb:
A e 0,714 - 0,625
L,339+A 7 99T 1339FrA 7 T2 T 13391 A
0,7142-0,625

A2 (1,339 + A)
Es folgt A =0,832mol , Mco,=37g .

TCO, =

Daraus 2 bar = 0,424 bar

Losung 6-10: Die Entropie vor Entfernen der Wand ist

14 1%
S=nsRln — +nyRIn — + (ngcve + npcyp) In T + nqw, + npwp
Ng Ny

Diese Entropie liegt auch noch vor, wenn die Gase nach Entfernen der Wand bei
konstanter Temperatur durchmischt und von 2V auf das Volumen V' komprimiert
sind. Bei der nachfolgenden isothermen Expansion der Gasmischung auf das alte
Volumen 2V ergibt sich daraus der Entropieanstieg:

AS = (ng+np)R In2 .
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Losung 6-11: Man betrachte 1 liter HoO unter den genannten Bedingungen.
Die Massenwirkungskonstante fiir die Reaktion 2H,O — H;O—I—OH' ist definiert
durch
K Taforon- _ Mufo"om-
TH,OTH,0 NH,0NMH,0

Die Molzahlen sind
Nyto = 1077 = noy-, np,o = 10%/18 —2-1077 =~ 10%/18.

Es folgt: K = 18210720 = 3,24 1078,

Losung 6-12: Nach Gleichungen (6.29) und (6.30) gilt

A =1(g),, =4 aU=T(3),, ~4

wobei A die Affinitdt der Reaktion ist. In den Variablen T, p,w ist

(85) OS[T, p,w) n OS[T, p,w) (@)
TV TV

Ow Ow op  \ow
_0S[T,p,w] OVIT,p,u] (@)
O Ow or Ow/Tv '
wobei wir die Maxwell-Relation 95/0p = —0V/OT benutzen. Das bedeutet

an—sv=1(g), ~1(g),,
_ OVI[T,p,w] (@)
oT ow/rTv

Bei positiven 0V/0T und dp/0w schlieft man AH > AU .

Losung 7-1: Nach der Clausius-Clapeyron Gleichung sinkt der Schmelzpunkt
um

Ap(vwasser - Ueis)

AT =T
A

Bei

T=273K, Ap =100 kp/cm? = 100 at ,
Uwasser — Veis = —0,091 cm® |, A = 80 cal = 3416 at cm?®

folgt AT = —0,73 K .
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Losung 7-2: Phase 1 = reines Eis , z1g,0 =1, T1nac1 =0 .
Phase 2 = Salzlésung , xop,0 = 1 — 2(T) , Zanac1 = z(T) .
Massenwirkungsgesetz beziiglich Austausch von 1 mol H5O:

— im0 = 1 =ram,0

Ku,o(T) = (#11,0) ' @am,0 = 1 — o(T)

mit z(0°C) =0 also Ky,0(0°C)=1.

Die van’t Hoff Gleichung liefert

d AH
ﬁln(l —z(T)) = ik
In der Naherung
0
In(1—z(7)) = —=(T) , z(0°C+1t)= t%
gilt
AH
0 —_
z(0°C +1t) = tRTQ .

t = —1°C ergibt x = 6000/8,314 - 2732 = 0.0097 = rx,+ + Top- -
Vor Dissoziation entfallen 0,00485 mol NaCl auf 1mol H2O , also 0,00485 - 58,5g
NaCl auf 18g HoO entsprechend 1,58 Gewichtsprozenten.

Losung 7-3: L=Flissigphase , G=Gasphase . Die Mischungsverhaltnisse sind
211=0, z0=1, zg1 =, xgo = 1 — x . Der Koexistenzdruck p(x) geht aus
der Gleichgewichtsbedingung (7.33) hervor:

9r0(P) = gco(p) + RTIn(1 — x) bei festem T .

Der Partialdruck des Dampfes 0 im Gas ist po(x) = p(z)(1 — ) . Seine Anderung
durch den Stoff 1 ist bei kleinem = durch Apg = zdpy/0x = xp(x) gegeben. Es
gilt py(z) = p'(x)(1 — z) — p(z) . Differentiation der Gleichgewichtsbedingung nach
p ergibt

RT
(vao(p) — ULO(p))p/(x) = 1
-
also
, RT PuLo
po(z) = —p= J
VGo — VLo VGo — VLo

wobei p = RT /vgo benutzt ist. In der Naherung vgo > v fiir die Molvolumina
folgt daraus mit py = ap : Apg = xpy = p1vLo/veo = P1vLop/RT .
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Losung 7-4: Wie in Aufgabe 7-3 folgen aus der Bedingung
9ro(p) = ggo(p) + RTIn(1 — z) die beiden Gleichungen

’ D RT / - PUrLo
p(z) = ——— , pylz)=——"5"— ,
Po VGo — VLo vGgo — VLo

wobei 1 — z = pg/p benutzt ist. Division der beiden Gleichungen ergibt

dpo VLo VLo
0 _ 20l d(1 = dp-22
g PRy A (In po) = dp AT

p°(T) ist der Koexistenzdruck des reinen Stoffs 0 . Bei gegebener Temperatur
erreicht py den Wert p® wenn auch p ihn erreicht. Damit folgt

VLo

0
p—p°)v
In po—1In p° = (pfpo)RT (p=p s LO}

also pg = poexp[ T

Fiir Wasser bei 0°C und 10bar Luftdruck ist

vro 109 Pa-18 cm? 18J

~

RT ~ 8,314J.273  2270J

(p—p°) =0,008 ,

also poexp[(p - po)vLo/RT} = 1,008 . Deshalb erhoht sich der Gasdruck der
Wassermolekiile durch Anwesenheit der Luft auf 4,57 Torr- 1,008 = 4,61 Torr .

Losung 7-5: Molgewichte (C12Ha22011) : 342g , NaCl: 58,5g , KI: 166g . Nach dem
Raoult Gesetz ist die relative Dampfdrucksenkung (po(T) — p)/p = zr1 = 0,06
da die gelosten Stoffe 1 schwerfliichtig sind (zgo = 1 — xg1 ~ 1) . Bei Losung von
100g Stoff 1 in 11 Wasser ist

CIL‘L(CHHQQOH) 20,0052 s a?L(Na+,C1_) :0,060 s CL‘L(K+,I_> :0,021 .

Losung 7-6: Molgewicht (C19H22011)=342g. Molanteil Zucker nach Losung in
250g Wasser = 0,0042 . Nach (7.30) ist die Siedepunktserh6hung nach Losung
eines schwerfliichtigen Stoffs mit dem Molanteil z durch AT = RT?z/A gegeben, wo-
bei A die molare Verdampfungswérme ist. Sie betrdgt fiir Wasser A = 40,7 kJ/mol
bei 1 atm. Mit R = 8,314 J/K folgt AT = (8,314-373% 0,0042/40700) K =
0,12 K

Losung 7-7: Alte und neue Koordinaten sind durch x = (z1...2¢-1) , y =
(2 ...xzc) definiert, wobei 1 = 1 — x5 — - -+ — x¢ gilt. Die alten Koordinaten gehen
also aus den neuen durch eine lineare Transformation x = Ay + a hervor. Als
Funktion von y hat g die Darstellung gly] = g(x) = g(Ay + a) , wobei [...] und
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(...) verschiedene Abbildungen auf die gleiche Zahl g kennzeichnen. Konvexitéit in
den Koordinaten x bedeutet

Ag(x1) + (1 = N)g(x2) > g(Ax1 4+ (1 — A)x2) firalle 0<A<1 .
Fiir g[y] folgt daraus

Aglyr] + (1= Ngly2] = Ag(xa) + (1 = A)g(x2)
> g(Axa + (1= A)x2) = g((A(Ay1 + (1 = N)y2)) +a) = g[Ay1 + (1 = Nya]

also ebenfalls Konvexitat.

Losung 7-8: Nach der Stabilitatsbedingung (7.9) gilt bei C' Komponenten mit
den Molzahlen (n;...n¢) =n:

0*U ] 0’H Ouj
- — 277 >
8 Q(S V ) 871] (S V ) I a 2(S7p7n) 8nj(S?p7n) —O 9
9°F 9 G Oy
o 2<Tv n) = SH(0Vn) 20 . S (Tpn) = SHH(Tpm) 20
J ] J

Benutzt man in diesen vier Féallen die neuen Koordinatensatze
(S,U,X,'I’L) ) (S,p,x,n) ) (T,v,x,n) ) (T,p,x,n) 9

mit (z1...2;...00-1) = X, ny +---+nc = n , so gilt in allen vier Féllen
0/0x; =nd/0n; . Das bedeutet

gf(s v,%x) >0 | —gf(s,p,x)zo :
J J

O O

— (T > —2(T >
amj( ’U7X—0 b 81.]( 7p7x) —0 9

wobei s, v die molaren Werte von Entropie und Volumen sind. p; hangt als intensive
Grofle nicht von n ab, da neben n nur die intensiven Koordinaten s, v, T, p, x benutzt
werden.

Losung 7-9: Bei Koexistenz haben beide Phasen die gleiche Temperatur und es
gilt x%l =x11(2—211) . Bel beginnendem Sieden ist z,1 = 1/2 also g1 = \/V =
0,866 (Stoff 1 tiberwiegt im Gas). Mit steigender Temperatur sinkt der Anteil
von Stoff 1 in der Fliissigkeit ab, bis er bei zg; = 1/2 den Wert 1 — \/?)/7 =0,134
erreicht.



Loésungen zu Teil | 341

Losung 7-10: Nach (7.24) ist der Molanteil [/n der Fliissigkeit am Gesamtsystem
der Molzahl n durch

l T —z
—— 1 —Ci , x1 = gesamter Molanteil Stoff 1
n Tr1 — TGl

gegeben. Differentiation des Logarithmus dieser Gleichung ergibt

d7l N del _ d«le — dl‘G1

l T — TGl Tr1 — TGl

Bei beginnendem Sieden ist 1 = x; . Dort folgt dep; = (g1 — x1)dl/l , wobei
nach Aufgabe 7-9 die Beziehung =g — zp1 = (2211 — x%l)l/z —xr gilt .

Losung 7-11: Nach (7.24) ist

l T —T
R S , 1 = gesamter Molanteil Stoff 1
n Tl — a1

Es gilt 1 = z11(n), da zu Anfang nur Fliissigkeit vorliegt. Bei Gas-fliissig Koexis-
tenz gilt Cxg1 = Dz, und deshalb
I zpi(n)—zp1(1)D/C

n = am@-pjoy 0 =

xzr1(n)
(1-D/C)Lt+D/C

Fir D/C = 3 ist

xr1(n)

1) = 550

also

xr1(n/2) =xr1(n)/2 .

Losung 7-12: (a) Die getrennten Stoffe mit den Molzahlen ng,n; haben die
Enthalpie noho (T, p) +n1h1 (T, p). Abzug dieses Beitrags von H ergibt die Mischent-
halpie

2non ho +h
HM(T7p):H_noho(T,p)—nlhl(T7p): 071 ( o 1)7

Un) =+ ny 2
also
M ho(T,p) + hi(T,p)
hM T _ -9 ( T A ) ) )
( ap) no + ny ToT1 d)( 7p) 2

Bei verschwindender Mischenthalpie ist ¢(T, p) der Mittelwert der molaren Enthal-
pien ho(T,p) und hi(T,p) der reinen Stoffe.
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(by Mit n=mnog+mn1, z=x1/n, 1 —x =mng/n folgt

g"(z) = — —TsM

=2z(1 - ) (d)(T,p) _ ho(T:p) '; hl(T,p))

+RTzln 2+ RT(1 —2)In(1 —z)
g™ (x ho + h 1 1
gaxg( ) = —4(¢(T,p) =2 2 1) + RT(* + 7)

x 1—=zx

ho+hy

Fiir regulare Mischungen hangt ¢ — nach (6.45) nicht von der Temperatur
ab. In x-Intervallen mit 9%¢g™ (z)/0x? < 0 ist g(x) konkav. Dort kommt es zur
Entmischung. Solche Intervalle treten auf, wenn die Funktion

1
1—2x

i) = RT(> + ——)

den Wert 4(¢ — 203h1) unterschreitet. Dies trifft zu im Falle

ho + hq

Die Entmischung beginnt also bei RTy;t = ¢— % mit dem Mischanteil x = 1/2 .
Bei T' < Tyt findet Entmischung in einem Intervall um den Wert « = 1/2 statt.

Losung 7-13: Die koexistierenden Phasen seien a und b mit den Stoffen A und B
als Losungsmittel. Die molaren Anteile von A,B in den Phasen sind

Top = 0,007 | zpp =0,988 , xpa =0,012 , x,4 =0,993 .
Daraus folgt nach (7.40): vop = zpp/Tap = 141.1 | Ypa = xqa/xpa = 82,8 .
Losung 7-14: Die Mischphasen seien a und b mit A und B als Losungsmittel. Die
molaren Anteile von A,B in den Phasen sind

Tep = 0,007, 25 = 0,988, xp4 = 0,012, o4 = 0,993 bei T' = 500 K
g =xap , Ty = 0,976 , x4, = 0,024 , x! 4 =244 bei T =700 K .

Man betrachte von jeder Phase 1 mol. Es gilt dann ng, = 24 sowie nach (6.41)
GM = RT(valn as +xpln ap) . Es ist ferner In 44 ~ —245 , In Ty ~ —Tpa
weil 44 ~ 1 ~ x5 . In dieser Naherung folgt nach (7.40):
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Phase a:
G]\a/[ = RT(zqaln zoa +x0pn zpp)
= —RT(vqA%qB + TapTpa) = —R-3,51TK |
G'™M = —RT(244%ap + Taprhy) = —R-4,983 K ,

G/M _ GM
Mischentropie : SM ~ _W =R-0,00733 ,
G+ G
Mischenthalpie : HM ~ —% +R-0,00733-600 K= R-0,148 K .
Phase b:
Gl\b/[ = RT(IbA In z,4 + 2p5In be)
= —RT(xpaTen + TppToa) = —R-5,970K |
G'Y' = —RT(x)gvap + Thpahs) = —R-16,514 K |
G/M _ GM
Mischentropie : S ~ _W =R-0,05272 ,
G/M -I—GM
Mischenthalpie : HY ~ % + R-0,05272-600 K = R-20,39 K .
Exzessentropie in Phase a:
S(Jlm‘i = —R(xqaln T4 +zopn x45)

= R(ZaaZap — Tapln z4p) = R-0,04168 |,
Ser = gM _ gMid — _R.0,0344 .

Losung 7-15: Sowohl feste Phase als auch fliissige Phase sind verdiinnte Mischun-
gen mit Stoff 0 als Losungsmittel, so dafl nach (7.27) im Gleichgewicht

T,
951 =911 = RTIn 2= = (951 = gs1) = (g1 = 911) + (951 = g11)
gilt. Fiir regulére verdiinnte Mischungen gilt nach (6.43) und (6.44)

9% —gs1 =h% —hs1 =h¥ . g% —gr1i=hY —hpi=hY,

wobei h¥ = OHY /on, , kY = dHM /on, die Mischwirmen von Stoff 1 in Stoff
0 sind, die nach Kap. 6.5 nicht von 7" abhéngen.

In der linearen Niherung gr1 — gs1 = (1 — T/T1)A; folgt deshalb zusammen mit
(7.26)

LEL_ M M T - T
RTIH;—hS1_hL1—A1+ﬁA1—Q+FA1 ;

S
T | Ag

wr-es == )5y
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wobei Q = h¥ — hM — Ay nicht von der Temperatur abhiéngt. Fiir das System
wird ein Maximum von zg(T) bei T* > TF | also x4(T*) = 0 vorausgesetzt.
Differentiation der beiden Gleichungen nach T fithrt bei T' = T* auf

A A
R(ln zp —In xg) + RT-L = =1 ~ s -

Iy, o T1 ’

(a) Multiplikation der ersten Gleichung mit 7" fithrt nach Einsetzen der zweiten
Gleichung auf Q = Ag/x(T*). Wegen der Positivitdt von Schmelzwirme und
Konzentration gilt dabei Q = h}, — Y, — A; > 0 . Daraus ergibt sich fiir
die Mischwirme h% des Stoffs 1 in der festen Phase S die untere Grenze:
R > hYh + Ay = 9250 J/mol .

(b) Nach (a) gilt am Maximum zg(T™*) der Sattigungskonzentration in der festen
Phase z(T*) = Ao/ . Fiir h2) — oo folgt Q — oo also 1 (T*) — 0 . Wegen
21 (T°) = 0 bedeutet dies T* — T°. Bei sehr groen Mischwiirmen h2 wird
also die Sattigungskonzentration xg(7T) dicht unterhalb des Schmelzpunktes
des reinen Stoffs 0 maximal.

/
Z'L:

Losung 7-16: Setze 1 = x , ©og = 1 — z . Das molare Mischpotential ist bei
T = 1000 K mit RT = 8314 J/mol :
9" (x) = WM (z) = TsY (z)
=20000-2(1 —2)+8314 - (zln z+ (1 —2)In(l —z) .
Es ist symmetrisch um den Punkt o = 0,5 . Die einhiillende Tangente an g ()

ist deshalb waagrecht , wobei die beiden Beriihrungspunkte xz,, x; symmetrisch zu
x = 0,5 liegen. x4, x; erfiillen also die Bedingung

og™M
o 20000(1 — 2z) +8314(In z —In (1 —x)) =0 .
Mit
x_1+@
T2
folgt
_ 8314 1+6
© 20000 1—-©

Die Losungen sind © = £+0,662 . Stoff 1 hat deshalb in den beiden koexistierenden
Phasen die Konzentrationen x, = 0,169 und z;, = 0,831 .

Losung 7-17: Die Sattigungskonzentrationen x,(T) = (1 — ©)/2 und z,(T) =
(14 ©)/2 der beiden Phasen ergeben sich nach Aufgabe 16 aus
RT 1+06

In

T 200000 1-©
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Phasentrennung setzt ein , wenn die Séattigungskonzentration x,(T) die Gesamt-
konzentration = = 0, 3 erreicht. Es gilt dann ©® = 0,4 , also

0,4 -20000
T=_""" —11356K .
8,3141n 575
Losung 7-18:
(a) Die Mischenthalpie H™ = nxox1(ng +n1) = nnoni/(no + n1) hat die Ableitun-
gen
oHM n? oHM ng
ong :Unf;:n:rz ’ ony :nn—g:n(lfx)z ) MENot

Nach (6.45) gilt deshalb bei Koexistenz von fliissiger und fester Phase
to = gro +nprr + RTIn(1 — 21) = gso + nsrs + RTIn(1 — xg)
p =gr1+n.(1—2)* + RTIn 2p, = gs1 +ns(1 —x5)? + RTIn x5 .

Diese beiden Gleichungen legen die Liquiduskurve xp,(T) und die Soliduskurve
25(T) fest.

(b) Am Beriihrungspunkt der Funktionen Gr(z) und Gg(z) gilt 2 = x5 =z .
Die Gleichgewichtsbedingungen (a) vereinfachen sich dort auf
gro +nra® = gso +nsa”® , gri+n(l—2)® = gs1 +ns(1 —x)* .
Mit
n=mns —nr und gro — gso = Ao(1 = T/T°) , gr1 —gs1 = M(1 = T/T")
folgt daraus
ne*T° /Ao =T° —T , n(l —2)*T* /Ay =TT .

Aus der Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt sich mit z = (1+6)/2, 1 —
x=(1-6)/2:

wo + w1 4 70 — 71 1

0%+ 20
wp — w1 T](LU() 7&)1)

)

wobei wg = T°/Ag , w1 = T*/A; gesetzt ist.

Die Losungen sind:

WO+(.U1 2
— + T0 —T1 — .
R — Vewowr + ( )(wo —w1)/n

@:

Die physikalische Losung erfiillt -1 < © <1 .
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Mit
wo=1/6, w1 =9/52 ,n7=1800
folgt:

©=0,3376 , x = 0,6688 , T¥ = 865,8 K .
(c) Das molare Mischpotential der festen Phase bei TF ist
g (x) = 2(1 — 2)ns + RTE(xIn 2+ (1 —2)In(1 — 2).
Seine 2. Ableitung (in Joule):

1

1 11
gM ()" = —2ns + RTE(E + =) = —3600 + T198(— + §

— T

)

ist fir 0 < x < 1 positiv. Es tritt also keine Mischliicke auf.

T[Kelvin]
1000 L
900
- 866
S
| > = nl/n
0 0,67 1

Losung 7-19: Nach dem Gesetz von van’t Hoff (6.25) betrdgt der osmotische
Druck in der Losung II = 2, RT /vy, wobei 1, < 1 die Konzentration des gelosten
Stoffs und vy, das Molvolumen des Losungsmittels ist. Die Losung auf der rechten
Seite des U-Rohrs steigt, bis der hydrostatische Druck den osmotischen Druck
kompensiert. Ist i die Steighohe und «a das mittlere Molgewicht in der Losung so
gilt im Druckgleichgewicht

x RT agh

vL vL

ILRT

M= , also gh=

Wegen des Eigengewichts des Dampfes tiber dem U-Rohr liegt am linken Fliissigkeits-
spiegel(reines Losungmittel) ein um Ap = gha/ve hoherer Dampfdruck vor als
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am rechten Spiegel(Losung). Die Dampfdrucksenkung durch die gelosten Stoffe ist
deshalb

gha  xpRT
=== =zLp ,
(e va

Ap

wobei vg und p mittleres Volumen und mittlerer Druck des Lésungsmitteldampfes
zwischen den Rohren sind. Der Unterschied der Molgewichte in Lésung und Losungs-
mitteldampf wird hier vernachldssigt. Das Ergebnis stimmt mit dem Raoultschen
Gesetz (7.32) fiir schwerfliissigen gelosten Stoff x¢ = 0 tiberein.

Losung 7-20: Wahle T, p, ng, n1 als unabhéngige Variable. Die Konzentration von
Stoff 1 ist @ =mn1/(ng+mn1) . G=Gasphase, L=Fliissigphase .

Losungswarme von Stoff 1 : Ay = OH — 0Hc
8n1 8n1
Aus H = G—Tg—;TY und py = g—i folgt

0
A= — —-T— — .
1= ML — HG1 oT (HL1 — per)
Die Gleichgewichtkonzentrationen xr,(T') , z¢(T) sind definiert durch
(T2 (T)) = per (T, 2a(T)) = 0.
Totale Differentiation dieser Bedingung nach T ergibt:

Ipr1 — pa1) | Opridrr  Ouci deg

T 9z, dT  Owe daT O -

Das bedeutet

Oxy, dT drg dT

0 Opri d Ougi d
A= _Tﬁ(ﬂL1 — pen) = T(FELEL  CRALTIG

Aus den Naherungen der verdiinnten Losung
pwrr =92, (T,p) + RTInxyp |

und der idealen Gasmischung
pe1 = gr1(T,p) + R Inzg

folgt dann fiir die Losungswarme von Stoff 1:

A= RTQdiT(ln 2p(T) —In za(T)) .
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Losung 8-1:

(a) Esist 7= —-1p+ 79, 60 = 16V/3V + 609,
Aus Spur(7®-1) = 0 = Spur(1-5§0©9) | Spur(1-1) = 3 folgt deshalb A =
V Spur(7 - §©) = —péV + V Spur(r® - 6©9) .
Bei Volumenerhaltung §V = 0 ist /@ = 60@® und es gilt 54 = V Spur(7-i09®) .
Fiir 7 = 1la verschwindet § A wegen Spur(6©®) = 0 (a =beliebige reelle Zahl) .

(b) Man wiihle 5 unabhiingige Komponenten 6; . .. 605 von ®® und das Volumen V/
nach der Deformation als unabhéngige Arbeitskoordinaten und betrachte die
freie Energie F(T,0; ...05, V). Bei reversiblen isothermen Zustandsénderungen
gilt F = JA (siche Aufgabe 4-6). Deshalb folgt nach (a)

OF 5 009
S0V + Z 5 9 0, = —pdV +V Zn: Spur(r® - o0 )66y,
F F ®
Koeffizientenvergleich liefert g—v -p ng =V Spur(7® - 88(Zn )
Fiir das Gibbs-Potential G = F — Vg—‘lj — 4 Qn%
bedeutet dies G = F +pV —V 0, Spur(r® 8669)
= p a n OP a0, .

Da ©9 linear homogen in den 6, ist gilt:

Zl%%@@ =0% und G =F+pV -V Spur(t?-09) .

Losung 8-2: Wahle T, L als unabhéngige Variable.
(a) Entropie: Wegen 0S/0L = —K/T ist

C 0K

ds = —dT—g—TdL also
B o, L) ., Lor(T, L) |,
S(T,L) = S(To, Lo) + . ?dT . TdL .
Energie: Wegen 0S/0L = —K/T ist
oS 0K
=Cdl'+ (T—+ K)dL =CdT' + (-T—= + K)dL al
dU = CdT + ( oL+ YdL = CdT + ( a7+ )AL also
T
U(T,L) =U(To, Lo) + C(T', Lo)dT"’
To

g / OK(T,L"), .,
+/L (K(T.L') = T 2==)dL’ .

]
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(b) K(T,L) = A(L — L)/T , C(T,Lo) = BT , A,B>0.
Setze Top =0, S(0,Ly) = So . Es folgt nach (a)
S(T,L) = Sy + BT + A(L — Lo)?/2T? also
(L(T) - L) = 2((S — 5)T? — BT)/A .
Wegen T' > 0 ist A% = (L(T) — Lo)? bei konstanter Entropie S nach oben
beschrinkt. Das Maximum von A? tritt bei Thy = 2(S — Sp)/3B auf und hat
den Wert

8 (8 —So)*

27 AB?

Dieser Wert wird bei reversibler adiabatischer Léngendnderung mit Star-

tentropie S nicht tiberschritten. Deformiert man den warmeisolierten Stab
auf (L' — Lg)? > Apaz(S)? und wartet das Gleichgewicht ab, so gilt
2

(I~ Lo)? = (8" — So)T” — BT") > (S — So)T3 ~ BT})

2
Am,am

2
= Z((S — 80)Tyr — BTyy) =

mit S’ > S. Wahrend der Deformation des Stabes sind dann Vorgange abgelau-
fen, die seine Entropie ohne Warmeeintrag vergroflert haben. Diese Vorgénge
sind irreversibel (z. B. Bruch).

Losung 8-3:
(a) In den Variablen U, L gilt

Wegen 1/T = C/U bedeutet dies (K /T)/0U = 0. Es folgt K = a(L)T. Bei
fixierter Lange L ist also K proportional zu T Das bedeutet K = (L— Lo)T7y .

(b) 9S/0U =1/T = C/U hat die Losung S = CInU/Uy + o(L) . Aus

as K
E—U(L)——f——(L—LO)V
folgt

o(L) = So —v(L — Lo)*/2 ,
also

(L - LO)QV

S*S():CIHU/UQ* B

(¢) Es gilt auch hier 9(K/T(U))/0U = 0, also nach (a) y(T) = Ty . Aus 95/0U =
/B/2U folgt jedoch nun S — Sy = \/23(\/ﬁ - \/%) — (L - Lo)*v/2 .
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Losung 8-4:
(a) Die innere Energie U ist wihrend des Vorgangs konstant.
Fiir die Gleichgewichtsentropien gilt

L — Ly)?
Vorher: S — Sy =Cln U/Uo—%’y
Nachher: S — Sq = Cln U/Uj .

(L-Lo? _ (K)QL

Entropiezunahme: AS = 5 T %

(b) Man entspanne das Band reversibel, indem man die Kontraktionsarbeit abfiihrt
und dafiir den gleichen Energiebetrag als Warme zufithrt. Aus KdL 4 d@Q = 0
folgt dann

0Q = —(L — Lo)TydL und

Lo L — 2
AS :/ 5762 = (L — Lo)ydL = Mfy wie in (a)
L T Lo 2

Losung 8-5: 7(1200 K) = 1,46 J/m? | mittleres Kornvolumen 0, 5236 - 10~*2 m? |
mittleres Korngewicht 10~°g , Kornanzahl 10° | Gesamtfliche 71072 m? , Oberfli-
chenenergie 4,587-1072 J .

Losung 8-6:
(a) r = Innenradius ~ Auflenradius. Blasenumfang 27r, Tangentialkraft senk-
recht zum Umfang K = 4nrny (Verdopplung wegen Grenzfliche innen und

auBen), Uberdruck innen K /7r? = Ap(r) = 4n/r , Zuwachs inneres Luftvolu-
men dV = 4wr2dr,

R R
Gesamtarbeit A(R) = / Ap(r)dV = 167r77/ rdr = 8tR*n .
0 0

(b) Der reversible isotherme Arbeitseintrag ist gleich der Steigerung der freien
Energie. Das Fliissigkeitsvolumen der Blase ist konstant. Der Oberflichenanteil
der freien Energie steigt bei Aufblasen von 0 auf F, = n4nR?-2 wenn der
Unterschied Innen-Aulenradius vernachliissigt wird. Daraus A(R) = 87 R% .

Losung 8-7: L=Flissigkeit, G=Gas, n = ny + ng =Molzahlen,
pr pg =Druckwerte, v, v =Molvolumina, 7 pug =chemische Potentiale.

(a) Die freie Energie setzt sich additiv aus den Anteilen von Tropfen, Dampf und
Grenzfliche zusammen. Nach (8.7) gilt bei der Temperatur T

F=nr(pr(pr) —prvr) + ne(pe(pe) — pave) + Fo
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Die Funktionen ur(pr) , pa(pe) hingen nicht von der Oberflichenspannung
ab. Das Gibbspotential G = F + pV wird beziiglich des Umgebungsdrucks p
definiert. Siehe Kap. 4.6.1.

Fiir unser System gilt

P=DG,

V=V, + Vg =nrvL +ngog ,

G=F+pV =npur +ncuc+ (p—pr)nrvr + F,.
Nach (8.9) gilt

2F o

279 nd
3y,

pL —p=
F, )
G(p,r) =nppr(pr) + napa(p) + 5 0 Fo=dmrtny

Im Faller =0ist n, =0, ng=n, F, =0 also G =npug(p) und

G(p,r) = G(p,0) = nr(pLpr) — na(p)) + % '

Der Koexistenzdruck p°(T) ohne Oberflichenspannung ist durch u,(p°(T)) =
uc (PP (T)) definiert. Ferner gilt bei inkompressibler Fliissigkeit und idealem
Gas (Tabelle I):

nr(pr) — pa(@°(T)) = (pr — p°(1))vr,

— ue(@(T)) = RTIn —L .
Zusammen bedeutet dies
0 '4
pL) — p)=(pr—p (T))vy — RTIn —— .
pr(pr) — pa(p) = (pL (T))vr (D)

Aus npvp =V = 47rr3/3 folgt dann bei der Temperatur T

47r3 0 RT p 47r?
- - (T -
Glp,1) = Gp,0) = ~5= (pr = (1) = =I5 ) + =5
47r3 0 RT p 9
=3 (pfp(T)fﬁlnm)Jrlhrrn .

vg = RT/p ist das molare Gasvolumen. Wegen vg >> vy, ist p — p° gegen
RT /v, = pvg /v, vernachlissigbar. Deshalb ist G(p,r) — G(p,0) als Funktion
von r die Summe einer nach oben gedffneten quadratischen Parabel und einer
nach unten gedffneten kubischen Parabel mit Maximum bei

oG RT P
= =0=—4mr?=1
o 0 r . n 2T

+ 8mrn .
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Der Gleichgewichtsradius ist deshalb

2nvr
Tp)=——"—"+—".
r(T.p) RT1n p/p9(T)
Fiir p — p°(T) < p°(T) resultiert (8.10). Da es sich um ein Maximum von G
handelt liegt ein instabiles Gleichgewicht vor: Tropfen mit r < r(T, p) werden

kleiner und verdampfen. Tropfen mit r > (T, p) werden unendlich gro8, wenn
nicht der Gasdruck p vorher abfallt.

Losung 8-8: Die Oberflichenenergie ist positiv. Bei gegebenen Volumina von
fester und fliissiger Phase &dndert sich deren Gestalt im Ungleichgewicht solange,
bis die gemeinsame Flache im Gleichgewicht minimal wird. Es findet also keine
Benetzung statt.

Losung 9-1: Setze Cm = D.

(a) Mit G(T,H) =U — TS —Hp und Gy = 0G/0T = -5, Gy = 0G/0H = —pu
gilt U = G — TGr — HGy. Es folgt

ou 0 0\H

Y o TGry—HGun = (T + He ) =D =

o G = HGmm ( ar " 8H>T 0
wobei pp = HD/T benutzt ist. U(T, H) héngt also nicht von H ab. Die War-
mekapazitit bei festem H ist durch Cy = T9S(T, H)/9T definiert. Da auch
OU/OT nicht von H abhéngt folgt

U S _ ou
H2
— Cu(T,H) = 7D = Cu(T,0) = Co(T) |
T
UT)=U(To) + | Co(T)dT"
To
T CO(T/)
S(T,0) = S(Tp, 0) + / Dar
To T
H T.H
S(T,H) = S(T,0) + / OS(TH)
o oH
— S(T 0) + T CO(TI) dTl _ Hizg
- 0 7 T T2 9 ’

wobei
95 _op__H
OH T T2

benutzt ist.
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(b) Die bei Steigerung des Magnetfeldes auf Hy isotherm abgegebene Wirme ist
nach (a):

~T(S(T,Hy) - S(T,0)) = =5
(c¢) Nach (a) gilt
S(T,Ho) = S(T0,0) + A(T = To) — 755 -

Bei adiabatischer Entmagnetisierung ist S(T,Hg) = S(7p,0) .
Daraus folgt T — Ty, = H2D/2T%A .

Losung 9-2: Nach Voraussetzung ist H(T, pn) = Ta(p). Aus OF (T, p)/0p = H
folgt mit dA(p)/dp = a(p) durch Integration: F(T,u) = TA(u)+ F(T,0) . Daraus
ergibt sich fiir die innere Energie U(T, u) = F(T,0) — TOF(T,0)/0T . Sie hangt
nicht von p ab.

Losung 9-3: Setze Cm = D. Das Curie-Weifl Gesetz liefert fiir die freie Energie
F (T, u) die Gleichung

D OF u?
T T.0p mit der Losung F(T, ) = D(T —T.)+ Fo(T) .

uw=

Die Warmekapazitit bei festem p :

ST _ L PF(T) Ry _
C,=T 9T =-T 972 =-T 9Tz = AT

héngt nicht von p ab. Integration der letzten Gleichung ergibt

T2
Fo(T) = =A% = SoT + Fo(0) -

OF(T, ) p?

Entrople . S = 7877_‘ = 7% +AT+SO .
T H
Wirmekapazitat bei festem H: Cy = T% .
H? D
A T,H —_ AT
us S( y ) (T T) —+ + SO

2

H T u?
folgt Cyu=T-——+=D AT: — 4+
olgt Cn T —T.) + — D+ “

. BF u T2
Innere Energie : U(T,u) =F — Ta—T 2D
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Losung 9-4: Es ist

Cy—Cy

7 = (K = K)T? = L (HQ(T))'

T BrdT?\C

Integration ergibt

T3 1% dH,(T)
K, —Kp)— — T = —2H.(T
(K~ K)o =T + oy = ¢ 2H(T) S

Bei T' = 0 gilt nach dem 3. Hauptsatz S; = S,,. Nach der Clausius-Clapeyron
Gleichung (9.11) bedeutet dies dH.(T")/dT =0 , also a3 = 0. Daraus folgt fiir die
Phasengrenzkurve H.(T) :

T* T2 |4 9 9
(Ks - Kn)ﬁ - 'Yn? - Q(HF(T) - HC(O) )

Die Sprungtemperatur 7, ist durch H.(7,) = 0 definiert.
Fir T =T, gilt |dH./dT| < oo also auch H.(T)dH.(T")/dT = 0. Das bedeutet

3

T 3
(K.~ Ku) = =T =0 also T2 = K+"Kn .

Losung 9-5: Die Maxwell-Relation fiir die freie Energie F(T,q) = U — T'S lautet
05/0q = —0p /0T = —¢'(T). Die wihrend der Aufladung isotherm zugefiihrte
Wairme ist deshalb:

q2 85 , q2 ,
Q=T [ dy = -1¢1) [ da= -T2 - ) -
q1

q1

Losung 9-6: Esist GT.E)=U—-TS—Ev, 0G/0T =—-S, O0G/OE = —v .
Die Maxwell-Relation fiir G lautet 0S/0E = 0v/IT. Bei isothermer Aufladung des
Kondensators bis zur Feldstirke E erfolgt der Wérmeeintrag

E E
QzT/ ag 2> o [T
0

Mit
de
! —_
D= gr
folgt
v €(T)V
T F i und

0= Te(T)V E* T (T)V ¢*
T 4 2 8w 42
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Losung 9-7: Mit 6Q) = T'dS ergeben sich aus der Energiebilanz fir die Funktion
U(S, L,v) die partiellen Ableitungen

ou/oS =T , oU/OL=K , 0U/ov=FE .
Das Gibbs-Potential ist die Legendre-Transformierte von U (S, L, v) beziiglich aller
Variablen:

GT,K,EY=U-TS—-KL—-Ev .

Es erfiillt
oG _ _, 9G_
0K " OE '

Daraus folgt die Maxwell-Relation
OL(T,K,E) 0v(T,K,FE)
OE - 0K

Losung 9-8: Im Gleichgewicht liegt eine gemeinsame Temperatur T vor .
Die freien Energien der Teilsysteme sind:

df  nRT v
AL T,V) = —nRTIn — + f(T
Gas 8‘/ % 3 f( ?V) nR n% +f( 7V0) 5
_of T B T u?
Paramagnet: @_BM , f(T,,u)—BE—i—f(T,O) ,
of

Batterie: 7 (T-Ty)o , f(T,q) =(T—"Ty)pq+ f(T,0) .

Daraus folgt fiir die freie Energie F' und die Warmekapazitit C = —T9*F / oT?
des Gesamtsystems:

Vo T u?
Vo D2
PFy(T)
or:
Die Warmekapazitat C héngt nicht von V. i, q ab .

Losung 10-1:
1 _ap(T,V) _O°F(T,V)

@ =V Ve

0 1\  OPF(T,V)  _8S(T,V)
o 57 (5) =V grmr = Vg
(b) U(T,V)=pVT +Q(V) = w%rﬂw) :

2

QU(TV) _ [ OPF(T.V), | 0S(T.V)

oT oTovV ov

K

r.

also Cy =
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Losung 10-2: Reversible adiabatische Kompression ist isentrope Kompression.
Nach dem 3. Hauptsatz sind Isentropen bei T' = 0 auch Isothermen. Die Temperatur
dndert sich also bei reversibler adiabatischer Kompression nicht.

Irreversible adiabatische Kompression erfolgt nicht isentrop. Die Entropie steigt
ausgehend von S(0) = 0 an. Der Gleichgewichtszustand nach der Kompression
gehort wegen S > 0 nach dem 3. Hauptsatz nicht zu T = 0. Es ist also eine
Erwérmung eingetreten.

Losung 10-3: Die Beziehung zwischen Warmekapazitit und Entropie ist C(T, ©) =
TOS(T,©)/0T. Potenzreihenentwicklung der Entropie nach T

S(T,0) = Sp(0) + S1(0)T + S2(0)T? + S3(0)T +
Potenzreihenentwicklung der Wéarmekapazitit nach 7" :

C(T,0) = S1(0)T + 25,(0)T? + 3S5(0)T3 + ... ,
also

C(T,0) — S(T,0) = —S5(0) + S2(0)T? +2593(0)T% + ... .
Nach dem 3. Hauptsatz héngt So(©) nicht von © ab.
Mit der Konvention Sy = 0 gilt C(T,0) — S(T,0) = S2(0)T? + ...

Losung 10-4: Nach dem Curie-Weifl Gesetz ist

OF(T,p) o p(T-T¢)
o H= —5 also
PE(Tp) _ 08(Typ) p )
oTon =— on _57&0 fir alle p #0 .

Dies widerspricht dem 3. Hauptsatz, der bei T = 0 : 9S(T,pu)/0p = 0 fir
alle p fordert.

Losung 10-5: Die freie Energie von Behélter und Heliumfilm sei
F(Tyzq...x5)+n(T)o

wobei die Filmfliche o unabhéngig von den verbleibenden Arbeitskoordinaten x;
ist. Aus

qLiIrl() 0S5/00 = 0 (3. Hauptsatz) und
O?F(T,V) oS  dn(T)

0c0T —  Oo dr
folgt dann
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Losung 10-6: Wiéhle 7', p als unabhéngige Variable. Die Warmekapazitét ist durch
C(T,p) = 0H/OT = T9S/OT definiert. Nach dem 3. Hauptsatz gilt S1(0,p) =
S5(0, p). Die Anderung der Gesamtentropie bei Ubergang 1 — 2 ist deshalb mit

TdT/
H2—H1=AH, CQ—CleCZ 82—51:/ AC(T’,p)

o IV
Die Entropiednderung durch Wirmeeintrag ist AH/T.

Irreversibler Entropieanstieg bei Tp: AS; = OTO dg,/ AC(T',p) — %ﬁh’p).

Volumenénderung: Es gilt

T dT/ y
G27G1:AH(T,p)7T/O T AC(T,)p)
vy L AGa=Gi) _ 0AH(Typ) o, /Tﬂ dT’ OAC(T', p)
2 e Op N Op 0 o I op

Phasengleichgewicht: Bei der Temperatur 712 des Phasengleichgewichts ist

T2 AT’
—TlgASi = G2 — Gl = O 5 also AH(Tlg,p) = T12/

T AC(T',p)

Losung 10-7: Zwei Losungen Fi(T,V) und F»(T,V) der Gleichung

OF(T,V)

U(T.V)=F(T.V) -T2

erfiillen die Differentialgleichung

O(Fy — F)
oT

mit der Losung Fy — Fy = Tf (V).

Die zugehorige Entropiedifferenz ist O(Fy — Fz)/0T = So((T, V) —S1(T,V) = f(V).

Nach dem 3. Hauptsatz ist S3(0,V) =0=51(0,V) , woraus Fy(T,V) = F5(T,V)
folgt. Die beiden Loésungen sind also gleich.

(Fl—FQ)—T =0

Losung 10-8: Die Gesamtenergie bei fixierten Arbeitskoordinaten steigt ausge-
hend von T' = 0 bei Erwdrmung um U(T') — U(0) = 2[W(T) — W(0)] an, da
kinetische Energie W(T') und potentielle Energie der Schwingungsanregungen das
gleiche Zeitmittel haben. Die Warmekapazitiat hangt deshalb nach C(T,V) =
oU(T) /0T = 2W'(T) = f(T') k mit der Anzahl f(T) der Freiheitsgrade zusammen.
f(T)=C(T)/k verschwindet am absoluten Nullpunkt, weil nach dem 3. Hauptsatz
fir die Warmekapazitit limp_,o C(T) =0 gilt .
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Losung 11-1: Differentiation von Vi (T,p) — Va(T,p) = AV(T,p) = 0 langs der
Koexistenzkurve p(T) ergibt mit Ax = k1 — ke = =V 1AV /Op, AB = 31 — o =
V=1ov/oT:

OV (T, p) ovV(T,p) .. _
A o dp+ A T dl'=0 , also
_ dp _Ap
Differentiation von Sy (7T, p) — S2(T,p) = AS(T,p) = 0 ldngs p(T) ergibt
9S(T, p) 95(T,p) OV (T, p) 95(T, p)
A——dp+ A—dT =0= - A———dp+ A————=dT
op PToTar or T T

wobei die Maxwell-Relation AJS/9p = —AIV/OT benutzt ist.

Aus AC = C) — Cy = TAIS/OT und AB = p1 — o = VIAV/OT folgt
deshalb:
dp  AC(T,p)

dT ~ TVAB(T,p)

Losung 11-2: Bei konstantem Volumen ist bereits eine Variable zur Beschreibung
der Gleichgewichtszustédnde hinreichend. Mit p als unabhéngiger Variablen gilt

oS T

s = (a—p)vdp, AT = (?Tp)vdp’ also Cy = T(

(1)
%) —T A
oT /v ( ap )

oS v
Analog kann T bei konstanter Entropie als unabhéngige Variable gewahlt werden
und es gilt:

Rg =

- V(e V(o
TV, TR,
wobei die Maxwell-Relation fiir (07/0V)s benutzt ist. Zusammen ergibt sich
Cv dp\ (9p
Vv (LY (L)
v =V (r) (7).

Fiir 2-Phasen Zustdnde mit nur einer Stoffkomponente héngt der Druck nach der
Gibbs-Phasenregel (7.17) eindeutig von der Temperatur ab:

(), = (), = %

oT/s \oT/)v  dT

(demgegeniiber ist die adiabatische Phasenaufteilung 1;(T,S) — I2(T,S) von der
isochoren Aufteilung 13 (7T,V) — lo(T,V) verschieden). Es folgt

G _ gy (DY’

1(3‘/) 1 (%)s _1 (‘3%%

(3 -

RS dT
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Losung 11-3: Einsetzen von dH.(T)/dT = —2H.(0)T/T? in die Rutgers-Formel
(9.12) liefert

VH,(0)2
C,—C, = VH(0)" , H.(0) = 305(J/10m*)1/2 .
7T,
Es folgt
Cy—C, 3052 J 796 ]
V. 107 m33,72 Kelvin ~ m3Kelvin

Division durch die Dichte 7300 kg/m? ergibt fiir die spezifischen Wirmen

¢, — ¢, = 0,109 J Kelvin~*kg™*.

Losung 11-4:

(a) Im Heyr befinden sich Hey und Hey im Phasengleichgewicht. Dies trifft separat
fiir beide Zellen zu. Fiir die chemischen Potentiale der Phasen Her und Hey gilt
deshalb

wr(Th,p1) = po(Ti,p1) = pw(Ti,p1) und pr(To, p2) = po(T, p2) = w(T2,p2)

wobei p(T,p) als chemisches Potential des Heyy definiert ist. Da die Trennwand
fiir Heg durchléssig ist gilt im Zellengleichgewicht
po(T1,p1) = po(T2, p2) und deshalb auch p(T1,p1) = p(12,p2) -

Nach der Gibbs-Duhem Beziehung (4.6) bedeutet dies fiir die molaren Gibbs-
Potentiale der beiden Zellen

G(Tv,p1) _ G(T,p2)
ni n2

g(Th,p1) = = g(Ts,p2) -

(b) Aus g(T1,p1) = g(T2,p2) folgt p2 — p1 ~ (Op/0T)4(T2 — T1). Wegen

(3p> __0g(T,p)/oT _ s
or), 99(T,p)/0p v

gilt po — p1 ~ (To — T1)s/v , wobei s , v die molaren Werte von Entropie und
Volumen sind.

Losung 11-5:  Nach der Maxwell-Relation 05/9p = —9V /0T und wegen 0V /0T =
0 (Voraussetzung (c)) hdngen Warmekapazitaten und Entropien der fliissigen Phase
(L) und festen Phase (s) nur von der Temperatur ab. Die Warmekapazititen
(a,b)werden durch Cr(T) =~,T fir T <1K und Cs(T) =~,T fir T<T' =
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0,003K genahert. Nach der Clausius-Clapeyron Gleichung sowie (c) gilt fir den
Schmelzdruck p,(T) :

dps(T Sp(T) — S,(T . .
ps(T) = L(T) +(T) mit konstanten Phasenvolumina V;, und V .
dT Vi — Vs

Nach (d) gilt bei T'= Ty = 0,32K : dps(Tar)/dT =0 also Sp(Ta) = Ss(Tar) -
Die Entropie der fliissigen Phase ist S (T) = v, T . Die Entropie der festem Phase
ergibt sich daraus bei stiickweise linearer Naherung zu

Ss(T) =~,T fir T <T" und
YT'(T —Tr) v Tw(T —T7)

S(T) = fir " <T < 1K .
S(T) T —Tut Ty —17 T E =5
Mit (vs — L)/ (VL —Vs) =n >0 folgt daraus
dps(T
pd; ) =—nT fir T<T und
T (T -T
dps():n ( M) e T < T <K
dT Ty =T
Integration ergibt ps(T) = ps(0) —nT?/2 fir T <T' und
nT’ 2 N ’
J(T) = pa(0) + —2 (T2 — 97T + To,T') fir T <T < 1K .
ps(T) p()+2(TM—T')( T +TyT') fir T"<T <
Nach (d) ist p(Tar) = ps(0) — nTaT'/2 = 29atm und
T’ :
L0, 7K) = p, (0,49 — 1,4Ty + T/ T') = 34atm .
ps(0, TK) p(0)+2(TM—T')(O 9 M+ TyT') = 34atm

Auflosung nach 1 und ps(0) ergibt
o 1Oatm(TM — T/)
10,49 — 1,4Th + T2,
5atm(TM - T')TM

R = 20at = 32, batm .
ps(0) 93m+0749_174TM+T]%/[ 32, batm
\
4 ApS(T)
Ss
fliissig
CL =S5
fest
Cs

0’603 Kelvin 0,32 0,603 Kelvin 0,32



Loésungen zu Teil | 361

Losung 11-6 Aus der Grenzkurve py,i.(V) = pe. — (V — V.)%a geht hervor: Bei
gegebenem Druck p < p, sind

Vd:‘/c‘f'\/(p_pc)/a ) Va=V.— \/(p_pc)/a’

die Grenzvolumina (nur Dampf, nur Flissigkeit) des 2-Phasengemischs. Die Volu-
menédnderung bei Verdampfung ist AV = 2,/(p. — p)/a. Daraus ergibt sich nach
der Clausius-Clapeyron Gleichung AQ = AVdp(T)/dT die Verdampfungswérme
AQ . Aus dem gegebenen Dampfdruckansatz folgt

dp(T) 2bp . 2/3 1 Dec —1/Dc
= 3 T.—-T =b""In — b (—-1) .
o 3T 1) sowie ( ) ne ( » )

Zusammen ergibt dies fiir die Verdampfungswérme

Pe =D 2bp _ 4(bp)*?
a 3 /b71(%_1) 3al/?

Am kritischen Punkt folgt AQ(p.) # 0 . Da die Verdampfungswirme AQ fiir p > p,
verschwindet, liefert also der theoretische p(T')-Ansatz eine Unstetigkeit von AQ
bei p = p.. Solche Unstetigkeiten werden fiir reale Substanzen nicht beobachtet.
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Losungen zu Teil 1l

Losung 12.4-1:

(a) Dichte und Stromdichte des Volumens sind w =1 und w = v .
Die raumfeste Volumenbilanz ist deshalb 0 = —div v+ gy .

(b) Es gilt fiir die korperfeste Stromdichte w =w — 1 v = 0.
Deshalb lautet die kérperfeste Volumenbilanz pdip~! = qy = div v .

Losung 12.4-2:

(a) Wegen pd;p~
0= pdi(p~"pvg) = pvg div v+v- grad(pvg) + 8, (pvs) = div(pvsv) +8;(pvg) ,
also Oy(pvg) = —div(pvgv) .

I = div v ist

(b) Die Stromdichte der Impulskomponente 5 lautet vpuvg .
Die Impulseinstromung ist deshalb — va df -vpvg = — [, dV div(vpug) .

Losung 12.6-1:

(a) Wir betrachten die Energiedichte e = E/V eines starren im Laborsystem
ruhenden Volumenelements V. An dieses Volumenelement erfolgen keine me-
chanischen Arbeitsiibertrage und die gesamte Energiednderung geht mit dem
Massestrom m durch seine Wande einher. Pro Masseeinheit wird die Energie
o+ v? /2 iibertragen. Deshalb ist fiir kleine Volumenelemente

E 1
oe=— = —— df - 2/2
€ v v Jo, m (p+v°/2)

1 ) . '
= fv/vdv div[m (H+02/2)] ~ —div[m (H+v2/2)] — _div e

Fiir die Energiestromdichte im Laborsystem folgt daraus e = [m (p + v?/2)] .

(b) Wir betrachten die spezifische Energie ¢ = E/M eines Volumenelements mit
korperfesten Wanden (mitschwimmendes Volumenelement konstanter Masse
M). Durch seine Winde findet kein Masseilibertrag statt und die gesamte
Energieinderung geht mit der Bewegung der Wande gegen den Druck einher
(nur mechanischer Arbeitsiibertrag). Das bedeutet

dtg:%:—% df~vp

1

=~ dV div(v p) >~ —— le(V p) , p = Massendichte

Vergleicht man dies mit pd;e = —div e so ergibt siche=v p .
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Losung 12.6-2: Die Massebilanz fiir die Teilchensorte [ lautet ohne chemische
Reaktionen pd.(p;/p) = —divJ; .

Daraus folgt wegen 0y =0 :

pdtz@ = —Zwldiv Jl+zpl A grad 1/11 .
l l

l

Zusammen mit p;v = p;v; —J; bedeutet das
pdy == div (¥ J) =D prvi-k -
l l

Addition dieser Gleichung zur Energiebilanz

pdy e =—div §+ZP1 vi-kg
]

liefert

pdy (e + 1) = —div (e + > _idy) .
l

Losung 12.6-3:

(a) Die korperfeste Impulsbilanz lautet in unserem Falle pd;v = —grad p und die
Bilanz (12.18) der Konvektionsenergie

pdi(v?/2) = —div(v p) +p div v .
Ferner gilt wegen pdip~—! = div v die Identitét

pdt(§> =p div v+ v- grad p‘f‘atp:div(vp)—l—@tp ]

Addition dieser Beziehung zur Konvektionsbilanz fithrt auf
v p :
pdt(?—&—;) =pdivv+0op.

Fir 0; p = 0 folgt die Bernoulli-Gleichung.
(b) Die Bilanz (12.19) der inneren Energie lautet fir J; =0 :

pdi(u/p)=—divQ —p div v .

Addition dieser Bilanz zur Bernoulli-Gleichung (a) ergibt

v? u—+p

Pdt(? +

)=—-divQ .
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(c¢) Die Impulsbilanz im &uleren Kraftfeld —pgrad v lautet

pdyv = —grad p—pgrad ¥ .
Nach Multiplikation mit v ergibt sich daraus pd;v?/2 = —d; p — pds) , weil
Oyp = 0 = 0pp. Aus
p .
dy p= Pdt(;) —pdiv v

folgt dann

02
pdf( +p+1/)) p div v .

Losung 12.6-4: Skalare Multiplikation der Bewegungsgleichung pd;v = k—div =
mit v fithrt auf pd;v?/2 = v- (k — div ) . Die Behauptung folgt aus:

1 o2 2 2
pdy (pv) pv div v+4+v- grad( i > + 0 (pv)
p 2 2
. 02 v
= le (Vp2) + 615 (p2)

Losung 12.8-1: Mit den Annahmen fiir e und e stellt sich die Gleichung e = e+ev
dar als

2
_pv _
e—Tv—i—Ts—l—El:Hlml—pv+T§+§l:HlJl+ev .

Nach Einsetzen von s = s + sv , m; = J; + pv auf der linken Seite verbleiben
nur noch zu v proportionale Terme. Die Koeffizienten von v auf den beiden Seiten
stimmen deshalb iiberein: pv?/2+Ts+ Y, wpL=pte .

Losung 12.8-2: Wegen pd;p~! = div v gilt fiir eine beliebige Funktion w(r,t)
die Identitdt pdi(w/p) = Opw + v+ grad w + wdiv v = dyw + div(wv) , siehe
Kapitel 12.1. Mit

02 02 02 02
w=po folgt daraus 8t(p?) = —div(p ?v) + pdt

Abzug dieser Identitdt von der Bilanz der Gesamtenergie fithrt auf

2
. v
Oyu = —d1v(q—|—ZHlm1) —pdt? +Zml ﬁ .
1 l
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Losung 12.8-3: Ist e die Energiedichte und w die Geschwindigkeit der Wand,
so tritt der Energiestrom (e — we) - df durch das Flachenelement df . Der Ener-
gieiibertrag wird deshalb durch die Energiestromdichte e,, = e — we beschrieben.
Einsetzen von e = —p + T s+ >, (4, +v*/2)p; liefert

2

v
ew:pW—i—q—Tsw—i—Z(Hl—i—?)(ml—plw) .
1

Losung 12.8-4:
(a) Der isentrope Energiestrom aus Teilchendiffusion ist gemé&f (12.15) durch

>ty definiert. Addition des Warmediffusionsstroms ergibt den neuen Ener-
giestrom ), (T's; + p)Jd; . Aus

_0S(T,p,p1---pc) _OG(T,p,p1...pc)
8 = , M=
opi — Ipy
folgt
0
Ts;+ = afpl[TS(T,p,m---pc) +G(T,p,p1...pc)]

_OH(T,p,p1...pc)
Ipi

:h’l'

(b) Der Massestrom des Stoffes | im Laborsystem ist m; = pyv+ J; .

Das bedeutet aber >, s, my =v) ,s;;0+> ;5 Ji=vs+> 5 J;, wobei
die Homogenitéatsrelation fir S(T,p, p1 ... pc) benutzt ist. Daraus folgt

a-) Tsm=q-Tsv-TY 531=Q-T) 53=Q .
l l l

Losung 12.8-5: In Abwesenheit chemischer Reaktionen ist 0;p; = —div my .

(a) Nach d¢ys = 0 = 9p gilt am Ort r unter den genannten Voraussetzungen

O0Hls,p,...
Orh(r,t) = > W@m

1
= 72& div m; = *diVZ(ﬁlml) ,
1 1

weil wegen grad s = grad p =grad p; =0 auch grad K, =0 gilt.
(b) Im Falle 0;T = 0 benutzen wir die Darstellung h = H[S(T,p,...p1),p,...p1)] -
Es folgt

Osh(r,t) = (Ts; + p)0wpr = = »_(Ts; + p,) div my
l l



366 Losungen zu Teil 1l

mit
s = 95@p,...p)
- op '
Wegen
OH[s,p, ... pi]
T=———"F——
Jds

fiihrt grad s = grad p = grad p; =0 auf grad 7' = 0. Das bedeutet aber

Oph(r,t) = —div (Ts; + p,)m; .
l

Losung 12.8-6:  p = Massendichte , s = Entropiedichte.

(a) Entropiebilanz in der Umgebung eines Wandpunkts r : Ist m der gesamte
Massestrom, so gilt fiir den gesamten Entropiestrom s = Q/T + ms/p . Dabei
ist Q der korperfeste Warmestrom und m7's/p die Warmekonvektion. Es ist
ferner m = m, da nur der ausgasende Stoff g zum Massestrom beitrégt. Wenn
an allen Wandpunkten Q = —m,T's/p = Qq(r) gilt so strémt keine Entropie
in den Hohlraum ein, da die Entropiekonvektion des ausgasenden Stoffs g durch
den koérperfesten Warmestrom wieder herausgekiihlt wird. Es wird dann weder
Entropie an den Hohlraum tibertragen noch im Hohlraum Entropie produziert.

(b) Die Entropie des leeren Hohlraums ist Sp = 0 . Wird also der Wérmestrom
Qo nach (a) beibehalten, so ist wihrend des gesamten Vorgangs Sp = 0. Nach
dem 3. Hauptsatz bedeutet dies aber Ty = 0 wahrend in der Wand stets T° > 0
gilt. Ein kithlender Warmestrom Qg nach (a) vom Hohlraum mit 7y = 0 zur
warmeren Wand 148t sich aber nach dem 0. Hauptsatz nicht realisieren.

Losung 13-1:  Betrachte zuerst nur 1 Molekiil der Geschwindigkeit v, . Seine
StoBfrequenz an der Kolbenwand ist (v, + w)/2X , X =Ausdehnung Gasraum in
x—Richtung. Bei jedem Stof des Molekiils wird der Impuls 2M (v, + w) tibertragen.
Wegen w < v, kann tiber viele Stéfle gemittelt werden, ohne dafl sich X merklich
andert. Die stoBgemittelte Kraft auf die Wand ist deshalb bei 1 Molekiil K =
(vy +w)?M/X . Bei N Molekiilen im Gasvolumen V ergibt sich daraus:
L2+

NM—
Mittlerer Druck: p = (v +w)2 =~

Vv

/

N M M N
Hysteresedruck: p —p' = 5 2, w = p/ﬁ 2, w , wegen 7= ]fiT
M [8kT \/ 8M

pﬁ 7TM_p kT

Zusammen folgt daraus o =
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Losung 14-1: Wegen 0:p = 0 lautet die Massebilanz (v - grad)p = —p div v oder
divv = —(v-grad)lnp . Wegen 9;v = 0 gilt aulerdem d; v = (v- grad)v .
Zusammen bedeutet dies fiir die Navier-Stokes Gleichungen

p(v- grad)v = —(ny + g) grad(v - grad) In p + nAv + k — grad p’

Losung 14-2:
(a) Die Divergenz der Navier-Stokes Gleichung und die partielle Zeitableitung der
Massebilanz fiihren auf

op'ls, .
PPN pir.t) = —po div(0) = 3Ep(e). 1)

also

~2 8p/[§7 pO]
2 = 22 1= 0]
dpo
Fiir die Kompressibilitat eines Materialelements der Masse M = const und der
Dichte

M 1 1 ! 1
p=7 it o LoV _10p - OWls po] _

Vop pdp’ dpo  pokso

wobel kgo[s, po] die isentrope Kompressibilitat ist. Aus kso = k1o cv/cp
folgt dann

~ c
é=,—2
Po KTo Cv

(b) Aus der thermischen Zustandsgleichung p = RTp/a, « = Molmasse des idealen
Gases folgt

op(T,p) _ RT

ap Q@
Es gilt also

1 9p'(T,po) RT
PORTO dpo a

Ferner erfiillen die molaren Warmekapazitidten des idealen Gases ¢, = cy + R,
siehe Tabelle I. Zusammen folgt daraus nach (a):

Cp RT( R)
= 1+— .
Po KTo CV « cv

Y
I
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Losung 14-3:
(a) Fir v- grad v < ;v lautet die Navier-Stokes Gleichung

pOv = (nv + g) grad div v+ nAv +k —grad p’ .

Ferner gilt rot grad f(r) = 0 fur beliebige Funktionen f(r).
Aus grad p = grad n = grad ny = 0 folgt dann p rot 0; v=n A rot v.

(b) Wegen pdiw, = nAw, und va w, grad w, -df =0 folgt aus dem Gauflschen
Satz

2
at/ wng:2/ Wy Oy = —n/ wyAw,dV
1% 1% pJv

2
:——n/(grad wz)?dV <0 .
P Jv

Losung 15-1: Die Warmestromdichte ist ¢ = A(Ty — Tk )/L . In 10 Minuten tritt
die Wirmemenge 600 s 10 cm? A 500 °C/100 cm = 4800 cal durch den Stab.

Damit werden 60g Eis geschmolzen.

Losung 15-2: T}, , T} = Temperaturen von Innenwand und AuBenwand. Far
die Warmestromdichte ¢ durch die Wand gilt

A
0= (T — Th)a = (T — Th) 5 = (Tk — Trc)a.
Es folgt
Ty = =11°C
H 2\ + aD ’
)\(TH + TK) + TxaD
T/ = == _IOC .
K 2\ + aD
Daraus

g=9°C-0,0002 cal°C 's 'em ™2 =0,0018 cal s 'em™2 und
Q = ¢ 10* cm?86400 s = 1555 keal .

Losung 15-3: Durch das Gefrieren wird am unteren Eisrand Schmelzwarme
frei und nach oben abgefiihrt. Ist z(¢) die Eisdicke so ist die Warmestromdichte
aus Warmeleitung ¢ = A(Ty — Tx)/x . Die auf der Flacheneinheit wiahrend der
Zeit dt frei werdende Schmelzwirme ist Apdx . Daraus ergibt sich die zeitliche
Differentialgleichung

dx(t) _ /\(TH — TK)

A= (1)
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mit der Losung

2y oy L —Tk)
z(t) = Qt)\iAp .

Nach 24 Stunden liegt die Bisdicke |/2- 864002 %%6%2 cm = 11,3 em vor.

Losung 15-4: S = von der Sonne auf den Gegenstand fallende Strahlungsleistung,
T = Temperatur des Gegenstands, c7* = vom Gegenstand nach dem Stefan-Boltz-
mann Gesetz bei schwarzer Oberfliche abgestrahlte Leistung, L(T) = Kiihlleistung
am Gegenstand durch Warmeleitung in die Umgebung.

Der Absorptionsgrad « reduziert die Absorptionsleistung auf oS und die Emissions-
leistung auf acT* . Leistungsbilanz im stationiren Zustand : .S = acT*+L(T) .
(a) Fiir L(T) = 0 ist die Temperatur T' = (S/0)*/* unabhingig von « .

(b) Fir L(T) > 0 ist die Strahlungsabsorption grofer als die Strahlungsemission.
Eine Erhéhung von « steigert deshalb die Absorption stérker als die Emission. Die
dann fehlende Emissionskiihlung muf§ durch erh6hte Warmeleitung L(T) ausgegli-
chen werden. Wegen dL(T')/dT > 0 entspricht dies einer Temperaturzunahme. Aus
aS = aoT*+ L(T) folgt die Temperaturiinderung

o
da 4T30a2 + adL(T)/dT '

Losung 15-5: Die Diffusionsgleichung trifft auch fir 9p/0z zu und liefert fir a
die Gleichung

az? 1 e‘“% D 40?22 2a e‘“% 1
—_— = _—— a=—".
2 2) Vi 12 t N 4D

Aus p(4o00,t) =0, p(—o0,t) = py folgt dann

# dz’' 212
zZ, t) = 1-— e 4Dt .
Plz1) = po ( /,OO TADt )

Losung 15-6:

(a) Alle Vektoren haben nur z-Komponenten. Wir verwenden hier m , J , Q fiir
die z-Komponenten von Masse- und Warmestrom.

Konzentrationsprofil: Fiir den Massestrom des HoO-Gases folgt

m, = pD  dey(2) _ deln(l — cw(2))

1—cy(z) dz dz

dm,,(z)

=0 .
dz

<0,

Die zweite Beziehung (Kontinuititsgleichung) fithrt auf m,,(z) = const =m .
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Integration ergibt:

zm 1—cy(z) dm 1 — ¢y (9)
~In i A
pD 1—1¢y(0) " pD 1 —¢w(0)

Das bedeutet

L—cu(z) _ (1=cul®)\?” 1—cy(0) )
1cw<o>:<1cw<o>) ’ CW(Z):l‘““’w(O))(lcwm)) |

Bei sehr groflem Wandabstand z erreicht die HyO-Konzentration ¢, (z) den
Wert 1.

Temperaturprofil: Fiir den Energiestrom e, = e + m~T}, folgt

dT
e = —A% +myT(2) ,

deh(z)

=0, ep=const .
dz h

Integration der ersten Gleichung:
my (T(z) = T(0)) = (myT(0) — en)(e” ™7/ — 1) .
Aus my (T(8) — T(0)) = (myT(0) — ep)(e? ™A — 1) folgt dann

2) — e? my/\ _ e? my/\ _
TOTE) ~ AT 7O =TOHTE-TO) G

Bei sehr groflem Wandabstand z erreicht die Temperatur den Wert

T(5) - T(0) rr

T(00) = T(0) + T =y = T(0) + (T(8) = T(0)) 5 . siche (b).

(b) Da ¢,(2z) zusammen mit z steigt trigt die Schwerpunktsbewegung der Gas-
mischung bei groflen z stirker zum HsO-Strom bei als bei kleinen z. Der
verbleibende HyO-Diffusionsstrom Dpdc,, /dz muf} bei steigendem z absinken,
da der totale HoO-Strom m konstant ist. Nach (a) gilt

1 cw(?)” m

_ 1 —¢yu(0)
- _ = — =§'tln—% .
" cw(2)! pD 07 In 1 —cw(d)

Da T'(z) zusammen mit z steigt tragt die Schwerpunktsbewegung der Gas-
mischung bei grofien z starker zum Wairmestrom bei als bei kleinen z. Der
verbleibende Warmeleitungsstrom AdT'/dz muf} bei steigendem z absinken, da
der totale Warmestrom e konstant ist. Nach (a) gilt

1 T(z)" _ my _,pDy

[ O S W
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Losung 15-7: Im stationdren Zustand ist ndherungsweise

de(z) 7®d In T'(2))

dz dz ’
c(z) —¢(0) = —O(In T(z) —In T(0)) und
T
CH — CKg = -01 %

Mit © ~ 0, 0239 folgt cr — cx = —0,0263.

Losung 15-8:
(a) Dargestellt in den Stromen Q und J; lautet die Entropieproduktion
1 1
o=Q- grad T TJl- grad (p, — p,) -
Mit den Abkiirzungen

0 0
B = o = ty) s 1= 5 (1 = 1)

gilt
grad (p, — p,) = prgrad T +p grad ¢

also auch

Ji-grad T Ji - grad c;
T T ‘

1
o=Q- grad T by
Die normierten Affinititen zu Q' = Q + THTJl und J; sind deshalb

K, grad c;

1
d T d —
gra un 7

1
d—=——
gra T T2

(b) Die kinetischen Gleichungen fiir Q' und J; lauten mit den Affinitéten nach (a)

L rad ¢
Q' = ——75)20 grad T — LfngcigT =

L B, grad c;
J = —% grad T — L’U# .

Koeffizientenvergleich mit den Gleichungen (15.12) liefert
pD1o = Lllo/T2 , TpD' = Ly /T.

Aus L}, = L{, folgt dann Dyg =D’ .
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Losung 16-1: Die Entropieproduktion im korperfesten System ist nach (12.22)
— Tsgrad = + > Ik d p) weil
o =Tsgrad 7 + : 1(k; —grad p,) wei

T:W+p'divv=(-p+p)divv=0undw=0 .

Driickt man die korperfesten Stromdichten s , J; von Entropie und Massensorte [
durch die entsprechenden Stromdichten s, m; im Laborsystem aus, so folgt

o=T(s—vs grad + = T Z m; — pv)(k; —grad p)
=Ts grad + = T Z my(k; — grad p )+
v
+ [T grad ? - Zl:pz(kl —grad p)] .

Es bleibt zu zeigen, daf§ der Koeffizient von v/T" verschwindet. In Abwesenheit von
Beschleunigungskraften gilt pd;v = —grad p+ >, pk; =0 .

Aus T'grad T—! = —T~!grad T folgt dann

[-T?s grad T’I—Z pi(k; —grad Hl)] = sgrad T'—grad p+z prgrad p, =0.
1 1

Die letzte Gleichung ist die Gibbs-Duhem Beziehung.

Losung 16-2: Aus X; = OU(T, X1 ... X1, ¢1...01)/0p; folgt 0*°U/dprp; = 0
fir alle 1 < k,I < L . Das bedeutet aber, dal U linear und additiv in den ¢y ist,
namlich

U(T,Xl...XL,gal...QDL) :X1<,01+"'+XL<,0L+H(T,X1...XL) .
Aus der Additivitat der Warmekapazitat C' = g—g folgt dann

ou OH(T,X,...X
%:Cl(T,Xl)—FCQ(T,XQ)ﬁ- +CL(T,XL): ( a} L) .

Integration {iber T ergibt
H:h(Xl...XL)+U1(T,X1)+ -‘rUL(T,XL) ,
also

U:Xlgal+~~+XL¢L+h(X1...XL)+U1(T,X1)+ JrUL(T,AXL) .
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Losung 16-3: Es ist

T?AL11 = LooL11 — Lo1Lio = LooL11 — (Lot + L10)?/4 + (Lo1 — L19)?/4
= det(L;;m) + (Lo1 — L10)2/4 .

Nach dem 2. Hauptsatz gilt det(L;\,,) >0 .

Aus ALi;; = 0 folgt dann det(L},) = 0 = (Lo1 — L10)?/4 , weil die Summe
aus den beiden nichtnegativen Zahlen det(L; ) und (Lo — L19)?/4 genau dann
verschwindet, wenn beide Zahlen verschwinden.

Das bedeutet Lg; = Lqg .

Losung 17-1:
(a) Es gilt g = 2w , @ = w(oo) = Endwert der integrierten Reaktionsrate.
Aus @ = 1mol liter ™ /(1 + 2,/k, /k_) folgen die Werte

fuy = 1,641, 1,601, 1,578, 1,488mol liter ! fiir T = 356, 393, 443, 508 °C.

(b) Bei nHy = 0 ist w(O) = k_77H277J2 .Beit =0 gﬂt 77H2 = —w(O) = 77H2 s also
|dw(0)/dt| = k_ (a2 +n32)w(0) . Bei vorgegebenem Produkt nyangs = w(0)/k_
wird die Summe 7o + 732 flir N2 = ny2 minimal.

Losung 17-2:  V =Zellvolumen , n; = Molzahlen , df(t)/dt = f(t) ,

; 1%
m = % — Molzahldichten , 7 =@V , A=voV , 7= % —migs -

Da es sich um ein ideales Gasgemisch handelt, gilt n =n/V = p/RT = const . Das
bedeutet n/n=V/V , also

dm(t) n vV _ (Vl - Z/m(t)) 5
n

dt =V—mﬁ=ww—m

Diese Differentialgleichung kann als

% (%n - m(t)) =- (%n - m(t)) %w

geschrieben werden. Thre allgemeine Losung ist

Yo —mt) = (ﬂn _ m(oo)) e~ V(w(t)—w(o0))/n
14 14
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Losung 17-3:
(a) Wegen (o) = 0 st k- [T,_m-(00)"~ = ky Ty mo (s0)+ = K.
Das bedeutet

o= [I(Gs) () ]

Im Falle }", v = 0 gilt nach Aufgabe 17-2 n;(t) = m(c0) + (w(t) — w(o0)) v;
l=1...C und dementsprechend

(- ) T =5) ] ¢

- I+

O(t) = [

Fiir jw(t) — w(oo)|/m(oc0) < 1,1 =1...C folgt daraus in linearer w(t) —
w(o0) Ordnung

2
W(t) = (w(t) — w(c0)) [(1 -> ( 1+ Z ]
1—
C

n— (00 771+

= —(w(t) — w(cx)) k¥ v = _(w(t) — w(o)) S
= () — (o)) k ;m(w) () — wl00))

(b) Aus dem Massenwirkungsgesetz folgt wegen di+(t)/dt = +vLw(t)

(t) (t) [k Hm (t) (Z e ()) +k+Hm+ (%: m+(t)>]

Wegen ki >0, m+(¢) > 0 gilt —(¢)/w(t) > 0 fir beliebige Zeiten ¢ .

Losung 17-4: Nach Aufgabe 17-3b gilt

v — VIZ*
O)k* Hnl—(o) (Z 771—(0)>

Vit Vl2+
O)kJr E[ M+ (O) (; 771+(0) )

Der Beitrag der Riickreaktion

vy Vl2+
k+ ]Z;ITIH’(O) (; 77l+(0)>

verschwindet, weil nach Voraussetzung 711(0) =0, 724(0) =0,...
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Es folgt
1 _dw(0)/dt _ v\ _ i
= 20~ HW(O) (; o (0)> = (0); —

Im Falle e;_ < n_(0), - =2,3,... verbleibt 1/7p ~w(0)vi_/e;_ .
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Losungen zu Teil 1l

Losung 18-1: M = Masse des Steins.

(a)

Zeigen die Geschwindigkeitsvektoren aller Nukleonen bei ungednderten Betrigen
nach oben, so ist v die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Steins und Mv?/2
die kinetische Energie seiner Schwerpunktsbewegung. Die Steighthe des Steins
folgt dann aus

M 02 24802
M = 7_2 = — =
gh 5 ¥ oder h 59~ 2.9.81

m = 313km .

Im Moment der Riesenfluktuation nach (a) hat ein Nukleon der Geschwindigkeit
v relativ zum Schwerpunkt des Steins die Geschwindigkeit v—v . In der gesamten
Relativbewegung der Nukleonen steckt deshalb die kinetische Energie

(v — 0)2M/2 = (02 — 0*) M2 .

Daraus
Energie der Relativbewegung B 02 — 92 _ (1068 2 0,185
Energie der Schwerpunktsbewegung 2~ \2480/) '

Es findet kein Energieaustausch mit der Strafle statt. Nach der Planckschen
Formulierung des 2. Hauptsatzes sind Vorgénge, die in der Abkiihlung nur
eines Warmebades (Stein) und der Erzeugung mechanischer Energie (Steigbe-
wegung des Steins) bestehen nicht moglich: Die Riesenfluktuation (a) ist so
unwahrscheinlich, daf} sie im Rahmen der makroskopischen Thermodynamik
ausgeschlossen werden kann.

Losung 18-2: Die richtig normierte Boltzmann Verkniipfung lautet

(a)

oS (a.b) L5(ab)

e
[ dadb exS(@d) B, etSo

w(a,b) =
Es gilt

— k/dadb w(a, b) Infw(a, b)aoFo]
= —/dadb w(a,b)(S(a,b) — Sg)

=S¢ —S(a,b) .
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(b) Einsetzen des quadratischen Ausdrucks fiir S(a,b) in die Definition von Sg

liefert:
21k
1/ 1/ Sa =50+ k 1111/ +Iny/——1 .
O40 aa ﬁosbb G0 ( aa 6351717)
A = =— =
us S aa aa 9 a bSbb

S2 52
fol = —2
olgt S(a,b) =Sy + 35, + 55y,

0%w(a) (52 Saa
da? k2 k

Analog: ng = —kSy, . Daraus S(a,b) =Sy —k/2—k/2 und

Integration von YYw(a) ergibt S2 = —kS,, .

SF:SG—S(a,b):k<;+ln 2rk 1 2”"7)

—s— t+ =+ Iny/ —5=
_a(z)Saa 2 _ﬂggbb

Losung 18-3: Wir benutzen die Abkiirzung 95/00 = S’ . Nach Vorraussetzung
gilt dann S”(a,0) = 0 . Differentiation von age®¢(?/* = [da e5(@:0/k nach ¢
ergibt S, (0) = S'(a, ) und wegen S”(a,0) = 0 : kSL(0) + (S5(0))? = S'(a,0)2
also

kSL(0) = S(a, 0)2 — (S’(a, 0))2 - (S’(a, 0) — m)2.

Losung 18-4:

(a) Die Entropiefunktion S(a, y*) = S(a) — a y» héngt nur linear vom Parameter
1« ab und es gilt aoekSG ) fefles(“’y*)da
Nach Aufgabe 18-3 folgt deshalb

9cly.) _ 05asn) _ g

Y. = e =—a, sowile
N ——\ 2
?Sa(y.) [ 0S(a,y.) 05(a,y.)\  ———5 2
o2 T\ Tom  ou =(-a+a)?=A7.

Aus
L8(a,y. L5(a,y«
/da—aek(,y)_o_/daé.ek(’y)

folgt ferner wegen

ag(a,y*) B _
“oa y(a) =y«
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v -y =0= 1000 L

Das bedeutet

9%25(a)
Ai T a2

(b) Im Falle 02S(a)/0a? = ¢ = const hingt y(a) = 8S(a)/da nur linear
von a ab. Deshalb gilt y(a) —y = c(a—a) und A2 = A2 . Nach (a) folgt
aber —ke= A2 also k*AZ = k*2AZ = AJA2 und k? = A2A2 .

Losung 18-5:
(a) Bei Schwankungen von x &ndern sich ®(z) und S bei U = ®(x)+Q(S) = const.
Differentiation nach z fithrt auf

—d®(z) TdS(Jc)
dez de

dQ(S5)
as -’
Aus i¢p = —bd®(z)/dx = LdS(x)/dx folgt dann b= L/T .
(b) Nach Modell verschwindet der Erwartungswert fiir & in Zeitabstianden 7p
wegen der Isotropie der Stéfe (¢ und —& gleich haufig). Dazwischen steigt
dieser Erwartungswert auf K (z)7p/M an, und hat den zeitlichen Durch-

schnittswert K (x)7p/2M . Dies entspricht der Beweglichkeit b = 7p/2M .
Andererseits gilt nach (a): L =5bT . Daraus folgt L =T7rp/2M .

T =

Losung 19-1:
(a) Gegeben sei eine Grofie a(t) mit a(t) = a(t* —t)e, fiir alle t.
Mit ¢’ = t* — ¢ ergibt sich daraus die Identitit

a(t) = a(t')e, = a(t* —t")e = a(t)é? ,

also €2 =1, ¢, = +1.
Aus a(t) = —a(t* —t)e, folgt dann ¢, = —e, wenn b(t) = a(t) .

(b) Das Langzeitmittel (18.1) hat fiir beliebige Funktionen f(t) die Eigenschaft
FO =F —0 , F@) = flt+7) . Deshalb ist

+ +
t t

am (W) an(t+7) = am(t* —t)a,(t* —t +7)

- -
= am(t)an(t —7) €men = an(t)am(t +7) €men -

Aus —kL, = % (am(t)an(t + TD)t) ergibt sich dann Ly, = Lpymémen -
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Losung 20-1:
(a) Wir bilanzieren iiber eine grole Beobachtungszeit B .

Nach Mittelung (hdufige Wiederholung der Bilanzierung tiber B) gilt folgendes:
In (1) finden ny; = B/7{ Einzelbesuche mit der mittleren Einzelzeit 7 statt.
Die kumulierte Verweilzeit in Zustand (1) ist also nymy .

Das bedeutet fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit w; = nim /B =11 /71 .

(b) Nach Definition ist a + o* = wiw!? — waw?! .

Bei Zeitspiegelungssymmetrie sind Ubergéinge (1) — (2) ebenso hiufig wie

Ubergiinge (2) — (1) , also wiw'? = wew?! und somit a+a* =0 .

Losung 20-2: Bei energetischem Abschluf ist S(a) = S(0) — fa?/2T, .
Die Zufallsbewegungen des Massepunkts sind deshalb nach

w(a) = const - e3(@/F = (0)e™* a®/2 , A= f/kTy

verteilt (Boltzmann Verkniipfung). Es ist

T aatjag, 2T /OO M f2g, — 90 2T _ 1 [2m
/,006 “ oL “ aVx TV

daraus
— 1 KT,  847,8-293 m?
A2 = 2 = = = — = ? = 10718 2
TN T T T 6.022-10% 0,412 e
A=10"° d w(a) LI, { @ }
= m un wla) = X -
A2 P 2A2

Berechnung der Wiederkehrzeiten: Es ist ap = —b f a und nach (20.15)

1 V2rA [aQ]_

7 (a) = laplw(@) b f a P

2A2
Aus
V2T
_— = k
bf 608 se

ergibt sich

2
T (2A) = 608 sek% — 37, 4Min ,

025/2

7*(5A) = 608 sek = 1,035 Jahre .
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Losung 20-3:
(a) Bei energetischem Abschlufl der Luftsaule ist S(h) = S(0) — M g h/Ty .
Die Zufallspositionen des CO2 Molekiils sind deshalb nach

w(h) = const - eSP/F = w(0)e ™" | N=M g/kTy
verteilt. Es ist

/ e Mdh =1/\, / he Mdh =1/)\% / h2e=Mdh = 2/\3.
0 0 0
Daraus

1 KT, 8,314-293

= h=- = = 10°m = 5644
w0)=\, h N Mg 11981 0°m = 5644m

und h2 =2h2, A =+Vh2—h2=h.

(b) Aus dS/dh = —Mg/Ty = —k/h und w(h) = e~"/"/ h folgt

. DO mo h:| . Do |:(m0 — M)h:|
hp = — 22 2| w(h)|hp| = 22 exp [ e R
PET eXp{Mh wihlhol = Z5 exp | =3
h? (M —mg)h h? 15h
* h = —_— | = — —_— =
T =7, eXp{ Mh ] D, P ij ’
. 5,6442 o 15-15
T (15Km) = 0771610 exp m sek = 156218 Jahre .

Losung 21-1: Wihle [ =1 also

z1
[yl...yN]:[Wl,:cg...xN},le/ w(z) ... zy)dz] und
0

8W1 8W1
8{1}2 e BZL’N
oW, _ Wal _| 0 o0
0x1 Oz S, )
0 0 1

Daraus folgt ww = w also @ =1 . Fir alle anderen [ lauft der Beweis analog.
Losung 21-2: Da ¢ (t) und p;(t) beschrankt sind, gilt
d 1| (B2 a
— = lim — — dt
<dt(qmz)> Jim = /_3/2 prClz)

= lim é lqu(B/2)pi(B/2) — qi(—B/2)pi(—B/2)|
i 200

=0.
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Das bedeutet
d —(ap) ) =< qpi +qp >=0= OH\ _[,08
dt qipi =< qpr ~qpr >=YU = D o qi dq .

Losung 21-3:

(a) Die Carnotmaschine erzeugt Warmeiibertrage sowohl in das System als auch
in die Umgebung (Wirmeaustrag=negativer Warmeeintrag). Ferner: die Entro-
pie des Doppelsystems bleibt wahrend des reversiblen Temperaturausgleichs
ungeéandert, da nur die Carnotmaschine Warmeiibertrédge an das Doppelsys-
tem vornimmt. Der Entropieeintrag s. — sp an das System geht deshalb mit
dem Entropieeintrag —(s. — sp) an die Umgebung einher. Daraus ergibt sich
folgende Energiebilanz: Ubertrag an das System=¢(s.) — €(so) , Ubertrag an
die Umgebung —T.(sx — s0) . Daraus Energietibertrag an das Doppelsystem
F=¢(s) — 6(80) —Tu(sx — S0) -

(b) Es gilt €(s.) — €(s0) = fs* ! ds = [ T(s)ds und T.(s. — s0) = Tx [, ds’,
also zusammen F' = f (T( ))ds T'(s) ist monoton steigend. Deshalb:

aus sg < s, folgt F = f 5.))ds <0 weil s < s, ,
also T(s) — T(sx) < 0. Aus sy > . folgt F=— fs* (s) —T(sx))ds <0
weil s > s, also T'(s) —T(s«) >0 .

Losung 21-4: Aus der Homogenitétsrelation folgt durch Differentiation

f f
0 oV
<>\8)\))\ 1V ZQZ Z 87ql nV  (x)

=1
Betrachte eine Systembahn p;(t), ¢;(t),l = 1... f zur Gesamtenergie E > Vj.
Aus >, pi(t)?/2my > 0 folgt

Vigi(t)...qr(t)] = E — Zpl(t)2/2ml < E fiir alle ¢

und deshalb nach Voraussetzung ¢;(t) < ¢/ (E) . Andererseits gilt

Zpl /2ml <E-V

also
pl(t) S 2ml(E — %)

Folglich sind ¢;(t) und p;(t) beschréankt. Nach Aufgabe 21-2 bedeutet das fiir die
Zeitmittel

oH OH
— ) = —)y=kT , l=1...f,
<Ql da, > <pl 8pl> f
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wobei der Gleichverteilungssatz benutzt ist. Das Zeitmittel der Beziehung () liefert
deshalb

f
Z<q16H>—fkT—77<V> also (V) = fKTS |
=\ n

Ferner gilt

Es folgt
1 1 OF 1 1
FRTS + f , Sowie o7 f(2+77)
Losung 21-5:
(a) Eine Abbildung (z,p) — (&, p) ist volumentreu, wenn die Jakobi-Determinante
oz 0
J = ‘ % % ‘ =1 fur alle z, p erfillt.
ox 8p

Fiir (21.73) ist

"(x 0
J = fé) 1 ‘1
Oox f'(x)

(b) Es gilt Q(E,z,p) = Q[E,#,p] . Nach (21.73) ist p = 0 gleichbedeutend mit
p = 0 also Q(F,z,0) = Q[F,2£,0] . Fiir Wege © = const liefert (21.73) die
Beziehung dp = dp/f'(x) . Langs & = const gilt deshalb

[oig.a.05 = [ 2.2 p)dp/ 1 @)
Zusammen folgt daraus

& [j] _ IQ[E"%’ﬁ]dﬁ _ fQ(E,,&p)dp/f%x) _ 71'E(m)
" Q[E, 0] Q(E,0) filz)

(c¢) Die Beziehung Q[E, Z,0] = Q(E, z,0) impliziert S, [E, %,0] = S, (E, z,0) , also
ungeénderten Entropiewert bei Transformationen (21.73) der Stellgroie . Nach
(b) gilt ferner

@) _ i) = % also mp(8)de = #p[2]di .

uyolkd
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Daraus folgt unmittelbar (21.74). Division von (21.74) durch
/ e# 3o (Bot) (1) d = / e S[Baa 012 dz

ergibt dann die Gleichheit der Intervallwahrscheinlichkeiten:

/abw(x)dx - /:w[ﬁz]df;.

Losung 21-6: Wir definieren

1 fiice>0
OO =0 o
0 fire<O

Es gilt dann 00 /9¢ = §(¢) und

/_OC Tu(S1)6(E — €1(S1) — e2(S2))F(S1) F(Sa)dS1dSs =

- _m aisl@(E — €1(S1) — €2(52)) £(S1) f(S2)dS1dSs =
= /_‘X’ O(E — €1(S1) — €2(592)) £/ (51) f(S2)dS1dSy mit f'(S) = %ES) .

Dabei haben wir ©(E — €1(S1) — €2(S2))f(S1) = 0 fir S; = oo benutzt .
Analog folgt

| Bal8206( = ex(50) — ea(S2) (511 (2)d1dS; =

_ /Oo O(E — e1(S1) — €2(S2)) F(S1) £ (S5)dS1dSs.

— 00

Gleichheit der Temperaturerwartungen bedeutet deshalb
| eE -~ (i) - S (S(S2) ~ (517 (S2)d51dS2 =0 (+%)

fiir beliebige Funktionen €;(S5), €2(5) mit €1(00) = 0o = €2(00) . Wir wenden diese
Aussage fiir die bei S7 gestorte Zustandsfunktion €1 (S1,7n) = €1(S1) + nd(S1 — S1)
an . Da (xx) fiir alle ) zutrifft folgt durch Differentiation nach 1 bei n = 0:

|8 = a(51) — x($2)5(51 = S0 (5 F(52) — 1SS (S2)d51dS: =

_ /OO S(E — e1(81) — ea(S2))(F/(S1) £ (Sa) — F(81)F(S2)dSs = 0 fiir alle E

— 00
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Beitréige zu diesem Integral ergeben sich nur am Wert Sy aus e3(S2) = E—e1(Sy),
wobei Sy zusammen mit E frei wahlbar ist . Das bedeutet aber

’ Sf ’ Sv o

f (Al) = f (A2) fir alle 51,52 .

f(51)  F(52)

Deshalb hiangt f/(S)/f(S) = 1/k nicht von S ab und es folgt nach Integration
In f(S) = S/k+1Inf(0) also f(S)=e*Sf(0), k =const .

Losung 21-7: Es gilt
1 /1 1 )
klnp(el,E)251(60)+52(E—60)—ﬁ a—f'@ (61—60) 5

p(€1,E) e_o‘(fl—fo)z :w(e) mit o — 1 Ci+0y
Jopler, Bydey — [eota=de — T T 2%T? 010y

Daraus folgt [(e1 — €o)w(e1)de; =0 also (e1) = €g . Deshalb ist

0 i 2
<(61 — 60)2> = /(61 — 60)2w(€1)d61 = 7@ ln/ eia(elieo) d€1

— 00

. 8 7T_1 8 . 1 . 0102 2 2
= 1n\/;28a1na2aC1+Cng =<(e1— <€ >)"> .

Losung 21-8: Nach Voraussetzung gilt (AT;AT)) = 6;'; + T wobei I'; und
I' zu bestimmen sind. Fiir das isolierte System ist Zle €, — {e) = 0, deshalb
Zle CiAT; = 0 . Das bedeutet aber ZZL:1 Ci (AT;AT;) = C;T'; + CT = 0 also
(AT;AT)) = (—6;,C/C; + 1T . Daraus folgt (A¢;jA¢;) = —C;(C — C;)T" . Nach
Aufgabe 21-7 gilt aber (A¢;Ae;) = KT?C;(C — C;)/C , also

) _
r— ,’f% und deshalb (AT;AT)) = <60]ll B é) KT

Losung 21-9: Das Kugelvolumen hat die Darstellung §(P) = P/ A; , wobei die
Konstante Ay zu bestimmen ist. Zuerst stellen wir das Integral

I 0 2.2
T2 = dpi...dpge " Py

— 0o

in Polarkoordinaten dar, ndmlich

o [ = [Tanlor
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Mit P? =t folgt daraus

I\J\x

f
72

=As= / dt 177 le ™t =

Deshalb gilt

!

o
Losung 21-10: Aus
S¥(E,V,N) —

folgt in der Ndherung

eVl
kTO

g‘P
9702

die Beziehung

0 __ elV] N
Sgo*S —kln(lfm)_f TO

:Aff/ dP P/~le P = 4y

gLP
S%E,V,N)=kln o

fr= _g _p?
5/0 d(P*) p/=%eF
f_l)!.
2

v

oVl

Andererseits besteht zwischen Entropie und Druck die thermodynamische Relati-

on
OS(E,V,N)  p(E,V,N)
vV " T(E,V,N) "
Es folgt
(82 =5% p? P 1 0gV]
vV T Te  TO T TO0 9V
also
L0 o _09lV]
r” T P’ ov

Dabei wurde 22— = 0 benutzt.
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A Vertiefungen

Temperatur und Entropie nach Caratheodory

In Kap. 4.3 und 4.4 haben wir Temperatur T'(Z) und Entropie S(Z) iiber den 2.
Hauptsatz eingefiihrt, wobei wir infinitesimale Carnotmaschinen zwischen Wérme-
badern betrachtet haben. Caratheodory (1909, 1925) hat gezeigt, dal man T'(Z)
und S(Z) fur Gleichgewichtszusténde auch ohne Benutzung von Wérmebadern und
Carnot-Prozessen widerspruchsfrei definieren kann. Die isothermen Zustandswege
sind hier durch Wege bei konstanten Arbeitskoordinaten ersetzt. Die Herleitung
konstruiert fiir reversible Vorgénge aus dem 2. Hauptsatz einen integrierenden
Faktor fiir die Warmetibertrége. Dieser 143t sich so wéhlen, daf er ebenso wie die
empirische Temperatur 7 im Gleichgewicht fiir alle Teilsysteme den gleichen Wert
T(7) hat. Er definiert die absolute Temperatur.

Ausgangspunkt ist der 2. Hauptsatz nach Caratheodory: Es gibt keine in den
Arbeitskoordinaten periodische Maschine, die weiter nichts bewirkt als Abkiihlung
eines adiabatisch abgeschlossenen Systems und Abgabe mechanischer Arbeit.

Erlduterung: Es werden adiabatische Zustandswege (Z; = Z) C IR’ betrachtet.
Fiir diese ist nach dem 1. Hauptsatz die Anderung der Gesamtenergie gleich dem
Arbeitsiibertrag

X2
U — Uy :/ a(Z)-dx

wobei

{ ...} =x, {...d...}=a

die Arbeitskoordinaten und die Arbeitskoeffizienten des Systems sind.

Der 2. Hauptsatz in der Darstellung von Caratheodory betrachtet adiabatische
Zustandswege (Z; = Z3)x C IR’, die in den Arbeitskoordinaten, aber nicht
notwendig in Z geschlossen sind, so dal x; = x5 aber im allg. U; # Us gilt. Er sagt
aus, dafl wahrend eines x-Umlaufs stets Arbeit in das System eingetragen wird:

Z%al(Z)da?lE%a(Z)-dx:Ug—Ul >0. (A.1)
1

Reversible Wege (71 = Z5)x im Raum IR der Gleichgewichtszustinde kénnen auch
in der Richtung (Z; = Z1)x durchlaufen werden, wobei der 2. Hauptsatz nun die
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Aussage
fa(Z)(—dx) = U1 — U2 Z 0

macht. Zusammen bedeutet dies: Bei reversiblen adiabatischen Vorgangen verbleibt
nach einem Umlauf der Arbeitskoordinaten keine Anderung der inneren Energie:

%a(Z) -dx =0 . (A.2)

Dies ist gleichbedeutend mit der Abwesenheit von Hystereseeffekten bei einem
x-Umlauf (z. B. keine Druckhysterese auf dem Wege V' — V' — V).

Wir betrachten zuerst reversible Wege im Raum IR der Gleichgewichtszustinde:
Nach dem 1. Hauptsatz héngt die auf adiabatischen Zustandswegen eingetragene
Arbeit nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ab

A(Z = Zo) = A(Z, Zy) = U(Zy) — U(Z) .

Der 2. Hauptsatz macht dariiberhinaus die Aussage, dafl auf adiabatischen Zustands-
wegen, welche in den Arbeitskoordinaten x geschlossen sind keine Arbeitsiibertrage
erfolgen (Hysteresefreiheit). Es gilt also

A(Zo, ) = U(Z3) ~ U(Zo) = 0 (A3

falls x(Zy) = x(Z}) .
Eine Folge ist, dal der adiabatische Arbeitseintrag A(Z, Zy) neben Z nur von den
Arbeitskoordinaten xo des Zustands Zy abhéngt:

A(Z, Zo) = A(Z,x0) - (A)

Zum Beweis betrachten wir zwei Zustdnde Zy, Z) mit gleichem xg, die mit Z
adiabatisch verbunden sind. Der Weg

(Zo = Z = Z;)
ist dann in den x geschlossen und es gilt nach (A.3)

A(Zoy, Z) + A(Z, Z}) = A(Zo, Zy) = 0, also A(Z, Zy) = A(Z, Zy) = A(Z,x0)
Wir definieren dann die Zustandsfunktion

0(2)=U(Z)+ A(Z,x¢) .

o(Z) ist die innere Energie nach Riickfiihrung der Arbeitskoordinaten x auf einen
fixierten Referenzpunkt xo bei wirmeisoliertem System. o(Z) hat fiir alle Z;, Z,
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die sich adiabatisch verbinden lassen, den gleichen Wert. Zum Beweis betrachten
wir den adiabatischen Weg

(Z(n = Zl = ZQ = Zog)

zwischen den Referenzpunkten Zy; von Z; und Zys von Zs . Er ist in den Arbeits-
koordinaten geschlossen, so daf}

A(Zor, Zh) + A(Zy, Za) + A(Zs, Zo2) = A(Zor, Zo2) =0
gilt. Aus A(Zy,Z5) = Uy — Uy und (A.4) folgt deshalb
(U2 + A(Z2,%0)) = (U1 + A(Z1,%0)) =0, (A.5)

also 0(Z1) = 0(Z2). Zustandsfunktionen o(Z), die fiir alle adiabatisch verbindbaren
Zustédnde den gleichen Wert haben und sich bei allen Warmeiibertragen &ndern,
wollen wir Wéarmekoordinaten nennen. Nach dem 2. Hauptsatz gibt es wegen (A.5)
mindestens eine Warmekoordinate.

Wir betrachten dann das Verhalten einer beliebigen Wérmekoordinate o(Z) bei
allgemeinen (nicht notwendig adiabatischen) Zustandsénderungen

dZ = (dU, dx, dw)

(der Vektor w = (wy,ws...) fafit die auler U und x zur Beschreibung von Z
erforderlichen Koordinaten zusammen). Der zugehorige Warmeiibertrag ist durch

0Q =dU —a-dx

gegeben. Die Untermenge der adiabatischen Zustandsdnderungen ist durch 6@ = 0
definiert und hat bei frei wéahlbaren dx,dw die Darstellung

dZ.,q = (a-dx,dx,dw) .

Da o(Z) bei allen adiabatischen Vorgéngen konstant ist, gilt

do do do . —
do = %aodx + 8—de + %dw = 0 fiir beliebige dx,dw .
Es folgt
do do o
— = d—=0.
ox ~ ou " ow

Fiir allgemeine Zustandsdnderungen dU, dx, dw hat dies die Konsequenz

do oo do
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Das bedeutet aber, daf§ der Warmeiibertrag fiir alle Zustandsénderungen bis auf
den Faktor \(Z) = (00/0U)~! mit der Anderung der Wirmekoordinate o(Z)
iibereinstimmt

5Q = A(Z)do .

MZ) ist der Warmekoeffizient zu o(Z). Im folgenden wird 0 < |A(Z)] < oo
unterstellt. Wir merken an, daf} auch jede Funktion S = h(c) mit A’ = dS/do > 0,
0 < |W(Z)| < oo eine Warmekoordinate ist. Beziiglich S hat der Warmeiibertrag
die Darstellung

A(Z)

vy

5Q =

Wir zeigen im folgenden, dafi der Warmekoeffizient T(Z) = A(Z)/h'(0) bei geeig-
neter Wahl von h(o) = S nur von der empirischen Temperatur 7 des Gleichge-
wichtszustands abhéngt, wobei T(7) fiir verschiedene physikalische Teilsysteme
den gleichen Verlauf hat. Wir betrachten dazu zwei Teilsysteme A; und Ay des
Systems A, die sich im thermischen Gleichgewicht befinden. Die Zusténde von Teil-
und Gesamtsystem seien Z71, Zs und Z. Die Zustandsgréflen w seien konstant und
werden weggelassen. Ferner verwenden wir jetzt die empirische Temperatur 7 statt
der inneren Energie U als Koordinate. Die Zustdnde haben dann die Darstellung

Zl = (T7X1) ) Z2 = (T7X2) y Z = (T7X1ux2) .

o1(7,x1) und o2(7, X2) seien Warmekoordinaten der Teilsysteme. Wir konnen o1, o9
als unabhéngige Variable verwenden und dafir jeweils eine Komponente von x;
und x2 in der Koordinatenliste weglassen. Die Zusténde werden dann durch

Zy = (1,01,y1) , Z2 = (1,02,y2) , Z = (7,01,02,¥1,¥Y2)

beschrieben, wobei y1, y2 die verbleibenden Arbeitskoordinaten sind. Der reversible
Warmeiibertrag an das Gesamtsystem A ist in Aj, As additiv und hat deshalb die
Darstellung

(SQ = )\(Z) do = )\1(21) dO’l + )\Q(ZQ) d0'2 .
Fiir beliebige Zustandsdnderungen héangt also do nur von doy , dos ab:

(%)

A2(Z2)
7 =\2)

AZ)

d0'1+ dCTQ .

Daraus folgt fiir beliebige Z1, Zs, Z:
do Oo Jdo Oo A Oo Ao

ar  dy1 Oy, doi X oy A
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Die allgemeine Losung ist mit frei wiahlbarer Funktion H (o1, 02):

o =H(oy,09)
o _ @)
90, ~ Mlovo2) = \2)
OH ~ a(Z2)
90y Hy(o1,00) = NG

Dementsprechend gilt
MZ) = Mi(71,01,51)/Hi(01,02) = Xa(T,02,y2) / H2(01,02)

Das bedeutet: A\(Z) hingt weder von y; noch von ys ab. Deshalb sind auch
A1 (Z1), A2(Z2) unabhéngig von y;,y2 und es gilt:

>\1(7'701) . >\2(T,02)

A= = .
Hy(o1,02) Hy(o1,02)

Ausln Ay —InH; —In Xy +1In H, =0 folgt dann

0?In )\ (7,01)
0o 0T

92 1In \o(1, 02)
0o OT

= 0 mit der Losung Ay = T1(7) p1(01) ,
= 0 mit der Losung Ao = T5(7) p2(02) .

Das bedeutet wiederum

A= Ti(r) p1(01) _ T p2(02)

Hi(o1,09) Hj(o1,09)
also
I (T) = Hip = const
To(t)  @1H>

Deshalb unterscheiden sich T7(7) und 7%(7) nur um eine Konstante und wir
schreiben:

Ti(r) = T(7) , To(r) = a T(7) .

Definieren wir dann fiir die Teilsysteme A; und A die speziellen Warmekoordinaten
S1(01),S2(02) durch

a1 @1(0’1)d0’1 = dSl , (g ()02(0'2)(10'2 = dSQ 5
so folgt fiir die Warmeiibertrage

)\1d0’1 = T(T)Ozlgol (O'1)d0’1 = T(T)dSl ) )\2d0'2 = T(T)OQQOQ(O'Q)CZO'Q = T(T)ng .
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Demgeméf haben Aq, A beziiglich Sy, Sy den gleichen Warmekoeffizienten T'(7).

Der Warmeiibertrag an das Gesamtsystem A ist
0Q =T (1)(dS1 + dS2) =T (1)dS (A.6)

wobei S = 51 + Ss gesetzt ist. Mit S als Warmekoordinate hat das Gesamtsystem
ebenfalls den Warmekoeffizienten 7'(7) . Die Betrachtung 148t sich so zusammenfas-
sen:

2. Hauptsatz und reversible Prozesse zwischen Gleichgewichtszustanden

Nach (A.2) existieren Warmekoordinaten o(Z), die bei reversiblen adiabatischen
Zustandsdnderungen konstant bleiben. Aus der Forderung, dafl die Warmekoeffizi-
enten der Teilsysteme nur von den Teilzustdnden abhéngen, lassen sich spezielle
Wirmekoordinaten S(Z) herleiten, deren Warmekoeflizienten 7'(7) ebenso wie die
empirische Temperatur 7 fiir alle Teilsysteme den gleichen Wert haben.

T(7) wird als absolute Temperatur und S(Z) als Entropie definiert.
Nach (A.6) 148t diese Definition von T und S einen konstanten Skalenfaktor offen:

1
T(r) —aT(r) , S— =5 . (A7)
@
« kann so gewéhlt werden, dafl die absolute Temperatur positiv ist. Warmeeintrage
6@ > 0 entsprechen dann einer Entropiezunahme dS > 0 .

2. Hauptsatz und irreversible Prozesse zwischen Gleichgewichtszustianden:

Nach (A.1) fithren irreversible adiabatische Prozesse, die zwei Gleichgewichtszu-
stande (U,x) und (U + dU, x) mit gleichen Arbeitskoordinaten x verbinden, stets
zu einem Anstieg dU > 0 der inneren Energie. (U,x) und (U + dU, x) lassen sich
auch durch einen reversiblen nichtadiabatischen Ersatzprozess bei konstanten x
verbinden, wobei nun der Energieanstieg durch Warmeiibertrag aus der Umgebung
erfolgt. Nach (A.6) gilt bei diesem Ersatzprozess

TdS =6Q =dU >0 . (A.8)

Da die Entropie eine Zustandsfunktion ist hangt dS nicht davon ab, wie der
Prozess zwischen den Zustédnden (U, x) und (U + dU, x) gefithrt wurde. Deshalb
gilt bei irreversiblen adiabatischen Prozessen zwischen Gleichgewichtszustdnden zu
gleichem x nach (A.1) stets dS > 0 wenn die absolute Temperatur in (A.7) positiv
gewéhlt ist. Die Ungleichung (A.8) trifft allgemeiner auch fir alle irreversiblen
adiabatischen Prozesse (U, x) — (U’,x’) mit x # x’ zu. Dies liegt daran, daf sich der
Prozess (U,x) — (U’,x’) durch einen nachgeschalteten reversiblen adiabatischen
Prozess (U’,x’) — (U”,x) auf den irreversiblen adiabatischen Prozess (U,x) —
(U”,x) bei konstantem x zuriickfiithren 148t, wobei sich die Entropie wihrend des
nachgeschalteten Prozesses nicht é&ndert.
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ZustandsgroBen an kritischen Punkten

Grobe Beobachtung offener Systeme zeigt im allgemeinen nur die thermischen
Mittelwerte der extensiven Gréflen. Nur in der Nédhe von kritischen Punkten wer-
den die Fluktuationen so grof}, dafl sie zu deutlichen makroskopischen Effekten
fihren (Kap. 11.4). Das Verstidndnis der Phanomene an kritischen Punkten gehort
zum Gegenstand der Renormalisierungstheorie, die auflerhalb des Rahmens der
Thermodynamik liegt. Wir fassen hier die Konsequenzen der Skalenhypothese
der Renormalisierungstheorie fiir die thermodynamischen Groéfien zusammen. Pha-
seniibergénge 2. Art mit kritischem Punkt sind dadurch gekennzeichnet, dafl die
Zahl der koexistierenden Phasen zwischen 1 und 2 wechselt und daf§ die molaren
Basisvektoren (s1,v1,X1), (S2,v2,%2) des Zweiphasensystems am Ubergangspunkt
T.,p. Ubereinstimmen (Abb. 11.3). Wir betrachten hier den vereinfachten Fall
gleicher und konstanter Mischungsverhéltnisse x; = x5 in den beiden Phasen.
Die Gleichgewichtszusténde lassen sich dann durch das Gibbs-Potential G(T, p)
beschreiben, wobei an der Koexistenzlinie p(T") Unstetigkeiten in den Ableitungen
S = —Gr und V = G, auftreten. In der Umgebung des kritischen Punkts T, p.
148t sich G nach G(T, p) = G(T, p) + G (T, p) aufspalten, wobei G eine analytische
Funktion ist wihrend G® die Unstetigkeiten und Singularititen der Ableitungen
Gr,G)p zusammenfaBt. Dieser Anteil besitzt nach der Skalenhypothese die folgende
Darstellung:

b (T p) = |T — To|og* ( L—Pe_) A
G*(T,p) = | g T-T.F (A.9)

Dabei ist wesentlich, daB sich der singulire Teil G*® von G schon durch Funktionen
von nur einer Variablen ausdriicken 1a8t. In der T, p-Ebene beschreibt ein vorgege-
benes Verhiltnis w = (p — p.)/|T — T.|® zwei Wege, die den kritischen Punkt aus
entgegengesetzten Richtungen T' > T, und T < T, erreichen. Das Gibbs-Potential
verlauft langs dieser beiden Wege im allgemeinen verschieden, so daf} seine vollstan-
dige Darstellung in der w-Variablen zwei Funktionen ¢* (w) und g~ (w) fiir positive
und negative T'— T, erfordert. Aus (A.9) ergeben sich einfache Beziehungen fiir das
kritische Verhalten der Ableitungen von G, die wir jetzt im einzelnen besprechen:

(a) Der Ordnungsparameter eines Phaseniibergangs ist als Anderung der Arbeits-
koordinate ausgehend von einer der Phasen definiert. In (A.9) betrachten wir
den Fall, daf als Arbeitskoordinate nur das Volumen auftritt. Der Ordnungs-
parameter ist hier die Volumenédnderung AV wahrend des Phaseniibergangs:
AV(T) ist die Unstetigkeit von

Ve (T,p) = 0G** /0p = (T — T.)* "g* (w)’

iiber die Koexistenzlinie p(T). Die Ableitungen g*(w)’ von g% (w) werden
als beschrinkt und ohne Nullstellen angenommen. Die Funktion V2 (T,p)
hat dann fir beliebige T, p-Wege zum Punkt T,,p. das kritische Verhalten
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|T — T.|" - const, sodaf es auch fiir ihre Unstetigkeit AV (T) iiber die Koexis-
tenzlinie zutrifft. Der Ordnungsparameter AV (T) hat deshalb das kritische
Verhalten:

AV(T) = |T — T.|? - const + O°(T) , (A.10)
B=a—b, lim o(T))|IT-T.|° =0 .

(b) Die Warmekapazitat bei festem Druck p,. ist proportional zu den 2. Ableitungen
von G nach der Temperatur C(T,p.) = —TGrr(T,p.) .

Fiir ihren singulédren Anteil ergibt sich
C(T,pc) = =TG3p(T,p.) = =Ta(a = 1)|T = T.|*"2g*(0) ,

da die Ableitungen von ¢g*(w) nach der Temperatur bei p = p. verschwinden.
Die Warmekapazitit hat deshalb das kritische Verhalten

C(Tvpc) = _‘T - Tc|_a 'Tca(a - 1)gi(0) + Oa(T) ) (All)
a=2-a, Thrr% oYT) T —-T.]*=0 .

(¢) Die isotherme Kompressibilitit ist proportional zu den 2. Ableitungen von G
nach dem Druck
1ov. 1

K(Tap) = _Vaip - _VGpp(Tap) .

Fiir ihren singuldren Anteil ergibt sich

1 1 _
Hab(Tvp) — _VGZZ(T’p) — _V|T — T, 2bgi(w)// 7

wobei g*(w)” die 2. Ableitungen von g* sind. Die Kompressibilitit hat deshalb
das kritische Verhalten

1
W(T,p) = —IT = T 2g* ()" + 0" (T,p)
(A.12)
y=2b—a , ThH% OV (T,pe)-|T =T, =0 .

Die kritischen Exponenten «, 3, sind drei Linearkombinationen der beiden Expo-
nenten a, b aus (A.9). Nach Elimination von a,b ergibt sich das Skalengesetz von
Rushbrooke:

at+28+7=2 . (A.13)

Bei Betrachtung weiterer thermodynamischer Groflen am kritischen Punkt treten
weitere kritische Exponenten hinzu, die sich nach der Skalenhypothese ebenfalls
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durch a, b ausdriicken lassen. Zwischen je L kritischen Exponenten bestehen dann
L — 2 Skalengesetze analog zu (A.13).

Falls die Warmekapazitdat am kritischen Punkt beschrankt bleibt und auch nicht
verschwindet, so gilt nach (A.11) fiir ihren kritischen Exponenten a = 0. Wird
ferner zur Beschreibung des Potentials G(T', p, AV) aulerhalb des Gleichgewichts
ein Polynomansatz in den beiden Variablen AV und T'— T, benutzt und im Gleich-
gewicht ein Minimum von G beziiglich des Ordnungsparameters AV unterstellt, so
folgt 8 = 1/2 (Landau und Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Bd.5).
Nach (A.10, A.12, A.13) bedeutet dies:

t
AV =const\/T, - T , v=1, n:% .

Real werden haufig Abweichungen von diesem Verhalten beobachtet, wobei die War-
mekapazitét bei T = T, unendlich wird (Kap. 11.3 und Abb. 11.1). Sie weisen auf
die Grenzen der makroskopischen Thermodynamik hin. Typisch fiir diese Phénome-
ne sind ausgeprigte Fluktuationen des Ordnungsparameters am kritischen Punkt.
Der Gleichgewichtszustand ist dann im allgemeinen nicht durch ein Minimum
des Gibbs-Potentials definiert, da sich der Gleichgewichtswert (Mittelwert) des
Ordnungsparameters von seinem wahrscheinlichsten Wert merklich unterscheidet
(Siehe auch Callen, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics).
Nach der Renormalisierungstheorie hdngen die kritischen Exponenten a,b bei
Teilchenwechselwirkungen endlicher Reichweite nur von zwei Parametern ab:

(1) Effektive geometrische Dimension d des Systems. Physikalische Systeme sind
3-dimensional. Es gilt jedoch d = 2 oder d = 1 wenn die Systemgréfien aus Symme-
triegriinden nur von 2 oder 1 Koordinate abhidngen. Beispiele sind monomolekulare
Schichten auf Kristalloberflichen (d=2) oder lineare Polymerketten (d=1).

(2) Anzahl n der Ordnungsparameter des Phaseniibergangs, also Zahl der Ar-
beitskoordinaten die sich wihrend des Ubergangs unabhingig dndern (n=1 bei
Verdampfen mit AV als Ordnungsparameter, n=3 bei ferromagnetischen Ubergin-
gen mit den Komponenten des magnetischen Moments als Ordnungsparametern,
n=2 bei supraleitenden Ubergéingen mit Real- und Imaginirteil der Wellenfunktion
als Ordnungsparametern).

Systeme mit gleicher Dimension d und gleicher Zahl n von Ordnungsparametern

haben deshalb die gleichen kritischen Exponenten (Eigenschaft der ,,Universalitat®,
R.B. Griffith, Phys. Rev. Lett. 24,1479(1970)).
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Tabelle I: Zustandsgleichungen und thermodynamische
Potentiale fiir das ideale Gas

Molare Wérmekapazitaten: cp=cv+R

Thermische Zustandsgleichung: pV = nRT |, n =Molzahl

Kalorische Zustandsgleichung: U = ncyT , ¢y = const

Entropie: S=nR ln(%) +ncy InT
=-—nRlnp+nc, InT
(Entropiekonvention S = 0 fiir pft = T )
Innere Energie: U(S,V,n) = ney ()~ f/ev 5/(nev)
Freie Energie: F(T,V,n) =ncyT —nRTIn(;%) — neyTIn T
Enthalpie: H(S,p,n) = nc, pft/er e5/(nep)
Gibbsfunktion: G(T,p,n) =nc,T +nRTInp — nc,TInT

Temperatur: T(S,V,n) = (35) #/ev 5/ (nev)

n

T(S,p,n) = pf/er 5/ (er)

chemisches Potential: 1(S,V,n) = (¢, — S/n) ()~ #/ev e5/(nev)
w(T,V,n) =c,T — RTIn(-%) —cyTInT

(

(
w(S,p,n) = (¢, — S/n) pft/er &5/ (nep)
w(T,p,n) = ¢,T+ RTInp — ¢, TInT

Ferner ist H = nc,T
w=(c, —8S/n)T .
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Tabelle Il: Physikalische Konstanten

Nach http://physics.nist.gov/constants , Stand 2009
Zahlen in Klammern = Fehler der beiden letzten Stellen

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c =2,99792458 - 108 m/sek
Plancksches Wirkungsquantum A = 6,62606896(33) - 1073* J - sek
Elementarladung e =1,602176487(40) - 10~'? Amp - sek
Elektron-Masse Me =9,10938215(45)- 10" g
Proton-Masse mp =1,672621637(83)-10"%* g
Neutron-Masse M, =1,674927211(84)-10"%* g
Avogadro-Konstante Nmol

(Molekiile in 1 mol, frither Loschmidt-Zahl) = 6,02214179(30) - 10%3
Boltzmann-Konstante k =1,3806504(24) - 1072 J/K
Gaskonstante R =k-Nmo = 8,314472(15) J/K

= 0,082057 atm - liter /K

Stefan-Boltzmann Gesetz:

Energiedichte/T* A =7,565768(53)-107¢ J.m™3 . K~*
= 87°k*/(15h3c?)
Leistung/ (Fliche - T%) o = 5,670400(40) - 1078 J-sek ™' -m 2. K~*

= 21°k* /(15h3c?)
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Tabelle Ill: Physikalische Einheiten

Masse: 1 Gramm(g) 1 cm® Wasser (4°C, latm)
enthélt 0,999972 g
1 Kilogramm (kg) =10°g
1 Atomare Masseneinheit(u) = %m(lQC)

1
1,660538782(83)-107 %' g

Beschleunigung: Norm-Erdbeschleunigung(gx ) =9,80665 m sek 2
Kraft: 1 pond(p) = 1g- gn = Gewicht eines Gramms
=9,80665 g m sek~?
1 Newton(N) = 1kg m sek~?

= Gewicht von 101,972 g=101,972 p

Druck: 1 Pascal(Pa) =1Nm?
1 Bar(bar) =10° Pa
1 Torr = 1 mm Hg-Siule
— 133,3224 Pa
1 Technische Atmosphére(at) =10%p cm™2

= 10 Meter-Wassersédule (10mWs)
1 physikalische Atmosphéare(atm) = 760 Torr

Umrechnungstabelle fiir Druckeinheiten:

Betrag Druckeinheit zur Darstellung des Druckbetrags in Spalte 1

Pa bar Torr at atm
1 Pa 1 107°  7,5006-107% 1,01972-107° 9,86923-10"°
1 bar 10° 1 750,06 1,01972 0,986923
1 Torr | 133,3224 0,001333224 1 1,3595-107%  1,3158-1073
1 at 98066, 5 0,980665 735,60 1 0,96784

1 atm 101325 1,01325 760 1,03323 1
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Energie: 1 Joule(J) = 1 Watt sek
= 1kg m? sek~?
=1Nm
=1Pam®
1 Meterpond (mp) =9,80665 g m?sek 2
1 Kalorie(cal) =4,1868 J

(Definition nach International Steam Table)

1 Kelvin - k&

1 Elektronenvolt(eV)

= kinetische Energie von

2 Freiheitsgraden bei 1 Kelvin
1,3807-107%% J
=1,602-107"J

Umrechnungstabelle fiir Energieeinheiten (k = Boltzmann-Konstante, K = Kelvin)

Betrag Energieeinheit zur Darstellung des Energiebetrags in Spalte 1

J mp cal K-k eV
1J 1 101,972 0,2388 7,243-10*2  6,242-10'®
1mp | 0,98067 1072 1 2,342-107%  7,103-10%°  6,121-10'6
1 cal 4,1868 426,93 1 3,032-10%® 2,613-10%°
1K k| 1,3807-107%® 1,408-1072' 3,298.107%* 1 8,617-107°
1ev 1,602-107%  1,634-107'7  3,826-10%° 11605 1
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Tabelle IV: Wasser im 2-Phasen Gleichgewicht

P = Druck

pt, pg = Dichte (flissig,gasformig)

¢, ¢, = spezifische Wérmen bei konstantem Druck (fliissig,gasformig)
Ah = spezifische Verdampfungsenthalpie

T p Pf Py cr <4 Ah

o¢c bar kg/m3  kg/m® | kJ/(kg K) kJ/(kg K) | kJ/kg
0,01  0,006112 | 999,8  0,004850 4,217 1,864 2501,0
10,0 0,012271 | 999,7  0,009397 4,193 1,868 2477,4
20,0  0,023368 | 9983  0,01720 4,182 1,874 2453,8
30,0 0,042417 | 9957  0,03037 4,179 1,883 2430,3
40,0  0,073749 | 9922  0,05116 4,179 1,894 2406,5
50,0  0,12335 | 988,0  0,08300 4,181 1,907 2382,6
60,0  0,19919 | 983,1 0,1302 4,185 1,924 2358,4
70,0  0,31151 | 977,7 0,1981 4,100 1,944 2333,8
80,0  0,47359 | 971,6 0,2932 4,197 1,969 2308,8
90,0  0,70108 | 965,1 0,4233 4,205 1,999 2283,3
100,0  1,01325 | 958,1 0,5974 4,216 2,034 2257,3
110,0  1,4326 950,7 0,8260 4,229 2,075 2230,5
120,0  1,9854 942.8 1,121 4,245 2,124 2202,9
130,0  2,7012 934,6 1,496 4,263 2,180 2174,4
140,0  3,6136 925,9 1,966 4,285 2,245 2144,9
150,0  4,7597 916,8 2,547 4,310 2,320 2114,2
160,0  6,1804 907,3 3,259 4,339 2,406 2082,2
170,0 17,9202 897,3 4,122 4,371 2,504 2048,8
180,0 10,027 886,9 5,160 4,408 2,615 2014,0
190,0 12,552 876,0 6,395 4,449 2,741 1977,4
200,0 15,551 864,7 7,865 4,497 2,883 1939,0
210,0 19,080 852,8 9,595 4,551 3,043 1898,7
220,0 23,201 840,4 11,625 4,614 3,223 1856,2
230,0 27,979 827,3 13,999 4,686 3,426 1811,4
240,0 33,480 813,6 16,767 4,770 3,656 1764,0
250,0 39,776 799,2 19,990 4,869 3,918 1713,7
260,0 46,940 783,9 23,724 4,986 4,221 1660,2
270,0 55,051 767,8 28,112 5,126 4,572 1603,1
280,0 64,191 750,5 33,215 5,296 4,996 1541,7
290,0 74,448 732,1 39,198 5,507 5,507 1475,5
300,0 85,917 712,2 46,225 5,773 6,144 1403,5
310,0 98,697 690,6 54,648 6,120 6,962 1324,5
320,0 112,900 | 666,9 64,754 6,586 8,053 1239,1
330,0 128,646 | 640,4 77,144 7,248 9,589 1139,0
340,0 146,079 | 610,2 92,755 8,270 11,920 1026,8
350,0 165,367 | 574,5 113,352 10,078 15,951 893,1
360,0 186,737 | 528,3 143,467 14,987 26,792 722,6
370,0 210,528 | 4483 201,685 53,920 112,928 439,4
374,0 220,640 322 322 unendl. unendl. 0
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Tabelle V: Zusammensetzung und Heizwert fester und fliissiger
Brennstoffe

Brennstoff Zusammensetzung in Masseanteilen  spez. Heizwert
(Dichte bei 15 °C) ‘ Yo ‘ YHo ‘ Yo, +INy | Vs ‘ H,(MJ/kg)

Holz (lufttrocken) 0,50 0,060 0,44 0 18,8
Braunkohle (Rheinland) 0,688 | 0,050 0,257 0,005 25,6
Steinkohlekoks 0,975 | 0,003 0,013 0,009 33,2
Fettkohle (Ruhr) 0,887 | 0,049 0,057 0,007 35,1
Fettkohle (Saar) 0,863 | 0,055 0,072 0,010 34,4
Benzin (0,726 kg/1) 0,855 | 0,1445 | O 0,0005 | 43,5
Dieselkraftstoff(0,84 kg/1) 0,860 | 0,132 0,002 0,006 42,7
Heizol M (0,92 kg/1) 0,853 | 0,116 0,006 0,025 40,8
Steinkohlenteer-Heizol (1,1 kg/1) | 0,898 | 0,065 0,029 0,008 37,7

Der Heizwert eines Brennstoffs ist der Enthalpieunterschied zwischen dem Brennstoff-Luft-
Gemisch und dem Verbrennungsgas der gleichen Temperatur und des gleichen Drucks
(Angaben in MJ=10° J). Der spezifische Heizwert H,, des Brennstoffes ist auf die Masse
des Brennstoffs bezogen. Die angegebenen Werte kénnen im Temperaturbereich zwischen
0 °C und 100 °C benutzt werden (nach Baehr, Thermodynamik).
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Tabelle VI: Eigenschaften der Elemente

Die Klammer nach der Elementabkiirzung bezeichnet die Kristallmodifikation,
z.B.(a).

Atommassen in Klammern | ] gehéren zum Hauptisotop (Isotop grofiter Lebens-
dauer).

Schmelz- und Siedepunkt in Celsius bei Normaldruck latm . Abweichende Druck-
werte sind in Klammern angegeben. Abkiirzung ’subl’ bedeutet: keine Fliissigphase
bei latm.

Ungenau bekannte Werte sind durch ~ gekennzeichnet.

Dichte in gramm/cm?® bei Normaldruck latm und Raumtemperatur (abweichende

Temperaturen in Klammern). g/l = gramm/liter.
Werte nach CRC Handbook of Chemistry and Physics.
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Actinium(Ac) 89 [227] 1051 3200+ 300 10,07
Aluminium(Al) 13 26,98 660,3 2519 2,702
Americium(Am) 95 [243] 1176 2011 13,67(20)
Antimon(Sb) 51 121,8 630,6 1587 6,691(20)
Argon(Ar) 18 39,95 -189,3 -185,9 1,784¢g/1
Arsen(As) 33 74,92 817(28atm) 614 subl 5,73
Astat(At) 85 [210] 302 337 -
Barium(Ba) 56 137,3 727 1897 3,5(20)
Berkelium(Bk) 97 [247] ~1050 - 14
Beryllium(Be) 4 9,012 1287 2471 1,85(20)
Blei(Pb) 82 207,2 327,5 1749 11,35(20)
Bor(B) 5 10,81 2075 4000 2,34
Brom(Br) 35 79,90 7,2 58,78 3,12(20)
Cadmium(Cd) 48 112,4 321 767 8,65(20)
Calcium(Ca) 20 40,08 84242 1484 1,55(20)
Californium(Cf) 98 [251] 900 - -
Ciisium(Cs) 55 132,9 28,4 671 1,873(20)
Cerium(Ce) 58 140,1 798 3424 6,770(25)
Chlor(Cl) 17 35,45 -101,5 -34 3,214g/1(0)
Chrom(Cr) 24 52,0 1907 2671 7,20(20)
Curium(Cm) 96 [247] 1345+40 - 13,51

Dysprosium(Dy) 66 162,5 1412 2561 8,550(25)
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Einsteinium(Es) 99 [252] 860 - -
Eisen(Fe) 26 55,85 1538 2861 7,874
Erbium(Er) 68 167,3 1529 2868 9,066
Europium(Eu) 63 152,0 822 1529 5,244(25)
Fermium(Fm) 100 [257] 1527 - -
Fluor(F) 9 19 219,62 1881 1,70g/1(0)
Francium(Fr) 87 [223] ~27 ~677 -
Gadolinium(Gd) 64 157,3 1313+1 3273 7,901(25)
Gallium(Ga) 31 69,72 29,76 2204 5,904 (fest)
Germanium(Ge) 32 72,61 938,3 2833 5,32(25)
Gold(Au) 79 196,97 1064,2 2856 19,31(20)
Hafnium Hf) 72 1785 2233420 4603 13,31(20)
Hahnium(Ha) 105 [262] - - -
Helium (He) 2 40026  -272,2(26atm)  -268,9  0,1785g/1(0)
Holmium(Ho) 67 164,9 1474 2700 8,795(25)
Indium(In) 49 114,8 156,6 2072 7,31(20)
Iridium(Ir) 77 192,2 2446 4428 22,42(17)
Jod(I) 53 126,9 113,7 184,4 4,93(20)
Kalium(K) 19 39,10 63,28 759 0,862(20)
Kobalt(Co) 27 58,93 1495 2927 8,9(20)
Kohlenstoff
(C, graphit) 6 12,01 3550 3825(subl)  1,9-2,3
Krypton(Kr) 36 83,80 -157,4 -153,2 3,733g/1
Kupfer(Cu) 29 63,55 1085 2562 8,96(20)
Lanthan(La) 57 138,9 918 3464 6,145(25)
Lawrencium(Lr) 103 [262] - - -
Lithium(Li) 3 6,941 180,5 1342 0,534(20)
Lutetium(Lu) 71 175,0 1663 3402 9,841(25)
Magnesium(Mg) 12 24,31 650 1090 1,738(20)
Mangan(Mn) 25 54,94 124613 2061 7,3£0,1
Mendelevium(Md) 101 [258] 827 - -
Molybdén(Mo) 42 95,94 2623 4639 10,22(20)
Natrium(Na) 11 22,99 97,7240,03 883 0,971(20)
Neodym(Nd) 60 144,2 1021 3074 7,008(25)
Neon(Ne) 10 20,18 -248.6 -246,1 0,8999g/1(0)
Neptunium(Np,«) 93 [237] 644 ~3902 20,25(20)

Nickel(Ni) 28 58,69 1455 2913 8,90(25)
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Niob(Nb)
Nobelium(No)
Osmium(Os)
Palladium(Pd)
Phosphor (P,weif3)
Platin(Pt)
Plutonium(Pu,a)
Polonium(Po,a)
Praseodym(Pr,3)
Promethium(Pm)
Protactinium(Pa)
Quecksilber(Hg)
Radium(Ra)
Radon(Rn)
Rhenium(Re)
Rhodium(Rh)
Rubidium(Rb)
Ruthenium(Ru)
Rutherfordium (Rf)
Samarium(Sm)
Sauerstoff(O)
Scandium(Sc)
Schwefel(S,rhombisch)
Selen(Se,grau)
Silber(Ag)
Silicium(Si)
Stickstoff(N)
Strontium(Sr)
Tantal(Ta)
Technetium(Tc)
Tellur(Te,amorph)
Terbium(Thb)
Thallium(T1)
Thorium(Th)
Thulium(Tm)
Titan(Ti)

Uran(U)

41
102
76
46
15
78
94
84
59
61
91
80
88
86
75
45
37
44
104
62

21
16
34
47
14

38
73
43
52
65
81
90
69
22
92

2477+10
3033+30
1555
44,15
1768
640
254
931
1042
1572
-38,83
700
71
3186
196443
39,31
2334

1074
22188
1541
115,2
221
961,78
1414
-210
777
3017
2157
449,540,3
1356
304
1750
1545
1668410
1135

o

S
&
§
b‘;’Q
Q
&

4744
5012100
2063
280,5
3825100
3228
962
3520
~3000
356,73
1140
61,7
~5596
36954100
688
4150

1794
-182,95
2836
4446
68541,0
2162
3265
-195,8
1382
5458-£100
4265
988
3230
1473£10
~A4788
1950
3287
4131

<
8,57(20)
22,57(20)
12,02(20)
1,82
21,45(20)
19,84(25)
9,32

6,773
7,264(25)
15,37
13,546(20)
5

9,73g/1
21,02(20)
12,41(20)
1,532(20)
12,41(20)

7,520(25)
1,4290g/1(0)
2,989(25)
2,07(20)
4,79
10,5(20)
2,33(25)
1,2506g/1
2,54
16,65
11,50
6,24(20)
8,230
11,85(20)
11,72
9,321(25)
4,54
~18,95
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Vanadium(V)
Wasserstoff(H)
Wismut (Bi)
Wolfram(W)
Xenon(Xe)
Ytterbium(Yb,a)
Yttrium(Y)
Zink(Zn)
Zinn(Sn,weiB)
Zirkonium (Zr)

1910410
-259,34
271,4
3422:£20
-111,8
819
1522
419,53
231,93
185542

3407
-252,87
1564+ 5

5555

-108

1196

3345

907

2602

4409

Q\&g
6,11(19)
0,0899g/1(0)
9,75(20)
19,3(20)
5,387g/1
6,903
4,469(25)
7,13(25)
7,31
6,506(20)
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Solidus, 117, 126
Sonnenkollektor, 70
Soret-Effekt, 220
Spannungstensor, 130, 191
spezifische Warme, 19
spezifische Zustandsfelder, 184
Spinentropie, 164
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stochiometrische Koeffizienten, 83,
235
Stabilitdtsbedingungen, 98, 100
Standardabweichung, 187, 249, 270f.,
273
statistisches Gewicht, 303
Stefan-Boltzmann Gesetz, 48, 70,
400
Stellgréfen, 17f., 270
Stirling-Naherung, 305
Sublimation, 68
Superfluiditat, 174
Supraleitung, 143, 156, 172, 178
Suszeptibilitat, 141, 143, 251
System
-ergodisch, 278
-erweitert, 284
-isoliert, 284
-offen, 284
-thermodynamisch, 5

T

Taulinie, 116
Teilcheniibertrag, 43
Teilchenzahlen, 33, 303
Temperatur

-Caratheodory, 389

-Celsius, 13

-Curie, 142

-Entmischung, 126

-Fahrenheit, 13

-Kelvin, 13

-Korrelationen, 295, 297

-Skala, 12

-absolute, 25, 27, 40, 286

-empirische, 11, 13, 40

-kritische, 68

-mikro, 279

-statistische, 279, 286
thermische Schwankungen, 245, 258,

275, 284, 292

thermische Strahlung, 47
thermische Unschérferelation, 257

thermische Zustandsgleichung
-Dieterici Gas, 61
-ideales Gas, 56
-van der Waals Gas, 59
thermischer Expansionskoeffizient,
53, 94
Thermodiffusion, 220, 225
thermodynamische Naherung, 297
thermodynamische Potentiale, 35,
399
thermoelektrische Spannungsreihe,
152
Thermoelement, 152
Thermokraft, 152, 228f., 234
Thermospannung, 151
Thomson, 155, 229
-Koeffizient, 153, 233
-Wiérme, 153, 232f.
Trennrohr, 221
Tripelpunkt, 12, 68
Tropfen, 133

u

Uebergangshéufigkeit, 264 f.
Uebergangswarme, 69 f.
Ungleichgewichtszustand, 8, 16

\%

van der Waals Gas, 59
van’t Hoff Gesetz (Osmose), 82
van’t Hoff Reaktionsisobare, 87
van’t Hoff Reaktionsisotherme, 86
Verbrennung, 18
verdiinnte Losungen, 78
Verdampfungsenthalpie, 403
Verdampfungswarme, 111
Verlustfaktor, 23
Verteilung
-kanonische, 288
-mikrokanonische, 287
Virialentwicklung, 58f., 62, 73
Virialsatz, 279
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Viskositét, 213
Volumenviskositat, 211, 213

w

Warme, 15, 283
-Diffusion, 193, 201
-Konvektion, 201
-Losungs-, 127
_Leitfihigkeit, 218, 223, 228, 234
-Reaktions-, 84
-Schmelz-, 111
-Strom, 193, 201
-Verdampfungs-, 111
-spezifische, 19
-strahlung, 48
Wiérmetiibertrag, 11, 15
Wiérmebad, 22
Warmekapazitat, 19f., 44f., 73, 167,
185, 234, 292, 297, 300
-isobare, 99
-isochore, 99
Wiérmeleitung, 193, 201, 218, 223
Warmemotor, 22
Warmepumpe, 22, 41, 44
Wahrscheinlichkeit, 245, 249, 257,
259, 263, 267, 269-272,
299-303, 308, 310f.
-bedingte, 265, 267, 271
Wasserdampftabelle, 403
Wirkungsgrad, 23

y4
Zeitparameter
-Beobachtungszeit, 245, 252, 263,
270
-Einstellzeit, 248, 250 ff., 254, 259,
261, 268

-Einzelzeit, 271 f.

-Relaxationszeit, 254, 268

-Wiederkehrzeit, 271 ff.

-kumulierte Verweilzeit, 245, 270f.
Zeitsymmetrie, 261, 263-271, 273

Zeitumkehr, 261 ff., 270f., 273
Zimmerheizung, 71
Zinn, 20, 163
Zustands
-dichte, 281, 288
-funktion, 18, 27
-gleichung, 40, 72, 74
-grofe, 7, 270
-potential, 278, 283 f.; 303
-summe, 278, 284
Zwei-Flissigkeiten Modell, 174
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