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1. Integration von Funktionen einer Reellen Verinderlichen

Bei vielen Problemen in der Physik und Technik tritt die Frage auf ob man Aussagen iber das
Anderungsverhalten einer Funktion in einem Intervall | machen kann, wenn man ihre Anderungsrate (also ihre
Ableitung) in jedem Punkt von | kennt, ja ob man die Funktion nicht sogar aus ihrer Anderungsrate
wiedergewinnen, rekonstruieren kann. Man steht dann vor dem folgenden Problem: Auf | ist eine Funktion
gegeben, von der man weiB, daB sie die Ableitung einer (zundchst noch unbekannten) Funktion ist, d.h.
gegeben ist f auf |, gesucht ist F mit F'=f. Dieses Problem lauft im wesentlichen auf die Frage hinaus, wie man
zu einer gegebenen Funktion f auf | eine Stammfunktion F bestimmen kann.

Bei vielen Untersuchungen drangt sich eine weitere Frage auf, ndmlich die, ob eine vorgelegte Funktion f, von
der man nicht a priori wei3, ob sie eine Ableitungsfunktion ist, doch als solche aufgefaBt werden kann, die
Frage also, ob f iberhaupt eine Stammfunktion besitzt.

In diesem Kapitel sollen diese beiden Probleme ausfiihrlich erortert werden. Dabei werden nur Stammfunktionen
von Regelfunktionen eingefiihrt, wobei die Klasse der Regelfunktionen zwischen der Klasse der stetigen und der
der Riemann-integrierbaren Funktionen liegt. Die Stammfunktion wird zunéchst fiir gewisse einfache Funktionen,
die sogenannten Treppenfunktionen, direkt erkldrt und dann dber einen Approximationsproze8 auf allgemeine
Funktionen ausgedehnt.

Falls nicht ausdriicklich etwas anderes erwdhnt wird, sollen alle auftretenden Zahlen und Funktionen reell sein,
obwohl die meisten Aussagen auch fiir komplexwertige Funktionen einer reellen Variablen gilltig sind.

81 Treppenfunktionen, Regelfunktionen und ihre Integration Uber
kompakte Intervalle

In diesem Abschnitt wird das Integral fir die Klasse der Regelfunktionen eingefiihrt, indem es zunichst fir
gewisse einfache Funktionen, die sogenannten Treppenfunktionen, direkt erklart und dann Uber einen
ApproximationsprozeB auf allgemeine Funktionen ausgedehnt wird.

(1.1) Definition: Sei | ein Intervall mit den Endpunkten aund b, a<b.

1) Eine Menge Z:={Xo, X1, ..., Xm}, M € N mit Xp:=a<x1<...<Xm:=b heildt eine
Zerlegung von |. x¢ heil3tZerlegungspunkt.

2) Jede Zerlegung:&on | mit Z< Z; heildt eine/erfeinerung von Z.

3) Eine Funktion T: 4R heil3t einel reppenfunktion, wenn es eine Zerlegung
Z={Xo, X1, ..., %o} VONn | gibt, so dal3 T auf jedem offenen Teilintervalli(x;),
j € {1, ..., m} konstant ist.c7 (I) bezeichne die Gesamtheit aller Treppen-
funktionen auf I.

(1.2) Lemma: Sei T eine Treppenfunktion auf [a,b]. Sei Zg{x, ..., X} eine Zerlegung
von [a,b], so dal T(X)xdlr X € (Xk-1,%), k€ {1, .., m}. Dann gilt:
1) T ist beschrankt auf [a,b], d.h. es gibt ein M>0 pi{x) | < M fiir alle xe [a,b].

2) Der Wert Zlck(xk - X, ) Ist unabhéngig von der Wahl der Zerlegung von [a,b].
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Beweis.
ad1): SetzeM:=max{ |G |,|T(X)|,| T(Xo)|:je{1, .., mi}

ad 2): Sei Zo={Yo, Y1, .., Yn} €ine weitere Zerlegung von [ab], dann ist Zo U Z eine
Verfeinerung von Z, und Z.

Sei k € {1, ..., m}, dann habe (xx-1,Xx) weitere Teilungspunkte t;, ti+1, ..., tr+i,

d.h. X 1<ti<tiz1< ... <tpi<X.

r

Dann gilt: Ce-(Xk-Xk-1)= Ci- (Xi-tr+i) + Z Cp [tivg = tiey) + Cee(ti-Xin)-

Setzt man fur . -HR _
_Bupff(x)| fallsf auf | beschrankist

If]l..:= Oxo
E 0 sonst

dann gilt fir jede Treppenfunktion T:[a;BR stets||T||,.< . g.e.d.

(1.3) Definition: Sei T:[a,b}>R eine Treppenfunktion auf [a,b], Z={xX, ..., %} eine
Zerlegung von [a,b] mit T(X)xdUr X € (X-1,%), k€ {1,..., m}. Dann heil3t die Zahl

b m
IT(x) dx:= ch [(x, — X,) daslntegral von T auf [a,b].

Fir Treppenfunktionen gelten folgende einfach nachzuweisende Eigenschaften:

(1.4) Lemma: Sind T und S Treppenfunktionen auf [a,&1],8 € R, so gilt:
1) x-S+8-T ist eine  Treppenfunktion auf [ab] und es

}(a B+ MKX) dx=a qb'S(x) dx+ g E}T(x) dx

2)

J’ T(X) d><‘ < J’ T dx < (b-a) OfT| |

3) }T(x) dx < }S(x) dx, wenn T(x)< S(x), fur xe [a,b]

Wir wollen nun den Integralbegriff auf eine gréBere Klasse von Funktionen ausdehnen, ndmlich auf die Klasse
der Regelfunktionen, und zwar so, daB die Aussagen von Lemma (1.4) auch weiterhin sinngemas gelten.

(1.5) Déefinition: Sei IER ein Intervall mit den Randpunkten a und b, wobek-a < b< .

gilt

Eine Funktion f. R heil3t eine Regelfunktion auf |, wenn sie folgende

Eigenschaften besitzt:
1) fur xo € (a,b) existierenim f(x) := lim f(x) und lim f(x) := lim f(x)
X X3 X— Xg X Xg X - Xg

2) ist ae I, so existiertlim f(x)
X-a

3) ist be |, so existiertlim f(x)

X-b~

R(I) bezeichne die Menge aller Regelfunktionen auf I.
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Sind f und g Regelfunktionen auf dem Intervall I, so werden durch sie eine ganze Reihe neuer Regelfunktionen
auf | erzeugt. Der folgende Satz faBt einige davon zusammen und kann als Ubungsaufgabe bewiesen werden.

(1.6) Satz Sei ICR ein Intervall mit den Randpunkten a und b, a<b. Sind f und g
Regelfunktionen auf I, so sind auch die folgenden Funktionen Regelfunktionen auf I
) [f|:1->Rmit |f|(X):=]f(x)]| furxel
2) f.g: =R mit (f-g)(x):=f(x)-g(x) fur xe |
3) max(f,g): >R mit max(f,g)(x):= max{f(x),g(x)}, xe |
4) min(f,g): I—R mit min(f,g)(x):= min{f(x),g(x)}, x|
5) fii I->R mit f.(y):= lim f(x) fir y=b und {(b):= f(b), wenn ke |
X-y

6) f..1—R mit f.(y):=lim f(x) fur y=a und f(a):= f(a), wenn & |
X=y

(1.7) Satz Ist ICR ein Intervall, f: IR stetig oder monoton, so ist f eine Regelfunktion
auf I.

Beweis:

Ist f: >R stetig, so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition.
Ist f monoton wachsend auf | ung« | mit xo>a, wobei a linker Randpunkt von | ist, dann
gilt: f(xo)>f(x) fir x € (a,%), d.h. s:= sup{f(x): x (a,%)} existiert.
Seie>0, wir wahlen:  (a,%) mit s < (&), dann gilt: se < f(x) < s fur alle xe (&,Xo).
Also gilt s=lim f(x) .
X=X

Ahnlich zeigt man fiir g<b, b rechter Randpunkt von |, da
lim f(x) = t:= inf{f(x): x € (xo,b)}.
XX

(1.8) Definition: Sei IER ein Intervall. Eine Funktion f.—bR heil3t stiickweise monoton
bzw. stiickweise stetigwenn es eine Zerlegung Z={Xo, X1, ..., Xm} ZU [&b]<I mit a<b
gibt, so daR f in jedem Teilintervallj(xx), j € {1, ..., m} monoton bzw. stetig ist und
in jedem Punkt x | der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert existiert.

Unmittelbar aus dem Beweis zu Satz (1.7) ergibt sich

(1.9) Korollar: Sei IER ein Intervall und f. R stickweise stetig oder stlickweise
monoton. Dann ist f eine Regelfunktion auf I.

Grundlage fir die beabsichtigte Erweiterung des Integralbegriffes auf eine groBere Klasse von Funktionen ist der
folgende Approximationssatz, der zeigt, da sich Regelfunktionen durch Treppenfunktionen approximieren lassen.

(1.10) Satz Fur eine Funktion f: [a,bpR sind folgende Aussagen aquivalent:
1) fist eine Regelfunktion auf [a,b]
2) zu jedeme>0 existiert eine Treppenfunktion T: [aBR mit |[f(X)-T(X) | < ¢ far
alle xe [a,b]
3) zu jedene>0 existiert eine Treppenfunktion T: [a;bR mit ||f-T|| . <&

4) es gibt eine Folge (. n von Treppenfunktionen;uf [a,b] mitlim|f - T||_=0
IAOO
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Bemerkung: Die Eigenschaft ||i-T||,, < & bedeutet geometrisch, daB der Graph von T in dem ,e-Streifen” von f

verlduft, die Treppenfunktion T also in ihrem ganzen Verlauf auf | dicht genug bei f bleibt.
Bewels:.

1) = 2):
Angenommen, 2) gilt nicht: es gibt £0>0, so dal} fuyede Treppenfunktion T: [a,B}R ein
xt € [a,b] mit | f(x1)-T(x7) | >¢0 eXistiert.
: [l a+tbOdm+b [
Durch Halbierung des Intervalles erhalten viaf——p, b
? B2 BH2 B

Auf einem dieser Teilintervalle gilt 2) ebenfalls nicht, dieses Teilintervall sdhJaDurch
Halbierung von [aby] erhalten wir [a,b;], auf dem 2) wieder nicht gilt.
Wir konstruieren also eine Folge {la])n - n von Intervallen mitlim(b, —a,)=0 und

[an+1,bh+1] < [a@n,by] flir ne N und der Eigenschatft
(*  zujedem re N und zu jeder Treppenfunktion;Tan,b,] —R existiert ein Punkt

XT.n € [@n,bn] mit | f(XT.n)-Tn(XT.n) | > £o.
Die Intervallschachtelung definiert einen Punktex(a,b). Da f Regelfunktion ist, existieren
cr::xlln)(gf(x) und ¢::Xllnng(x) . Zu & existiert eind>0 mit
| f(X)-Cr|< e flr xe (Xo,Xo+O] und | f(X)-C| | < &o flr X € [Xo-0,Xo).
Wahle Ne N so groB3, daf? fghbn] < [Xo-9,X%0+0]. Auf [an,bn] betrachte Treppenfunktion S:
[, xDOlay,X,)
S(x)::%f(xo) X =X, , dann gilt:
H:r X0 (Xq,by]
| f(X)-S(X)| < & flr alle xe [an,bn] ist im Widerspruch zu (*).

2)=3)

Aus | f(X)-T(x) | < ¢ fur alle xe [a,b] folgt ||f-T||..= sup |f(X)-T(X) |<e
x O[a,b]

3)=4)

Zu je N existiert eine Treppenfunktion &uf [a,b] mit||f-T||w§%, so dallim||f-T||,=0
J Jme

4)=1)
Wir beweisen nurlim f(x) flr x € [a,b) beliebig.
X=X

Sei ¢>0, dann existiert eine Treppenfunktion T: [af mit ||f-T||w<£§. Sei (%,t) ein

Intervall, auf dem T konstant ist. Dann gilt fur alle &,¥xo,t):
| T(X)-f(y) | <[f(X)-T(X) | +| T(X)-f(y) [< &. Nach dem Cauchy-Kriterium existiert der
rechtsseitige Grenzwert. g.e.d.

(1.11) Korollar: Sei ER ein Intervall: f: IR ist genau dann eine Regelfunktion auf I, wenn
zu jedem Intervall [a,li}l eine Folge von Treppenfunktionen,: T[a,b}->R mit

lim|f |[ab] = T,|_=lim sup [f{() - T,(x)|=0 (d.h. T, konvergiert auf [a,b]
N—eo xa,b]

© n- o

gleichmalRiig gegen f)
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Auch folgende Charakterisierung von Regelfunktionen erweist sich als niitzlich:

(1.12) Korollar: Eine Funktion f: [a,b] —R ist genau dann eine Regelfunktion auf [a,b], wenn
eine Folge (Tn)n. N VON Treppenfunktionen auf [a,b] existiert, so dafl}
1) || Th||,<ooflrneN

2) 2\% | <o

3) f(x)= 2Tj (x) fir jedes x [a,b]

Beweis:

,=" Sei f eine Regelfunktion, zug N existiert Treppenfunktion; it ||f-S,-||w<2—1j.

Wir setzen §= 0, Tj:= §-S.4, j € N. Dann gilt: | Tj||.. = |§-S1ll. < [|S]l.. +| -1l <
n n 1

fx)-Y T.(X) [=1f(X)- ) S;(X) =S_,(X) |=]f(X)-Sn(X) | <|| f-Snll . <—.

|(x) ]Z i () 1=11(x) ,Z 100 =S 0 1=1109-S09 [ <1 FSall. <3

oo liefert f(x):iTj ().
]:

1 1 3 .
Da||T,-||:||S-S.1||g||S-f||+||f-S,--1||<?+ - :;,gﬂt

21
= = 1
]ZIHTjHSSEIZ?<oo.

<" f habe die angegebene Darstellung, wir betrachten die Foled& Partialsummen

S= iTi von f(x)zlej x).

Seieg>0, dann existiert wegen 2) ein &N mit ZHTj H <¢g furalle m,n>N, (n>m)
j=m+1

—ZH-.I-]

=SSl =

n
< ST, <«
o j=m+1 *

= (||Snll.)n< N ist Cauchyfolge bzgl|.||.., insbesondere ist {&)), eine Cauchyfolge iR fur
jedes X, also konvergent i

= | Sn(X)-Sn(X) |[< e = [(X)-Sn(X) |[< e fur m— oo und alle xe [a,b]

= ||-Sp||,,— 0, n— . g.e.d.

Il

(1.13) Korollar: Sei | ein Intervall mit den Randpunkten a und b. Dann gilt fur jede
Regelfunktion f: R:
1) fist beschrankt auf I, wenn I=[a,b]
2) fist stetig auf1\d, wobei bcl eine hochstens abzéhlbare Teilmenge ist
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Bewels;
ad 2)

Da (a,b):U%a+— b—— (-oo,b):UE-n,b—ﬁg

nON nON

(a,oo):U§+H,nE R:U[—n,n],

nON nON

genlgt es, die Behauptung fir [a,b] zu zeigen. Da f Regelfunktion ist, gibt es eine Fplge (T
von Treppenfunktionen auf [a,b] mit f(x%1 T,(x), x< [a,b].
]:

fist in X € [a,b] hochstens dann unstetig, wenn mindestens eine der Treppenfunktiamen T

Xo unstetig ist.

Da jede Treppenfunktion nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, folgt die Behauptung.
g.e.d.

Fir die Definition des Integrals von Regelfunktionen Uber kompakte Intervalle ist das folgende Ergebnis von
entscheidender Bedeutung:

(1.14) Satz Sei f eine Regelfunktion auf [a,b]. Seien){Tind ()« Folgen von Treppen-
funktionen auf [a,b] mltI|m||f -S || =0 und lim|f - T, H =0. Dann existieren die

]-»oo

Grenzwertel_imITj (x) dx und II(imISk (x) dx, und es qgilt:
]-;00 — 00

b b
!lm!Tj(x) dx = ll(lm'!sk(x) dx.

Beweis:

Da

b b

IT]. (x) dx _IT' (X) dx

= I(Tj () = T, (x) ) dx

< 'ﬂ(Tj ()~ T,(x)) dx< [l =, ax
<(b-a T, -T[ <®-a Eﬂ[Tj ~f[_ +[f —T.||w),

b
bilden die ZahlennI:ITn(x) dx eine Cauchyfolge iR, die in R gegen einen Grenzwert

b
konvergiert. Ebenso konvergient:éISm (x) dx gegen einen Grenzwert i

Wir mischen die Folgen (5, (Tk)k (Reil3verschluBprinz)p etwa S1,T1,$,T2,S3,T3,...
neue Folge von Treppenfunktionen sei (Rp)p - n genannt. Es ist |Ime -R H =0. Der Grenz-

p-o
b

wert IimIRp(x) dx existiert ebenfalls, etwa gegen |I. Deshalb konvergieren die Teilfolgen I,
p_>00

und J, ebenfallsgegen 1. g.ed.
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Dieses Ergebnis rechtfertigt erst die folgende Definition:

(1.15) Definition: Sei | ein Intervall, f: 1 —-R eine Regelfunktion. Seien a,b € | mit a<b. Ist
(T}); eine Folge von Treppenfunktionen auf [a,b] mit lim|f =T | =0, dann heiRt der

b b
GrenzwertIf(x) dx:= IimITn (x) dx dasintegral von f Gber [a,b] und f Uber [a,b]

integrierbar. Wir setzen:

}f(x) dx:=0 und i’f(x) dx:= —}f(x) dx

Das Integral ist somit fiir jede auf [ab]<I stiickweise stetige bzw. stiickweise monotone Funktion erklart.
Beispidl:

Sei f: [0,1]—R mit f(x)::% t(DD((QRm—[g)l]m (0] Ist f integrierbar? Nein!

Es gelten die folgenden Grundregeln, die wir in einem Satz zusammenfassen und deren Beweise als leichte
Ubungsaufgaben bearbeitet werden konnen.

(1.16) Satz Sei ICR ein Intervall. Seien f: 1 -R, g: I -R Regelfunktionen, &, € R. Dann

sind «-f+-g, f-g und — falls| g(x) | >c>0 fiur xe | ist — auchf— Regelfunktionen auf I.
g

Fur beliebige a,k | gilt:
b b b
1) I(a od+p Dg)(x) dx=a qf(x) dx+ g qg(x) dx
c b c
2) If(x) dx:If(x) dx+!’f(x) dx fur ce | mit a<b<c
(eigentlich c beliebig, d§ fir a<b auch definiert ist)
b

3)

xO[a,b]

J’f(x) d><‘ sJ’|f(x)| dx< (b-2a) [f |, = (b—a) Osup [f(x)|
4) }f(x) dxs}g(x) dx, wenn f(xkg(x) fur xe [a,b]. Sind f und g stetig auf [a,b] und

b b
gilt f(xo)<g(xo) fur ein % € [a,b], dann giItIf(x) dx <Ig(x) dx
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5) Ist (fn)n . n €ine gleichmalig konvergente Folge von Regelfunktionen auf [a,b],
dann ist die Grenzfunktion f: [a;p]R mit f(x):=1imf (x) eine Regelfunktion

b b b
auf [a,b]. Es giIt:If(x)dx:IIimfn(x) dx = IimIfn(x) dx.

Satz (1.16) liefert ohne groBe Schwierigkeiten den Mittelwertsatz, der in einem Spezialfall geometrisch wie folgt
gedeutet werden kann: Der Flacheninhalt unter dem Graphen einer (positiven) Funktion f ist gleich dem
Flachen-inhalt eines Rechtecks iber [a,b] mit einem geeigneten mittleren Funktionswert von f als Hohe. Die
Schwierigkeit dabei wird angedeutet durch das Wort ,geeignet®, da man nicht genau wei3, an welcher Stelle im
Intervall [a,b] der Funktionswert zu berechnen ist.

(1.17) Satz (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung):
Sei ER ein Intervall. Sei f: R stetig. Sei p:-bR eine Regelfunktion mit p(xp fur

b b
x € [a,bkcl. Dann gibt es eid € [a,b], so daq’f(x) Op(x) dx =f (&) qp(x) dx.
b
Insbesondere gibt es eire [a,b] mitIf(x) dx=f(&){b-a).
Die Funktion p: [a,b}R heil3t oftmals auc&ewichtsfunktion.
Beweis:

f ist stetig auf [a,b]. Also existieren M]Eaé]f(x) und m::g?i rg]f(x) . Ebenso gilt

m-p(X)<f(X)-p(X)<M-p(X) flr x € [a,b] und damitm qb'p(x) dxs}f(x) (p(Xx)dx<M qbip(x) dx.

b b
Also gibt esu € [m,M] mit qu(x) dx:If(x) [p(x)dx. Da f auf [a,b] stetig, gilt nach dem

Zwischenwertsatz:

es gibt¢ € [a,b] mitu=f(¢). g.e.d.
Beispidl:

b m+l _ om+l

I x™ dx = b a

A m+1

Beweis:

f: [a,b] =R mit f(x)=x" ist stetig, damit eine Regelfunktion auf [a,b], a<b.

Sei Z={xo, X1, ..., %} die Zerlegung von [a,b] mik; =a+ b-a

n
X € [Xj-1,%) = j’Tn(x) dx= ix?ll x, —xj_l):i%ew b;agj —1)%%.

0, setze §(x):=x{, far
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Esgilt: ||f-Ta|l,= sup [x" =T, (x)|= sup [x" =T, (x)|< sup [x] =xT|
xO[a,b] 1:1»{11‘...‘1)) jO{1,...,n}
_ ,b-a b-a 1)9”
]D{l ..... n}D
Speziell fur a=0, b>0:
b
zITn(x)dxzzﬂ—H” g™ und [T, < sup B—HHE(J —G-™)
0 jo{a,..., n}
Setze g(x):= X(x-1)" = g‘(x) = mx™-m-(x-1)™* = m(xml (x-1)"H >0
= ¢g(X) monoton steigend
= ||1‘-Tn||w§BEHn (n" -(n-1)")=b" E%—En—_lga
Oon OH
= Llﬂn;”f -T.|. =0
n-1
Mdx=lim ([T, (x)dx=li m=| j"
:>!x X m;I C(x)dx n|ﬁnQZB—HH 0 JID%H” EZJ
vl nm”ZJ fir alle ne N
1 n-1 m 1 1 n-1 _ 1 n-1
= nm+1 ]ZJ <m+1 nm+1 ZJ m+ - m+l ZJ +_
e de=tim2H
:>Ix dx = lemn EZ ]
:>Ix dx = Ix dx — Ix dx—bm+l_ i g.e.d.

m+1
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8 2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bringt die theoretisch sehr wichtige Erkenntnis, daf3 jede
Regelfunktion eine Stammfunktion besitzt. Er gibt eine solche Stammfunktion an in Gestalt eines Integrals mit
variabler oberer Grenze bei beliebig fixierter unterer Grenze. Der Hauptsatz vermittelt dariiber hinaus bei
Kenntnis einer Stammifunktion die wichtige Information, wie der Wert des Integrals mit Hilfe einer
Stammfunktion berechnet werden kann.

Wir geben eine sehr allgemeine Definition einer Stammfunktion:

(1.18) Definition: Sei ICR ein Intervall. Eine Funktion F: I—R heil3t eineStammfunktion
von f: I-R auf |, wenn
1) F stetig auf | ist
2) F'(X)=f(x) fur alle xe I\ o, wobei b eine hdchstens abzéhlbare Teilmenge ist

In den meisten Lehrbiichern wird fiir eine Stammfunktion F die Differenzierbarkeit und Identitdt F'=f auf ganz |
verlangt. Aber bereits einfachste Anwendungen, zum Beispiel bei Differentialgleichungen mit unstetigen
Steuerungsfunktionen, wie sie in Naturwissenschaft und Technik oft auftreten, rechtfertigen den genannten etwas
allgemeineren und flexibleren Begriff Stammfunktion im Sinne der Definition (1.18).

Fir Stammfunktionen gelten die folgenden Aussagen:

(2.19) Satz Seien F: R und G: >R Stammfunktionen von f-bR bzw. g: BR, ICR
ein Intervall, a,l= R. Dann ist
1) aF+bG eine Stammfunktion vonfab.g auf |
2) F+c eine Stammfunktion von f auf | fir jede Konstante c
3) F-F konstant, wennjeine Stammfunktion von f auf | ist

Beweis:

1) + 2) folgen unmittelbar aus der Definition
3) folgt aus (1.20)

(1.20) Lemma: Sei ER ein Intervall, 41 eine hochstens abzéhlbare Teilmenge. Sei F stetig
auf | und differenzierbar auf | b.IFerner gebe es eine Konstante L>0 fRit(x) |< L
far alle xe I'\ lo. Dann gilt | F(x1)-F(x2) | < L | x1-X2| fur alle x3,xz € .

(1.21) Korollar: Seien F,G stetige Funktionen auf |, die aufd differenzierbar sind, wobei
lo eine héchstens abzahlbare Teilmenge des IntervailRsst. Gilt F(x) = G*(x) fur
alle xe 1'\ lp, dann gilt F(x)=G(x)+c furlle x € I, c eine Konstante.
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Ist F eine Stammfunktion von f so nennt man die Gesamtheit der Funktionen F+¢, ¢ € R, das unbestimmte
Integral von f und beschreibt dies durch das Symbol I f(x) dx im Unterschied zum bestimmten Integral

}f(x) dx.

Beweis zu (1.20):

Seien x1,X2 € | mit x3<x,. Fure>0 definiere §x):=|F(X)-F(x) | -(L+¢&)- | X-X1]|, X< |.
Zu zeigen: Kx2)<O fur jedes>0.

Angenommen, es gibt eiy mit F, (x2)>0. Da b hochstens abzahlbar ist, ist aukh (lo)
hochstens abzahlbar, also existiert i F, (lo) mit F, (x))=0<y<F, (x2). Sei c die grof3te
Zahl in [x,%z] mit F, (c)=y, dann gilty<F, (x) fur alle xe (c,%].

Ferner gilt fiir xe (c,x]

FS
™) pX):=—

-k, @© _F&X-y
= >0
X—C X—C

Andererseits gilt:

(p(X): |F(X) - F(X1)| —(L+ Eo) |:|]X - X1| - |F(C) - F(X1)| +(L+ 50) [[b - X1|

X—-C

_JFO) = F(x,)| =[F(©) = FOx)| = (L + &) Tx = x| = [e = x,])
X—-C

_|F(X) - F(X1)| - |F(C) - F(X1)| —(L+ 50) Hx - X, —C+ Xl)
X—-C

_|F(X) - F(X13(| :|(|::(C) - F(X1)| _ (L +50)

£|F(X) - F(Xl) -F)+ F(X1)| _ (L + Eo)

X—-C
:<F(x)—F(c) L,
X-C °

Day ¢ F, (lo = c¢lomit F, (=Y
= Fist in c differenzierbar

Da |F'(x) | < L fur alle xe I'\ Iy, gibt es ein offenes Intervall (c,d) mit
|F(X) - F(c)

<L +¢&, fur alle xe (c,d)
X—C

= ¢(x)<0 fur alle xe (c,d) im Widerspruch zu (*).
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Also ist die Annahme falsch

:jnmeagso:>FgﬁlfgﬁgL g.ed.
-0 X2 _Xl
Bemerkung:
f:I-Rund g: I-R FX)=f(x) xel\lg F:If(x) dx
If(x) dx:Ig(x) dx % F=G
= F=G+cC

Welche Funktionen besitzen denn (berhaupt Stammfunktionen? Geht man dabei von Regelfunktionen aus, da
fir diese Funktionen Integrale erkldrt werden, so erhalten wir die Antwort in dem folgenden Hauptsatz:

(1.22) Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Sei ER ein Intervall, sei & | beliebig. Sei f: R eine Regelfunktion auf I.

Sei F: >R definiert durch F(x)::jf(t) dt fir xe 1. Dann gilt:

1) Fist stetigin|
2) In jedem Punkt xe | ist F linksseitig und rechtsseitig differenzierbar mit

£.(x6) = Fri(xg) := lim 00~ F¥o)
X Xg X=X,

f.(Xo) = F'(Xo) := |imw
X Xg X =X,

3) Fist eine Stammfunktion von f auf |

und

b

4) Fur jede Stammfunktion G von f auf | und jedes a,bgilt If(x) dx=G(b)-G(a)

Beweis:

ad 1)
Sei xe |; sei he R, so dal} x+lz |

x+h X x+h

FOcHh)-F(9) = [T dt - [T dt= [0t

x+h

= | F(x+h)-F(x)| = J'f(t) dt

<[h/gif].,

x+h x+h
< [lf@fa<[f], E‘]J’dt

[IF(X)-F(y)| < L-|x-y]| Lipschitz-Stetigkeit]

= ‘Ihi‘mo|F(x +h) -F(x)| =0 = F stetig in |
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ad 2)
gezeigt wird die rechtsseitige Differenzierbarkeit in x € I:
Sei £>0, wahled>0 mit | f(y)-f+(x) | < ¢ fur alle ye (x,x+0)

2‘% ()= ‘ (Fy) - FOO - (y - 1. (x)i

1

:j E‘]}f(t) —f+ (X) dt
|q’|f(t) f, (x)|dts| |EEE]]y X =¢

|1 _
jqf(t)dt J’f+(x)dt

fur alle ye (x,x+5)
jr— F+‘(X) = f+(X)
Ebenso zeigt man‘fx) = f.(x)

Ist f in x stetig= F(X) = f(X)
ad 3)
f Regelfunktion= f stetig in I \ b = F'(x) = f(x) fur x e '\ Iy, lo=] hdchstens abzahlbar
= F Stammfunktion auf I.

ad 4)
Die Behauptung ist trivial fur F. Ist G eine Stammfunktion von f auf I, so existiert eine
Konstante ¢ mit G=F+(Satz (1.19). Dann gilt

b

G(b)-G(a) = F(b)+c-F(a)-c = F(b)-F(a)Ii(t) dt g.e.d.

(1.23) Korollar: Sei ER ein Intervall. Sei f: R eine Regelfunktion auf I. f besitzt genau
dann eine Stammfunktion F=R auf | mit F'(x) = f(x) furalle x € I, wenn f auf |
stetig ist.

Beweis:

n—
Sei f eine Regelfunktion auf | mit F'(x) = f(x)fur allexI. Sei xe |, sei ()<l eine Folge
mit X,>x und lim %= x. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert férih

FX) —F) _oe
7—F(fn)—f(fn)

= f(x) = F(q) =limF () =limf(cr) = f.(x)

einé, e (X,%,) mit

Ebenso fur den linksseitigen Grenzwert

= f(x) = f(x) = f(X) — f stetig in x, wenn x innerer Punkt ist. Ist x Randpunkt von I,
so gelten die analogen Aussagen entsprechend.

<= klar g.e.d.
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Die folgenden Beispiele ergeben sich unmittelbar aus den Differentiationsregeln:

Beispiele: (Grundintegrale)
f=F F=[f dx
a ax
Xt (ax-1) x &+
a+l
I
1=t (x+0) nix|
X
e e
a (a2>0und axl) ‘a
Ina
COS X sin X
sin X -COS X
1 -cot X
sinx?
1 tan x
cosx?

Fur die Hyperbelfunktionen gilt (man beachte die Ahnlichkeit mit den trigonometrischen Fkt.)

Z; (2)!

2k+l

eix + e—ix
COS X = cosh x =
iX —|x 2k+l
sin x = sinh x =
Z;( D (2k +1)!
f=F F=[f dx
cosh x sinh x
sinh x cosh x
1 -coth x
sinh? x
1 tanh x

cosh? x

Z)(Zkﬂ)'
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Umkehrfunktionen:

ableiten

D (f(x)) = x O 9 fx)fx=1

Fortsetzung: (Grundintegrale)

F F
1 arcsin x = -arccos X
1-x?
1 arctan x = -arccot x
1+x°2
1 arsinh x An(x +Vx? +1)
1+x?
1 Ix|>1 arcosh x = In(x +/x* —1)
+4/x% -1
+
1 > X<l artanhx=1—EHn1 X
1-x 2 1-X
+
% |x|>1 arcoth x 1 Eﬂnx—l
1-x 2 x-1

Die ndchsten beiden Folgerungen aus dem Hauptsatz zeigen, daB ein Integrand in einem gewissen Umfang
modifiziert werden kann, ohne daf der Wert des Integrals sich dabei verandert.

(1.24) Korollar: Sei ICR ein Intervall. Seien f: [-R und g: 1—R Regelfunktionen mit
f(x)=g(x) fur alle xe I\ lp, wobei b=| hdchstens abzahlbar ist. Dann gilt:

1) I f(x)dx = I g(x) dx
2) }f(x)dx:}g(x) dx a,be |

Insbesondere gilt fir Regelfunktionqrﬂ(x) dx :If+(x) dx = If_(x) dx

(1.25) Korollar: Sei ER ein Intervall, § € | hochstens abzahlbar. Sei f.({4R eine
Funktion. Sinde1: I—R undeZ: I—R Regelfunktionen auf | mit
F1(x) =F 2 (x) = f(x) fir x 1 \ I, dann gilt:
1) IfD:I_dX:IfDZdX

b

2) }F1dX:Ifde a,be |
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Mit Hilfe dieses Ergebnisses 1aBt sich der Integralbegriff auf Funktionen erweitern, die mit einer Regelfunktion bis
auf eine hochstens abzahlbare Menge bereinstimmen.

(1.26) Definition: Sei ICR ein Intervall, Io € | hochstens abzahlbar. Sei f:o(MR eine
O O
Funktion, zu der eine Regelfunktidn: |—-R existiert mit f(x) =f (x) fur x € I \ I.

O
Dann heiBtIf(x) dx:If(x) dx eineStammfunktion von f auf I.

Regelfunktionen sind also immer Ableitungsfunktionen einer fast dberall differenzierbaren Funktion. Doch gibt es
auch Ableitungen von differenzierbaren Funktionen, die keine Regelfunktionen sind, wie das folgende Beispiel
zeigh:

Beispidl:

Sei F:R—R definiert durch

1
2 $in= furx #0
F(x)::% X
firx =0
X L _cost furxzo0
— F(X)= in——-cos— flrx ' da

X X
HO furx =0

X2 B}sm1 0‘

o<l FO-FO)
xﬂo X |

x#0

. 1
=limx &in=
X-0 X

‘ x#0

<limx| =
X-0

x#0

lim
-0
x:O

X

f=F" ist keine Regelfunktion
Behauptung: f besitzt inyx0 keinen rechtsseitigen Grenzwert:

1
Xk —% O ka:»wo (kEN)

. . 1 .
IIimF(x,) =lim2E—sin(2k ) — cos(2k 1) (= -1
M (x,) =lime2 0 —sin2krn) - cos(2kr)

1 y, - 0 (j e N) , aber

YiT i+ e

I|m Fy,)= Ilm% Gﬂsn((Zj + 1)71)— cos((2j +l)7T)E:l
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1 n - cos
Dieses Beispiel zeigt auch, daB die Stammfunktion F zu f mit f(x) = n; COS;
H 0

nicht mit Hilfe eines Integrals fir Regelfunktionen erzeugt werden kann. f ist somit eine Funktion, die keine
Regelfunktion ist, und dennoch eine Stammfunktion besitzt, d.h. die Menge aller Funktionen, die eine Stamm-
funktion besitzen, ist eine echte Obermenge der Menge der Regelfunktionen, d.h.:

{f: [ab]—R: f stiickweise stetig / stickweise monoton}
¢ {f: [a,b]—R: f Regelfunktion}
< {f: [a,b]—R: f besitzt eine Stammfunktion}

(1.27) Definition: Sei ER ein Intervall; F: >R heil3tfast tGberall differenzierbar (bzw.
fast Uberall stetig differenzierbar), wenn F in | \ I, differenzierbar ist (in 1 \ 1o Setig
differenzierbar ist und F* in % Io sowohl den linksseitigen als auch den rechtsseitigen
Grenzwert besitzt), wobejd| hochstens abzahlbar ist.

Ergebnis: F: 1—R st also genau dann fast Uberall stetig differenzierbar, wenn F Stammfunktion einer Regel-
funktion auf I ist (Regelfunktionen sind ja ,fast tberall* stetig)
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8 3 Integrationsmethoden

b
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung laBt sich das Integral I f(x) dx fir eine Regel-

funktion f: I—R mit [a,b]=I dann einfach berechnen, wenn eine Stammfunktion F von f auf | bekannt ist.
In diesem Abschnitt sollen mehrere Verfahren und Regeln hergeleitet werden, mit denen sich Stammfunktionen
angeben lassen. Diese Regeln resultieren aus den entsprechenden Regeln fiir die Differentiation.

Produktregel der Differentiation  (f [§)'=f'lg + g1fl liefert

(1.28) Satz (Regel fur Produktintegration — partielle Integration):
Seien f: I-R und g: 1—-R fast Uberall stetig differenzierbar (d.h. f und g sind
Stammfunktionen von Regelfunktionen). Dann igf: fl-R fast Uberall stetig
differenzierbar auf | und es gilt:

1) [(FG0)dx=F(x) B(x) - [ (GD() dx
2) }(f () 00 )ox = [f() LS —}g’(x) 3(x) dx,
wobei b= 1 und [ 0L = 10 (b)) 10
Beweis:

F ist stetig differenzierbar in | y,1g ist stetig differenzierbar in | },Iwobei k<l und LCl
héchstens abzahlbar sind, und f * bzw. g‘ besitzen in jedem Punkteinen rechtsseitigen
und linksseitigen Grenzwert. Damit haben auch f und g in jeden ®inen rechtsseitigen
und linksseitigen Grenzwertgfist in | \ (bUIl4) stetig differenzierbar und es gilt in 1 b(I1)
die Produktrege(f [gj)'=f1g + g'il.

Da f .g und gf Regelfunktionen auf | sind, besitzen.d ‘ und gf Stammfunktionen auf |
und es gilt die Behauptung. g.e.d.

Beispiele:

1) Ix[éxdx:xEéx—Il[éxdx:erx—eX:(x—l)EeX

2) Ix”[éxdx:x”Eéx—nEIx“‘lEexdx ‘neN

3) Ilnxdxzfl[ﬂnxdx:x Eﬂnx—Ix E—lldx:x Onx -x=x{Inx -1)
X

4) Icos2 xdx:Icosx [€osx dx =sinx [tOSX —Isinx [(—sinx) dx
=sinx [Losx +Isin2 X dx = sinx [Eosx +I(1—cos2 X) dx
=sinx [GosX + X —Icos2 x dx

= ZEIcoszxdx:sinx [COSX + X

sin X [tos X + X
2

:>Icoszxdx:
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5) ICOS“xdx:...:im:os“‘lxﬂsinx+n_
n

1 i
cos"“ xdx ;n>2
n q T

6) ISin“xdx:...:—%Bsin“‘led:osx+nr:lqsin“‘zxdx

n _ 1 ha _ 1
7) Ix Eandx-n+lD< [{Inx n+1)

Mit Hilfe der folgenden Regel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhdlt man die
Methode der Substitution:

Kettenregel der Differentiation:  H(X)=F(g(x))

= H'(x) = F(9(x))-g'(x) = f(9(x))-g'(x), wenn F=f
liefert Substitutionsregel

(1.29) Satz Sei f: >R eine Regelfunktion und F~+R eine Stammfunktion von f.
Sei a,b= I, a<b. Sei g: [a,bpR stetig differenzierbar mit g([a,lat). Dann ist kg eine

Stammfunktion von f(g(x)y'(x) auf [a,b] und es gilt:
9(b)

If(g(t)) [(Hdt= [f(x)dx

g(a)

Beispiele:

b+c

b
— X — —
1) '!f(t Lt = aLf(x) dx E% =1 O dx= dt@

-b _ l b _l clb X_ _
2) c0: If(c[t) d = - T(c[t)m: dt—EDch(x) dx E%_c 0 dx-cEdth
g 4 _1 _
3) I (t) Xm‘g(t)‘ Ing(x)| Setzef(x)—X 0 Fx)=In|
4) a0:
BX+C 1 BD<+C
IaD<2+bD<+c q 2, b D<+—
a a *
ZD(+b 1 ( )
q dx+ = EEC BD q dx
X+ = D<+— X+ = D<+—
a a a a

Setze Q(X)x? +ED< + & = Q'(X)=2[X D
a a a

"(X) EC—BDb 1 Bx+C_ Bx+C

2Q(X) 0 2mOQW QW e,by.C

a a
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Fortsetzung von (*)
I E;DHC dx:EEEEan2+ED(+E+EEEC—BDb HZJ' bl dx
alx“+blk+c a 2 a ag 2fand 2, by, C
a a
1
Untersuche I —dx
c
x? +—D(+—
a a
Quadratische Erganzung:
2 _
0=x? + D+ L2 HZ b e [, bf P-4mm
a [20ar 2 a [ 2[&A[ 4[a
1. Fall
4@kt >b? ,dh. x2 +ED< + S hat keine reellen Nullstellen
a a
2
EI; —I% X mita:_ ﬁ _w
+ED(+ (x+a)>+p 2@ 4[a
a a
1 1 1 1 1
= —[[—dx = ———Bdy=—"Larctan
5] mg o g7 Ty P YT p ey
1+ A
B
1 X = 2 _2Makx+b .wenn4@lc-b?>0.

dx =
2Ia&2+m3+c JMEE—V VME& b?

4@t =b? = x? +ED< + & hat doppelte Nullstelle
a

a
1
= == dx
IaD(2+bD(+c q HZ
D ZED
_ 1,1 2
a,, b 2@x+b

2[(&
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alx? + b[x + ¢ habe zwei verschiedene reelle Nullstellen (b* >4 [a[t)

2 2
alx®>+bx+c= aEB< +—= D<+CH_ E%Z+ED<+ b _b_+EE

a ar a 4% 4@&F° a

a%ﬁ b Hz_b —4Eam:H:a[((x+a)2_yz)

2040 4@ H

. b b? -4la
mta=—— ; y=
2[a A&
= ap’ ”’ﬁ-l&—atyz '%agﬁ
y ot y of
dx 1 1
:>J- 2 - Zq dX
alx*+bx+c aly . +ag
14
X+a dx 1 1 1 1+y|
Setzey=——-: [ =- dv=- n
=, IaD<2+bD<+c aEyqu—yz Y o nn |1 y|
ZUSAMMENFASSUNG:
g 2 BHZ&D 4
0 —=—— [arctan 4[a e - Db? >0(keinereeleNS)
EM@@: b? VAR -b?
ax 0- ;4 [AlE - b? = 0(doppeltereelleNS)

IaD<2+bD<+c 0 20@k+b

1 Wh-amm-2mn-b)
wWb? —4ale ‘\/b2—4&m+2&5<+b‘

(I

—4[alt>0(zwe reelleNS)

[
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Pk .

5) Integration rationaler Funktionen f(x) %
q(x

p,q Polynome.

Schritt 1:

Wenn grad p > grad g, dann Polynomdivision = f(x) = u(x) +%, wobei grad r < grad q
q(x

und u ein Polynom ist.

Schritt 2:

r(x) _3ta k+...+a, X mit 8.0, b0, n>m
qx) by, +b, x+...+b, X"
_Apta Dktta, KT q*(x):&JrﬂD(erern
b, [g* (X) b, b,
Bestimme Nullstellen von g*(x) als Produkt von Polynomen (x-«)" und (x*+B-x+y)®, wobei
rise N, B,y € R und x*+B-x+y keine reellen Nullstellen mehr hat (4-y-%>0)

Schritt 3:

r(x)

—~~ sai in der Form von Schritt 2 dargestellt, jedem Faktor (x- )" ordne man zu:

a(x)
Al + A2 +. ..+ Ar
X-a (x-a)? x—a)'

Jedem Faktor (x*+B-x+y)* ordne man zu:
B, X +C, N B, Xk +C, - B,k +C,
X2+ Bty (XP+BK+y)? T (X +BIK+Y)°

wobei die Koeffizienten A4, ..., A, By, ..., Bs, Cq, ..., Cs zu bestimmen sind.
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Beispidl:

x> +x* -1

dx
IZD(5 +2k* -4x?

Schritt 1: Polynomdivision

2—
(x° +x*-1): RO + 20 —4k?) = _2X 7L
2 I + 20X — ALK

- (x°+x*-2X?)

2[x* -1

Schritt 2:

; , x2 -1 x2 -1
r(x) _ 202 -1 _ 20k* -1 _ 2 2

qx) 20K°+20X* -40x? 20x°+x*-2X%) xX2Ox°*+x2-2) x2Ox-1) x> +20x+2)

wobei x*+2x+2 = (x+1)?+1 keine reellen Nullstellen hat

Schritt 3:

X—i

2 _A1+&+ B, + C, x+D,

XCOx-D) x> +2x+2) x x> Xx-1 x>+20x+2

f—

K== A KX - DI +20+2) + A, X -1 Hx* + 20+ )

+B, [X* [x* +2[kX +2) + (C, X+ D,) X* [{x -1)

f—

XZ—%:Al[{x4+x3—2D()+A2E{x3+x2 -2)+B, [x* +2X° + 2[k?)

+C, [x* -x°) + D, [x° ~x?)
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=
XZ_%:X‘l HA1+Bl+C1)+X3 A, +A, +2[B, -C, +D,)

+x2 A, + 2B, -D,) +x (-2[A,) - 2[A,

j—
0=A,+B,+C,
0=A,+A,+2[B,-C, +D,
1=A,+2[B, -D, Lose lineares Gleichungssystem !!!
0=-2[A,
—%:—ZDAZ
= A =0 / A2:1 / Bl:i / Cl:—i Dl——E
4 10 10 20
1.1
x®+x*-1 S 1 100 20
20x° +2x* —4x*? 2 4x® 100x-1) x*+20x+2
:1+ 1 N 1 B 2x +11
2 40x* 10[{x-1) 20[(x*+2x+2)
_1+ 1 N 1 1D 2k +2 9 1
== - S
2 4x* 10[(x-1) 20 x*+2x+2 20 x*+2x+2
j—
5 4 _
i 5X +X4 1 ] X= % - +iDn|x—]j—iEﬂn‘x2+2D(+2‘—3EJ'—2 1 dx
2[k° +2X" —4[X 2 4x 10 20 20 Jx“+2k+2
keinereelleNSO
1.Fallvon Bsp.4

1
6) (1) IR% (ax+b)" Eix a,be R, a0, me N, R rationale Funktion

1

Substitution:y = g(x) = (alk + b)"

. qu(y a" b yrym dy:J'REg (alx +b)" ij

(2 I R(e™)dx a0
Substitution:y = g(x) = e*

- iEJ'R(y) %dy = [R(e")ox
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. _ _ t
3 I R(cost, sint) dt y =g(t) = tan >

2
:>c:ost:1 y2 sint = ZEyZ g’(t):L2 EELZE
1y 1+y 1+(m)F [ 1+y

2
liefert: IRHL y2 , ZEyZ 2 > dy
HL+y? ' 1+y? Hl+y

(4) IR(x, Vak? +2bk+c)dx apceR , bidac
guadratische Erganzung liefert folgende Typen

(4a) ]’ R(t,¥t* +1)dt  Substitutiont =sinhu liefert vt? +1=coshu (dt = coshu du)

(4b) [R(t, JE-1)dt (f=1) Substitutiont =+coshu liefert yt? -1=sinhu
(dt =+ sinhudu)

(40) [R(t V1-t?)dt (f<1) Substitutiont = +cosu liefert V1-t* =sinu,
(dt =Fsinudu)

Zur Untersuchung und numerischen Berechnung nicht-elementarer Stammfunktionen stehen oft Reihendar-
stellungen zur Verfligung, die aus Reihendarstellungen der Integranden gewonnen werden konnen. Die zur
Herleitung erforderliche gliedweise Integration einer Reihe rechtfertigt man in vielen Fallen mit Hilfe von:

(1.30) Satz Fur ne N sei f: [a,b}—R eine Regelfunktion mit

Z||fn||w <o . Dannist :4im§ f, eine Regelfunktion auf [a,b], und es gilt:

b w b _
If(x)dx: Zl f, (x) dx
Beweis:
=B, @Il = Sl <o

Seie>0, dann existiert N=Nj mit i”fk” <£
k=N+1 2

. P = l &
Sven [=gn] 3] <3p <

N
Da ka eine Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion T: fa2R]mit

AT

&
<=
2

00
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f—T <&

0

= [f-T], <

f - Zlf
b
= f ist Regelfunktion und If(x) dx existiert.

Fur p=N gilt

}f(x)dx—}ifk(x)dx‘ . }E(x) - Z’lfk(x)%x‘
s}f(x)—;:fk(x) b 'Z

dstf
= Behauptung g.e.d.

bf(x)dx— 3 bfk(x)d =
[(0=

L Ox<— E(b a)

a

Beispidl:
Potenzreihen:Z a, [x—=x,)"
Konvergenzradius R>0: xR mit |X-Xo|< R, d.h. [¥-X,Xo+X]:

XotX oo Xo+X

IZ;a [t - x,)" dt—Za DI(t— D" dt-Za E-IX—
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84 Uneigentliche Integrale

Bisher: Integration von Regelfunktionen Uber einem kompakten Intervall [a,b]. Man mdchte
nun auch — falls méglich — Regelfunktionen tber nicht kompakte Intervalle, z.B. [a,b) a<b
integrieren.

Das bisherige Verfahren kann nicht direkt angewandt werden, da der Approximationssatz
(1.10) nur far kompakte Intervalle [a,b] gultig ist.

Das neue Verfahren besteht in der Kombination aus Ausschopfung des nicht kompakten
Intervalls durch Kompakta und aus Integration tGber diese Kompakta.

(1.31) Definition: Sei IER ein Intervall mit Randpunkten a und b, wobeka<b<x. Eine
Regelfunktion f: R heifl3t
1) uneigentlich integrierbar Uber [a,b), a € R, wenn der Grenzwert

b B
If(x) dx:= IimIf(x) dx exigtiert.
a ﬁﬁb_a
2) uneigentlich integrierbar Uber (a,b], b € R, fals der Grenzwert
b b
If(x) dx:= IimIf(x) dx existiert.

3) uneigentlich integriebar Uber (a,b) wenn c € (a,b) existiert, so daf3 f Uber (a,c]
und [c,b] uneigentlich integrierbar ist. Man setzt dann

b b
If(x) dx::If(x) dx+If(x) dx.
4) uneigentlich absolut-integrierbar, wenn|f| tGber | uneigentlich integrierbar ist.

Ist f uneigentlich integrierbar (bzw. uneigentlich absolut integrierbar), so heil3t das
b

uneigentliche IntegraJ' f(x) dx konvergent (bzw. absolut konvergent).

Bemerkung:

Ist I=[a,b] kompaktes Intervall und f. [a;p]JR Regelfunktion, dann stimmt das in (1.15)
eingefuihrte Integral Uber [a,b] mit den uneigentlichen Integralen Uber [a,b), (a,b], (a,b)
uberein.

Denn wegen der Stetigkeit der Stammfunktion von f auf [a,b] (1.22) gilt:

if(x) dx = /LLT :[f(x) dx = JLT :[f(x) dx.
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Beispiele:
p \—1 B 1 e
b Iide:Dp—l P>l , da furg>1 Iipdx:%oflﬂl BP) p#l
lX E 00 ’psl lX E |nﬂ p:1
L HY o« - 01 gt prl
2) [ dx=01-p  dafir 0u<l [—dx=[-p
3 X H o p=1 J X g Ing b1

P !
(Folglich: [—dx =)
[
@ B
3) Icosx dx konvergiert nicht, dﬂ’cosx dx=sinf und sin[E(Z h+1) %[H: (-
0 0

©q B
4) :[01+X2dx:n, denn'!

T
dx=arctanf8 - — fir 5 - o und
1+x2 p 2 £

0
I 12dx:—arctana T fira o oo
21+ X 2
5) Ie"‘x dx == fiir k>0, denn'[e‘kx x=—rfl-e™) - =
0 k 0 k ﬁﬁwk

Zum Nachweis der absoluten Konvergenz laBt sich hdufig ein Majorantenkriterium
anwenden. Es wird hier zwar lediglich fiir den ersten Typ uneigentlicher Integrale
formuliert; sinngeman gilt es aber auch fiir die beiden anderen:

(1.32) Satz (Vergleichskriterium):
Sei f: [a,b}>R eine Regelfunktion. Sei g: [a;PR eine Funktion.
1) Ist g uneigentlich integrierbar und gilf(t) | <g(t), t< [a,b), dann ist f uneigentlich
absolut-integrierbar (und damit uneigentlich integrierbar) tGber [a,b) mit

j’f(t) dt| < j’|f(t)| dt < j’g(t) dt

b b
2) Divergiert I g(t)dt und gilt Gg(t)<f(t), t € [a,b), dann divergiert aucf]f(t) dt
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Bewels;

ad 1)
Fir xe [a,b) seien F(x):%f(t) dt, H(x)::}|f(t)| dt und G(x)::}g(t) dt. Dann gilt

far x,y € [a,b) | F(x)-F(y)| <| G(X)-G(y)| und ebensdH(x)-H(y) | <| G(X)-G(y)|.
Da ﬁlingl_ G(B) existiert, erfiillen F und H bezigligh—b die Cauchy-Konvergenzkriterien.

B b
Also existiert lim I|f(t)| dt :I|f(t)| dt . Weiterhin gilt nach (1.16)
ﬁ_)b_ a a
B
[T

B B b
lim s;[n;!'|f(t)| dts/![n;'!'g(t)dt :!'g(t)dt.

ad 2)

b
Angenommen I f(t)dt konvergiert, dann konvergiert nach 1) wegeng(@<f(t) auch

b
Ig(t) dt — Widerspruch. g.e.d.

Beispiele:

p t p t y t
1 dt = dt=—-—
) o!t2+2Et+5 o!t2+2[t+4+1 oor(t+1)2+4
t 1 S 1 >1D1—'

2 = P 2 —
t°+21+5 t+2+f t+3 2t

dt divergiert, denn furt5 gilt

00 5 0 0
=[5> t =[5 t dt+ [ t dtzlqﬂ:oo
Jt2+2n+5  Jt2+2m+5 lt2+2m+5 21t

2) Ie“ [&int dt ist absolut konvergent, (ja" E‘sint‘ <e™ und'[e‘t dt=1 (nach (1.31)
0 0

3) Iﬂdx konvergiert, dalirpﬂzl (weil Iinngsin’(O):cos(O):l)
0 X x-0" X X - -
@'nx
ist f(x)=0 x x#0 stetig.
H1 x=0

1 1 -
. L. sin X
= [f(x)dx existiert. Nach (1.24) existiert au dx.
'0[ (x) (1.24) g[oh—x
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B
Sei B>1: Iﬂdx cos(l)—m;’g - Ic‘t’ft dt
1

cost
Wegen

iz und} dt <, ist auch I—dx<

Xl dx existiert nicht, denn fur (k-mr,(k+1)7), ke N U {0} ist

4) I

1 1

—>——— daher ist

x (k+1 07

(k+1)Er Sin X 1 (k+1)

dx = O I|sm x| dx und daraus folgt

ar | X (k+1) 07 DT

(K+1)Er| K
I Sn X dng i die harmonische Reihe divergiert aber.
| X m e+l

(Also ist 3nx auf [0g0) uneigentlich integrierbar, aber nicht absolut uneigentlich
X

integrierba).

(1.33) Satz (Grenzwertkriterium):
Seien f,g: [a,b>R Regelfunktionen mit g(x)>0, % [a,b).

f(x) f

Falls lim ——- und I|m Ig(x) dx existieren, dann existiert auch

x=b" g(x)

B b
,!LT '!f(x) dx :'!f(x) dx.
Beweis:

Seii:= Ilrp g((x)) dann existiert eix € [a,b) mit | f(X) | <(1+]4])-g(X)

fur x € [a,b).
b

Nach dem Vergleichskriterium (1.32) existieren dann e)l’.lt(h) dx und damit

b
auchIf(x) dx. g.e.d.
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Beispidl:

Fir «>0 ist die Gammafunktion definiert aﬂﬂs(o()::'[t""l (&' dt ; das uneigentliche Integral
0

ist konvergent und hat die Eigenschaften:

1) I'(x+1) =o-I'(x)
2) T'(1)=1
3) I'(n+1) =n! fur ne N U {0}

Beweis:

1
It”"l (& dt ist fir =1 ein eigentliches Integral und somit konvergent.
0

Fur O<x<1 gilt 0<t** & <

1
fiir te (0,1), daItl%dt <o fiir 0<x<1 gilt
0

tl—a !

1
= It"‘l &' dt <o flr O<;<1.

0

Fir ot € R gilt

ta—l -t _t ot
lim =limt“ '@ 2=0 undIeZdt<oo
t-o e_E t-o 1

Wegen (1.33) folgt die Konvergenz vc"’ri""l e dt.
1
Die Eigenschaften 1) — 3) lassen sich nachrechnen. g.e.d.

Einen Zusammenhang zwischen uneigentlichen Integralen und Reihen stellt das
folgende Kriterium her:

(1.34) Satz (Integralkriterium):
Sei f: [1p0)—R monoton fallend mit f(>x30 fir xe [1,:0). Dann gilt:

n+l

1) Die Folge (8n.~n der Abweichungen,a= Zf(k) - If(x) dx, ne N, konvergiert
= 1

mit 0< lima,, <f(2

n - o

2) Die Reihe) f(k) konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral

I f(x)dx konvergiert.
1
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Bewels;

k+1

Far x e [k,k+1] gilt f(k) > f(x) > f(k+1), damit f(k)> {f(x) dx> f(k+1). Durch vollstandige

Induktion zeigt man, daR die Folge)tamonoton wéachst und dalx®, < f(1)-f(n+1) gilt
= Behauptung g.e.d.

Beispiele:

00

1 . .
1 — harmonische Reihe
) Z .

n+l n+l

Betrachtef(x) -1 = If(x) dx= Iidlen(n +1)
X ) J X
Da f monoton fallt, existiert

limc, = IimBZl%— In(n +2) E:c Eulersche Konstante
[ C

n- oo n- o

> 1 .
2 — ist fur a¢>1 konvergent.
) Z e g
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8 5 Riemannsche Summen, Riemannsche Integrale

In den vorliegenden Abschnitten wurde nicht mit dem Riemannschen Integral begonnen, wie vielfach Ublich,
sondern das Integral von Treppen- und Regelfunktionen eingefiihrt. Man spricht bei diesem Integralbegriff
gelegentlich auch vom Cauchyschen Integral. Da so gut wie alle praktisch vorkommenden Funktionen Regel-

funktionen sind (ng. Definition (1.5)), bedeutet dies kaum einen Verlust an Allgemeinheit. Tatsachlich sind die
Funktionen, die zwar Riemann-integrierbar sind aber keine Regelfunktionen, als Ausnahmen zu betrachten. So

ist f: [-1,1]—R mit f(x):=sin1 fiir x+=0 und f(0)=0 eine solche Funktion.
X

Die Einflihrung des Integrals Gber Treppen- und Regelfunktionen erscheint etwas durchsichtiger als ber das
Riemannsche Integral, da man die meisten Integraleigenschaften bei Treppenfunktionen unmittelbar einsieht und
sie dann fiir Regelfunktionen durch Grenziibergang leicht gewinnt. Die Einfiihrung des Cauchyschen Integrals
hat auch einen gewissen Modellcharakter fiir ein hdufiges Vorgehen in der modernen Analysis. Insbesondere in
der Funktionalanalysis verfahrt man auch vielfach so, daB man einen Begriff zundchst fiir eine kleinere tber-
schaubare Menge von Funktionen erklart und ihn dann in geeigneter Weise, etwa durch Grenziibergang, auf
eine umfassendere Funktionenmenge Ubertrdgt. In der Funktionalanalysis, der Distributionentheorie, der
MaBtheorie und der Wahrscheinlichkeitslehre stiitzt man sich auf das Lebesguesche Integral, das fiir eine noch
weitere Funktionenklasse als das Riemannsche Integral erklart ist.

In diesem Abschnitt soll nun der Zusammenhang zwischen dem Integral einer Regelfunktion f: [a,b]—R und
den Riemannschen Summen naher untersucht werden. Insbesondere wird eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir hergeleitet, wann fiir eine Funktion f: [ab]—R jede Folge von Riemannschen Summen von f
gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert (Lebesguesches Integrabilitdtskriterium).

(1.35) Definition: Sel f: [a,b] —R eine Funktion. Sei Z={Xo, X1, ..., Xn} €ine Zerlegung
von [ab]. Sei B={¢&1, &y, ..., &} mit & € [X.1.%], | € {1, ..., n}, eine Besetzung zur
Zerlegung Z. Dann heif3t

1) R(Z,B,f)::Zf(Ej) [{x; —x,,) eineRiemannsche Summe von f beztglich der
Zerlegung Z und der Besetzung B

2) Ist f beschrankt auf [a,b], dann heiRen U(Z,i‘lzmj fx; —x;,) mit
m=inf{f(x): x € [X;1,%]}, ] € {1, ..., n}, Untersumme von f bezuglich Zund
o(Z,hH:= ZMj [x; =x,,) mit Mj=sup{f(x): x € [x4x]}, j € {1, .., n},

Obersumme von f bezilglich Z
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Bei Verfeinerungen nehmen Untersummen zu und Obersummen ab, wie das folgende
Lemma zeigt:

(1.36) Lemma: Sei f: [a,b] —R beschrankt. Seien Z; 27, Zerlegungen von [a,b], sei Z* eine
Verfeinerung von Z. Dann gilt:
1) U(Z,9) <Uz,h <R(zZ',B',f) fur jede Besetzung B* zu Z'
2) R(Z',B'f) <O(Z',f) <O(Z,) fur jede Besetzung B* zu Z'
3) O(z',h)-U(z',f) <0O(Z,n-U(zZ,1
4) U(Z1,f) < U(Z,f) < R(Zo,Bo,f) < O(Z,f) < O(Z,f), wobei =2, U Z, und B eine
beliebige Besetzung von &t

(1.37) Definition: Sei Z={xy, X1, ..., %n} €ine Zerlegung von [a,b].
w(Z):=max{x-x;1: j € 1, ..., m} heiRteinheit der Zerlegung.
Eine Folge (4« . n von Zerlegungen Zvon [a,b] heildt eineausgezeichnete
Zerlegungsfolge, Wennll(imwp(zk) =0.

Die enge Beziehung zwischen Untersummen, Obersummen und Riemannschen Summen
erlautert

(1.38) Satz Fur eine Funktion f: [a,b}R sind folgende Aussagen aquivalent:
1) Zu jedeme>0 existiert eind>0, so dald fur alle Zerlegungen, Z; von [a,b] mit
1(Z1)<6 undu(Z2)<d sowie fir jede Besetzung Bu Z und B zu 2 gilt:
| R(Zl,Bl,f)-R(Zz,Bz,f) |<e
2) Fur jede ausgezeichnete Zerlegungsfolgéx (4 von [a,b] und fur jede Besetzung
Bk zu Z gilt II(in;R(Zk,Bk,f):: Ir(H< o

3) fist beschrankt und zu jederrO existiert eine Zerlegung Z von [a,b] mit
O(Z,H)-U(Z,H<e

Beweis:

1)=2)

Seie>0, dann existiert ein>0 mit den Eigenschaften von 1). Sei)(Z n eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge, dann existiert ein ndhnit 1(Z¢)<d fur alle k=n(d)

= fur n,m> n(d): | R(Zn,Bn,H)-R(Zm,Bm.f) | < ¢

= (R(Z«,Bx.f))« ist eine Cauchyfolge iR, die inR konvergiert.

Sei (&)« . n €ine weitere ausgezeichnete Zerlegungsfolge mit den Besetzugigen &'
Dann gilt fur die ,gemischte Folgefk(zl, Z\', Z,, Z5', Z3, Z3', ...) und die Besetzungsfolge

B, (B1, B, B2, By, ...) Limu(zk) =0, damit konvergiert auctR(Z,,B, .f))k.~ in R, und

die Teilfolgen(R(Z,Bx,f))k . v und (R(Z,B«',f) )k . n konvergieren gegen denselben Grenz-
wert ().

2)=3)
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Angenommen, f ist nicht beschrankt auf [a,b], dann sei 0.B.dsdp f(x) = . Da [a,b]

xO[a,b]
kompakt ist (=beschrankt + abgeschlossen), existieffia,b], so daf? fur jedeUmgebung U

von¢é auch sup f(x) = . Wir nehmen an, dafie (a,b).
xOU n[a,b]

Sei Z={xy, X4, ..., %} eine Zerlegung von [a,b] mif ¢ Z, dann liegt® etwa in (%-1,X);
Furje {1, .., n}, =k, wahle&; € [x;.1,%]] beliebig. SeR:Zf(fj) X, =X ).
]:

Da¢ € (Xc-1,X%) und da sup f(x) =, kann man zu jedem M>0 efam € (Xk-1,X) finden.

XO(Xg-1,%¢)
(>0 —R_ Zf(E)E(X H)zif(:ﬂ)ﬂxi—xj_1>+f(<:,M)E¢xk—xk_l>
k "
>R+M|]Xk—xk_l):|\/|
Xy = Xga

Also laRt sich eine FolgfR(Zk,Bx,f))k. n Von Riemannschen Summen konstruieren mit
Limp(Zk) =0 und II(im R(Z,Bk, )=«

= f ist beschrankt auf [a,b] und es existieren Ober- und Untersumme von f bezlglich jeder
Zerlegung Z von [a,b]. Ahnlich 14Rt es sich argumentieren, WeRandpunkt von [a,b] ist.
Sei (4)« .~ €eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge £S@j dann existiert kmit

IR(f)-%< R(Z, B, .f)< IR(f)+%, wobeiB, eine beliebige Besetzung vah, ist.

= |R(f)'%§ Uiz, H<0o(z, n< IR(f)+%
= O(Zns !f)-U(ZnE ,f) <e&.

=1
Seig>0, dann existiert eine Zerlegung vbn [a,b] mit O(Z,f)-U(Zo,f)<%.
Da f beschrankt auf [a,b], ist D:sup f(x) — |nf f(x) >0

xO[a,b]
(fur konstante Funktionen folgt 1) unmlttelbar

Seid:= 1 [t , wobei mdie Anzahl der Teilintervalle von Zg ist.
5D On

Sei Z:={x™, ..., xV) eine Zerlegung von [a,b] mit «(Z1)<8, B; eine beliebige Besetzung zu
Z1. Z10:=21UZ, it eine Verfeinerung von Z;, die aus Z; durch Hinzunahme von héchstens m
Tellintervallen entsteht. SeihB eine beliebige Besetzung zwoZdann gilt:

‘R(Zl Iy X1 B, f ) B R(Zl,o X2y Bio.f ) < DOV xa™) < Du(Z)

= |R(Z1,B1,)-R(Z1,0,B10,f) |< mD-u(Z1), ebenso gilt fir die Zerlegung, Zon [a,b] mit
1(Z2)<0
| R(Z2,B2,1)-R(Z2,0,B20,f) | < mD-u(Z2), wobei B, B, beliebige Besetzungen von
2o, Z20:=2\UZo
= |R(Z1,B1,0)-R(Z2,B2,f) | <| R(Z1,B1,f)-R(Z1,0,B1,0,f) | +| R(Z1,0,B1,0,f)-R(Z0,Bo,") |
HR(Zo,Bo,f)-R(Z20,B20,0) [ +|R(Z20,B20,f)-R(Z2,B>,) |
<mD-u(Z1) +|R(Z1,0,B10,f)-R(Zo,Bo,f) |
HR(Zo,Bo,f)-R(Z20,B20,f) | +m-D-u(Z2);
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daB;o, B1o und By beliebig sind, gilt

| R(Z1,B1,1)-R(Z2,B2,f) | < m-D-ut(Z1)+O(Z1,0,f)-U(Zo,f) +O(Zo,f)-U(Z2,0,f) +m-D-u(Z2)
<MD (Z1)+O(Zo,f)-U(Zo,f)+0(Zo,f)-U(Zo,f)+m:-D-u(Z2)
<m-D-8+2-(0(Zo,f)-u(Zo,f))+m:D-6

ngDElgi+2D£—+mEDEI£7<£ g.ed.
5D [ 5 5D [n

In der Literatur wird dieses Kriterium als das Riemannsche Integrabilititskriterium fiir die Riemann-
Integrierbarkeit von Funktionen f: [ab]—R bezeichnet.

(1.39) Definition: Eine Funktion f: [a,b] —R hei3tRiemann-integrierbar Gber [a,b], wenn
fur jede ausgezeichnete Zerlegungsfolggn(4 und jede BesetzungcBu %, ke N,
lim R(Zn,Bn,f)=:1r(f) < .

Die Zahl k() hei3t daRiemann-Integral von f Uber [a,b].

Wir werden zeigen, daB jede Regelfunktion f auf [a,b] auch Riemann-integrierbar ist
und daB das Riemann-Integral von f lber [a,b] mit dem Integral der Regelfunktion f
Uber [a,b] Ubereinstimmt. Dennoch gibt es Riemann-integrierbare Funktionen liber
einem Intervall [a,b], die keine Regelfunktionen sind wie die Funktion

im Beispiel unten zeigt. Was die Existenz einer Stammfunktion und die Existenz eines Riemann-Integrals
angehen, so sei hier betont, daB Existenz einer Stammfunktion und Existenz des Riemann-Integrals begrifflich
zwei vollig verschiedene Dinge sind und deshalb sorgféltig auseinandergehalten werden miissen. So braucht die
Ableitung einer Funktion nicht Riemann-integrierbar sein, obwohl diese Ableitungsfunktion (trivialerweise) eine
Stammfunktion besitzt

Beispidl:
1
X

f:[-1,1]-R f(X):= %n ist Riemann-integrierbar, aber keine Regelfunktion.
E

o O

X
0 X

(1.40) Satz Sei f: [ab]—R eine Regelfunktion. Zu jedem ¢>0 existiert ein 6>0 mit
b
|R(Z,B,f)-If(x)dx|< ¢ fur jede Zerlegung Z von [a,b] mi(Z)<é und jede

Besetzung B zu Z.

Beweis:



Integrationstheorie Seite 38

1)
2)

3)

4)

Ist f konstant, so ist die Aussage unmittelbar klar.
Sei f eine Treppenfunktion auf [ab] mit genau einer Sprungstelle x;. Sei >0, sei

0= ﬁ Sei Z eine Zerlegung von [a,b] mit u(Z)<o, sei B eine Besetzung zu Z, dann

gilt:

R(Z,B,f) —j‘f(x) d><4 <|R(Z R(Z

ax,1 B F) ~ If(x) dX‘ +
< 2|[f]lu(Z) + 2f]lu(Z) <e.

Die Behauptung sei richtig fir jede Treppenfunktion mit héchstens m Sprungstellen. Sei S

eine Treppenfunktion auf [a,b] mit m+1l Sprungstellen, dann existieren eine

Treppenfunktion § auf [a,b] mit m Sprungstellen und eine Treppenfunktipma [a,b]

B, f) —j’f(x) dx

[x1,b]

mit einer Sprungstelle. Se>0, wahle 6m[B§,Sm[H und 61[52,81[5 derart, dal3 die

Behauptung mit% gilt. Nun wahled:=min(ém,d1).

Also gilt die Behauptung fur alle Treppenfunktionen auf [a,b].
Sei f: [a,b}>R eine Regelfunktion. Ser0, dann existiert eine Treppenfunktion

T: [a,b]>R mit ||f-T||w<L. Ferner existiert eim?zéai,THm, so daf fur jede
3b-4a) [3 [

Zerlegung Z von [a,b] mit(Z)<d und jede Besetzung B zu Z gilt:

(Z:{xo, X1, ..., ¥}, B={ &g, &, 0, G ZT(Ej) X = X.,) —!T(x) dx‘ <§)

0

> 1), =) = 100

+

|3 1)t =) 3 T T =)

> TE) o, =) = [T00 o

+ j’T(x) dx —j’f(x) dx|

r b
szlnf -7, Ox, —xj_l)+§+£||T—f||w dx=20b-a) T -f| +§:g g.e.d.

(1.41) Korollar: Sei f. [a,b}»R eine Regelfunktion. Sei (% . n eine ausgezeichnete

Zerlegungsfolge von Zerlegungepvbn [a,b]. Sei B eine beliebige Besetzung zy, Z

b
ke N. Dann ist (f) = limR(ZBf) = If(x) dx.
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Hoélder-Ungleichung:

1 1
Cauchy-Schwarz: §l|xk Eyk|sH§]|xk|ZHZ EHZl|yk|ZHZ
= L= [ [fz L

|2:{(Xk)keN:Z|Xk|2 <°°}

1 1
< Holder-Ungleichung: §l|xk 0, |< Ei|xk|p§ E@ZMP@
C C C

=],

mit 1+£:1 ,1<p<oo

P q
= (ke 3 [x[” <0} 1o

1

J’|f(x) [G(x)| dx < §|f(x)|p dXEb EE|g(x)|q dXEt

(1.42) Satz Seien f: [a,b}>R und g: [a,b}>R Regelfunktionen.

mm

Seien p,ce R mit p>1, g1 und> +1 =1 Dann gilt mit||f||p::%|f(x)|p dx
P g

b

I|f(x) ()| dx< ||fll»llgllq (Holdersche Ungleichung fiir Integrale)

a

Das folgende Kriterium von Lebesgue dringt wesentlich tiefer in die Beziehung ein, die zwischen Stetigkeits-
eigenschaften einer Funktion und der Riemann-Integrierbarkeit der Funktion bestehen. Die entscheidende
Kldarung wird der Begriff der Nullmenge bringen, ein Begriff, der gerade bei der Einfiihrung des Lebesgue-

Integrals eine noch groBere Bedeutung haben wird (vgl. Definition (3.31)).

(1.43) Definition: Eine Menge MCR heil3t eindMlenge vom Lebesgue-Mal3 0
(kurz: Lebesgue-Nullmeng® wenn zu jedem £>0 hdchstens abzéahlbar viele Intervalle
l1, 12, ... existieren mit

1) mMc|r, und
=1

2) ZM <&, wobei|lj| die Intervallange vor bezeichne.
]:

Die Intervalle j konnen offen oder abgeschlossen sein.
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Das folgende Lemma beschreibt eine Fiille von Mengen, die vom Lebesgue-MaB 0 sind:

(1.44) Lemma:
1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge
2) Die Vereinigung von héchstens abzahlbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge
3) Jede hochstens abzéhlbare TeilmengeR/ast eine Nullmenge
4) Eine kompakte Teilmenge K voR ist genau dann eine Nullmenge, wenn zu
jedeme>0 endlich viele Intervalle existieren, die K Gberdecken und deren Langen-
summexe ist

Beweis:

ad 2)
Seien M, j € N hochstens abzahlbar viele Nullmengen, sei aulRer®mZu M existieren

) . : , ” = £
hdchstens abzahlbar viele abgeschlossene Interyallg, L.. mit MQU I und Z‘I jk‘ <
k=1 =

00 00

o - g
Dann glItUlM :lylljk und;;‘lik‘<;§_£

ad 3)
Sei M:={r;, j N}CR eine abzahlbare Teilmenge 880, dann gilt fur ke N

rc € (e 2|f+2 Tt ® ) und damit M=U (r 2k+2 it 2k+2 ). Ferner gilt fiir

k=1

2k+2)stets||k| l,so daBZl|lk|—sz+l—2[Bg2—k—1H:5<£

&
2k+2 !

= (I’k I+

ad 4)
Sei KCR eine kompakte Nullmenge, sei auRerdeid, dann existieren héchstens abzahlbar

viele offene Intervalle4| I, ... mit ICUI]. und ZM <¢. Da K kompakt ist, reichen nach
j=1 B

dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel bereits endlich viele der Interyaliurl
Uberdeckung aus, und deren Langensumme ist erst recht <
In umgekehrter Richtung ist die Aussage trivial. g.e.d.

(1.45) Satz (Lebesguesches Integrabilitatskriteriun)::
Fur eine Funktion f: [a,b}R sind folgende Aussagen aquivalent:
1) fist beschrankt auf [a,b] und stetig auf [a,b] \ M, wobei[®b] eine Lebesgue-
Nullmenge ist
2) Fur jede ausgezeichnete Zerlegungsfolgg.(£ von [a,b] und jede Besetzung B
ZU Z,, ne N, qilt: LimR(Zn,Bn,f):IR(f)

3) Fist auf [a,b] Riemann-integrierbar
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Bewels;

1H)=2
fist auf [a,b] beschrankt, d.hf(x) | < k fur alle xe [a,b]. FlUr die Menge M der Unstetigkeits-
stellen von f und zus>0 existieren hdchstens abzahlbare offene Intervalle,.l mit

Mc 1, undi‘lj‘«s

jON

:>Mg I <£

Sei % € [a,b] \ M, dann ist f in xstetig und es existiert ein Intervall mit X% € J, und

sup 7|f(x) - f(y)| <¢g; K abgeschlossenes Intervall. Das System aller Intervalle
x,yO[a,b]ln 3,

Xo € [a,b] \ M und aller 4,,,... ist eine offene Uberdeckung von [a,b]. Nach Heine-Borel

existiert ein endliches Systet ,I; ,...I;,J, ,...,J, von offenen Intervallen, das [a,b]
Uberdeckt. Dann wird [a,b] auch tberdeckt dukphl TI I
Wabhle eine so feine Zerlegung Z von [a,b], etwa 4= {»@ ., %}, dal3 jedes der Teil-
intervalle [X.1,x]in einem der abgeschlossenen Interveh]llel N I 3 di 0 dx, e Jx liegt.
Dann gilt:
O(z,9)-U(Z.9)

P p p
:Z(Ml_ml)qxl_xl—l): Z(M|_m|)qx|_xl—1)+ Z(Ml_ml)ﬂxl_xl—l)

[X|—1vX|]DLr_Jq [Xq—lvxi]DLs_Ja

< 2k-g+e-(b-a) =(2-k+(b-a))-¢ , wenn M=sup{f(x): x € [x-1,x]} und m=inf{f(x): x € [x-1,X]}
— Satz (1.38) liefert Behauptung

2)=1)
f ist beschrankt auf [a,b]. M sei die Menge der Unstetigkeitsstellen von fedei ], sei
Wi(x):=lim  sup |f(s) —f(t)|, wobeiJ;(X)=(x-9 ,x+0) (Oszillation)

3-0" stO[a,b]nds(x)

Fir me N gilt MQU D,, , wobei Dn:={x € [a,b]: V\é(x)z%}.

m=1

Wir zeigen: Fur ne N ist Dy, eine Lebesgue-Nullmenge.
Sei me N und Dy=2. Zu £>0 existiert eine Zerlegung, £ von [a,b] mit

O(Zs m’f) U(Zs m’f)<

20m’

SeiJ die Menge aller Teilintervallg von Z ., und kN D+ &, dann gilt < U I

1,0J
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Enthélt |k einen inneren Punktg, dann existiert 6>0 mit I5(&)<lk und

1
sup [f(s) —f(t)|=—=.
s,t0J5(&) m
Sei J= J die Menge aller Teilintervallg on Z , deren Inneres mindestens einen Punkt von
D, enthalt.
1
= =0y |l |< M, -m ), | <O(Zmh)-UZ,mf<
m Ik;l k| Ik;*( k k)l:l]k| (Zsmf) ( mf)

£
20m

Zu den Teilpunktenogs xa, ..., % der Zerlegung 4, findet man abgeschlossene Intervalle

J— _ P r
L' Iy e |, Mt X € 1) undZ
]:

m <§. Dann wird B, Uberdeckt von dem endlichen System
J*U{ly, 1 1.}, deren Langensumme%+ % =& ist.

2) < 3) entspricht Definition (1.39) g.e.d.
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2. Kurven und Kurvenintegrale

Wir wollen nun den Integralbegriff etwas erweitern, indem wir das
Integrationsintervall [a,b] erweitern zu einer Kurve in der Ebene bzw. einer Kurve im
R". Auf diese Weise wollen wir physikalische Begriffe wie Arbeit oder Masse
erldutern. Im Mittelpunkt der Untersuchungen werden zunachst die Kurven im R"
stehen und anschlieBend die Integrale, deren Integrationsbereich gerade die
geeigneten Kurven sind.

81 KurvenimR"

Wir verwenden einen Kurvenbegriff, der in der Kinematk wurzelt. Er ist die mathematische Abstraktion der
Bewegung eines Punktes im Raum, die durch die Angabe des Ortes y(t) = (¥a(t),y2(t),y3(t)) zum
Zeitpunkt t beschrieben wird.

(2.1) Déefinition:

1) EineKurveim R" ist eine stetige Abbildung y: I—R" mit
t—y ()=(y1(t),..., ¥n(t)) eines Intervalles ICR. | heilt derParameterbereich der
Kurve und t deParameter

2) lIst I1=[a,b], so heiRy(a) derAnfangspunkt undy(b) derEndpunkt der Kurve

3) y heiltdifferenzierbar (bzw. stetig differenzierbar), wenn jede Koordinaten-
funktiony;, i € {1,...,n} differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar) ist

4) Der Wertebereicly(l) hei3tSpur der Kurve

5) Eine stetig differenzierbare Kurvg: 1—R" heilt glatt (=regular) an der
Parameterstellety |, wenn y*(to)=(y1'(t), ¥2'(t),..., ¥n'(t) )#(0,0,...,0)

6) Die Kurve hei3glatt (=reguldr) wenn sie in jedem Punkt to € | glatt ist

Wir fligen dieser Definition noch einige ergdnzende Bemerkungen und Erkldrungen bei. Zundchst sei betont, daB3
die Bezeichnungsweise nicht ganz einheitlich ist Bei Heuser wird eine Kurve ein Weg genannt und die Spur
einer Kurve ein Bogen. Eine Kurve ist nicht bloB eine Punktmenge, namlich der Wertebereich y (1), also die
Spur; zu ihr gehort wesentlich der durch die Parameterdarstellung y vermittelte ,Zeitplan® der Durchlaufung der
Spur. Die Kurve ist sozusagen ,orientiert”, in dem Sinne, daB8 y(t1) ,vor* y(t2) kommt, wenn ti<t, ist

Beispiele:

) y:[027]-R? y()=(cos(t) sin(t)
= y(0)=(1,0) und y(27)=(1,0) Spur von y=5,(0),
im mathematisch positiven Sinn durchlaufen

2 y:[021]—R? y(t)=(cos(t) -sin(t))
= y(0)=(1.0)=y(2r) Spur von y=§,(0),
im mathematisch negativen Sinn durchlaufen
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3)  y:[0x]—R? y(t)=(cos(2-1),sin(2:1))
= Spur von y=S5;(0) mathematisch positiv durchlaufen, aber ,doppelt so schnell
durchlaufen
4)  y:[0,6r]—R? y(t)=(cos(t),sin(t)
= Spur vony=5,(0), aber dreimal durchlaufen
5) y: [a,b]-R"
Y [ab}>R" Y (t):=y(atb-t)
= y'(a)=y(b) undy (b)=y(a)
Yy’ ist die umgekehrt durchlaufene Kurveyu

(2.2) Definition: Seien x R", ye R", xzy. Unter deVerbindungsstrecke xy von x nach
y versteht man die Kurvg: [0,1]—R" mit y(t) = x+t-(y-X). Sind die Punkte
X1, X, ..., % € R" gegeben, so heilt die Vereinigung der Verbindungsstrecken
XX, O X%, O...0x,,%, Polygonzug von x; nach X, durch xi, Xz, ..., Xp-1, Xp.
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] fur die stetig differenzierbare Kurve.

y: [a,b]=R", etwa Z={b, ti, ..., t}, dann ist s(Zy):iuy(tj) ‘V(t;—l)H die Lange
=

des Polygonzuges vop(to) hachy(t;) Uber y(to), y(t2), y(t,).

Den Polygonzug benutzen wir, um zu einer sinnvollen Léngendefinition flir eine

stetige (differenzierbare) Kurve y: [a,b]—R" zu gelangen. Ist y: I-R" eine stetige

Kurve, dann definiert jede Zerlegung Z={t,,t;, ... ,tn} von I den Polygonzug y(to) <

R" nach y(tn) € R" durch die Punkte y(t;), ... ,¥(tm-1). Die Ldnge dieses Polygon-

zuges betragt s(Z,y) =ZHy(tj)- y(t;,)| wobei |.| die euklidische Norm auf R" mit
l:

1

X2 = EZ‘xj‘zg fiir x = (X, ... %) € R" bezeichne. Ist Z;oZ eine Verfeinerung von
]:

Z,s0 gilt s(Z1, y) 2s(Z, y).
Insbesondere gilt fiir zwei Zerlegungen Z; und Z; von [a,b] stets s(Z; U Zy) , y) 2
max{s(Z1, y) , s(Z2, y)}.

(2.3) Definition: Eine stetige Kurve y: 1—R" heiRt rektifizierbar (=von endlicher
Lange), wenn die Menge der Langen aller Polygonziigeyy(ZZ Zerlegung von I,
beschrankt ist.

Gegebenenfalls heil3tygf=sups(Z,y) dieLange vony.
z

b
Wir wollen zeigen, daB die Lange einer stetig differenzierbaren Kurve y: [ap]—R" gerade s(y)=I||y’ (t)] dt

betrdgt. Im Beweis verwenden wir das Integral eines n-Tupels von Regelfunktionen.

(24) Lemma: Sei f=(f4, ..., fn) €ein n-Tupel von Regelfunktionen f;: [a,b] —R.
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Sei j’f(x) dx:= %fl(x) dx,j’fz(x) dx,...,}fn(x) dXE Dann gilt:

E = hf(x) d><4 < J‘||f(x)||dx Igz\f x| g

Im Fall eines n-Tupels von Treppenfunktionen handelt es sich um eine Abschéatzung zwischen
Summen und diese ergibt sich unmittelbar mit der Dreiecksungleichung der Norm. Dabei darf
0.B.d.A. angenommen werden, dal3 alle Treppenfunktionen dieselben Sprungstellen haben.
Im allgemeinen Fall folgt dann die Behauptung wortlich wie in Satz (1.14) fir n=1.

If (x) d><4

Bewels;

g.e.d.

(2.5) Satz Seiy: [a,b]->R" eine Kurve mit dem (kompakten) Parameterintervall [a,b] und
Y=(¥1, ..., ¥n), so dal’ fur ¢ {1,...,n} eine Regelfunktiory;: [a,b]—R existiert, diey;
als Stammfunktion besitzt. Dann jgtrektifizierbar, und es gilt

S(y):J'”y’(t)” dt :Igi‘yj ’(t)‘z g dt .

Beweis:

Sei Z={t, 4, ..., t} eine Zerlegung von [a,b]. Dann gilt fir den Polygonzug ygty) nach
y(tm) Ubery(ty), ..., ¥ (tma):

S(Zy) = ZHV“) y(t)|= Z Iy(t)dt

tJ b
< y'(t)]dt = [y’ (t)]dt
Zq[” | !” ||
= s(y) §I||y’(t)|| dt . Also isty rektifizierbar.

2

. ) . ) . £
Seie>0: Zuy,' gibt es eine Treppenfunktion Tit -Te) |?P<——=—
& y«' g pp | Y'(O)-Tk(®) | Ahib-a)’
fur alle te [a,b]
2
£
1)-T(t t)-T,(t —,d.h. )-T) |l<———
= |y'®)-Tt)|1° Zlyk() ()I 40b-a)" 1y‘®-TO) | 2b-3)

fur T=(Ty, ..., T).
Wir wahlen eine Zerlegung Z=jtty, ..., t,} von [a,b] so fein, dal T=(T ..., T,) konstant ist
auf jedem Teilintervall [t,,t], j € {1,...,m}.

y

Iy’ (t)dt

Dann gilt; '(t) = T(t) )| .

tJ
>|| (T() dt
i)
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DaT in[t.1,t] konstant it, gilt

Zle 1 LS
@ :QZ‘CK qt, —t]‘_l)\zé2 =t —tj_l‘E@kZ|ck|2Ef = [IT@dt.

tJ
T(t) ot
r[ (t)

tJ
T, () dt
tJ 1

5

Wegen Lemma (2.4) gilt

jy’ (t) - T(t)dt

ﬂt,‘ _tj—l)

< £||y’ (t) - ()] ot < m

2 [Tt -

:>S(Z,y)=lz1 >

tJ
'(t) ot
tTEy( )

Weiter folgt mit [ T(0)(|>[1y“(®)[I- T(®)-y' O

b b , ) b - b , ) £
£||T(t)|| dt > !”y (t)] ot !||T(t) y' (1)) dt 2 £||y ()] ot 5

= (Zy)=[|y @) d-&

= (y) :I||V’(t)|| dt g.ed.

Bemerkung: Die Folgerung nach (1.27) zeigt, daB y: [ab]—R" eine fast tberall stetig differenzierbare Kurve ist

(2.6) Korollar: Sei f: [ab]—R eine stetig differenzierbare Funktion. Sei y: [a,b]—R? mit

y(t)=(t,f(t)) die zugehorige stetig differenzierbare Kurve, deren Spur mit dem
Graphen von f zusammenfallt. Dann gilt fir die Lange der Kurve

s(y) =Iq/(l+f’(t))2 dt .

Beispiele:
1) Ellipse mit Hauptachsen a und b:
y: [0,27]—R? y(t)=(a-cos(t),bsin(t))
y‘(t)= (-asin(t),bcos(t), y ist glatt.

2 2

: Xy
Spur-GIelchung.a—2 + P

2) Hyperbelaste:
y(t)=(facosh(t),bsinh(t) , te R
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2 2

Spur-Gleichung: X—2 —E— =1,y ig glatt.
a

2

3) Neilsche Parabel:
y:R—>R?  y)=(t%)
Spur-Gleichung: y*=x°
Wegen y*(t)=(2-t,3t?) ist y in t=0 nicht glatt.
4) Zykloide:
y:R—R?*  y(t)=(t-sin(t),1-cos(t)
y‘(t)=(1-cos(t),sin(t), nicht glatt fur t=X-r

5) Spiralen:
y:R—R?*  y(t)=(f(t)-cos(t) , f(t)sin(t)), wobei f streng monoton ist.

6) Schraubenlinie:
y:R—R?®  y(t)=(r-cos(t),sin(t),ht), 2z-h Ganghdhe
Spur liegt auf einem Zylinder Z={(x,y,8 R* x*+y’=r’} [z ist beliebig!]
Die Kurve ist glatt.

Ist eine stetig differenzierbare Kurve in einem Punkt ty € [a,b] nicht glatt, so gilt fiir die Parameterdarstellung

y: [abl—R" y'(to) = 0; dies bedeutet, daB im Falle n=3 die Geschwindigkeit der Bewegung t—y(t) im
Zeitpunkt to Null ist. Die Tatsache, daB die Kurve im Punkt y(to) nicht glatt ist, muB sich nicht an der Spur der
Kurve zeigen, sie ist also abhéngig von der gewahlten Parameterdarstellung.

(2.7) Definition: Seiy: [a,b]—-R" eine differenzierbare Kurve. Dann heif3t
1) y'(O)=(y1'(0), yn'(t) der Tangentialvektor oder auch
Geschwindigkeitsvektor der Kurvey an der Parameterstelle t
2) |ly‘(t)] die Geschwindigkeit der Kurve an der Stellet

3) T(t)::y—(t) derTangentialeinheitsvektor an der Stelle t, werp'(t)+0.

120

Der Tangentialvektor ist also zu einer Parameterstelle, nicht zu einem Ort der Kurve
definiert.

Beispiele:
1)y =14, te[2,2]  y(1)=(0,0) =y(-1)

Y = (2t ,3t>1) y'(1)=(@22)
Y1) =(-22)

2)  y: [04]—R? mit y(t)=(cos(t),sin(t) y [Bg[B: 0.1) y' [Bg[B: (-1,0)
) [F1,1]—-R2 mit ) = (t,41-1%) } (0) = (0,1)
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7 (0) :(1,0>¢>/‘[2[H

Der folgende Satz zeigt, daB die Spur einer glatten Kurve im R? ohne vertikale Tangenten lokal als Graph einer
stetig-differenzierbaren Funktion f aufgefait werden kann. Dieser Satz ist ein einfacher Fall des Satzes Uber
implizite Funktionen.

(2.8) Satz Seiy: |—R? eine stetig differenzierbare Kurve mitt) = (y1(t),y=(t)). In | habe
y1'(t) keine Nullstelle. Dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion
f: J:=y1(I) —R, deren Graph die Spur vgnist.

Es gilt in %:=y1(to) f ‘(X0) :L(to) und (gegebenenfalls)
yl’(to) Dz”(to) - yl”(to) Dz’(to)
f“(Xxo) = 5
: 0, ())
Beweis:

y1' ist stetig auf | undy; streng monoton auf j; besitzt eine Umkehrfunktion: J—lI
= yO=y11) , y20)=(y1(t),y2(z2(y2(1)))) =(y20.f(y2(t))) mit f=yz0t2

Y2 ) (ary(yate)=to)

= i %=yat)) f'(X0) = y2' (ra(X0))-71'(X0) =75
yi'(to)

¥, (L)

0 (t))

f (X 0) = ¥2" (t2'(X0))? +71* (X 0)-Y2' (12(X0) ), wobeir;“(X o) =— g.e.d.

Nicht immer hat der Parameter t fiir eine Kurve y: 1—-R" eine natiirliche Bedeutung. Fiir manche Fragen ist
es zweckmaBig, zu einer Kurve B iiberzugehen, welche dieselbe Spur hat, diese Spur aber mit einem neuen
Zeitplan s— fB(s) durchlduft. Geometrische Begriffe sind dann dadurch ausgezeichnet, daB sie einen Parameter-
wechsel ohne Anderung iiberstehen.

(2.9) Déefinition: Eine stetige (bzw. k-mal stetig differenzierbare) Abbildend—J eines
Intervalles £R auf ein Intervall J heif3t
1) eine stetige (bzw. C*-) Parametertransformation, k € N, wenn sie bijektiv ist
und die Umkehrfunktios™: J—| ebenfalls stetig ist (bzw. zur Klassé gehort)
2) orientierungstreu, wenn sie streng monoton wachst
3) orientierungsumkehrend, wenn sie streng monoton fallt
Ist y: I-R" eine Kurve und: 1—J eine stetige Parametertransformation, dann ist

B: I-R" mit B(s):=y(c(s)) , se J, eine neue (parametrisierte) Kurve, diese hat
dieselbe Spur. Die Kurvg nennt man auch dlgmparametrisierung von y
mittelso.
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Eigenschaften:

Gehoreny sowies unds™ zur Klasse & so auchB. Ist o eine G-Parametertransformation,
so gilt ¢'(t)=0 fur alle t< I. In diesem Fall isto orientierungstreu furg'(t)>0 und

orientierungsumkehrend fiat(t)<O.

Beispid:

Ist y: [a,b}>R" eine Kurve unds: [a,b}-[-b,-a] mit o(t)=-t die orientierungsumkehrende
Parametertransformation, so gi(s):=y(c"(s)=y(-s), se [-b,-a], d.h.B hat dieselbe Spur
wie y, wird aber entgegengesetzt durchlaufen.

Invarianten bei Parameterwechsel sind:

1) die Lange der Kurve, da eine Parametertransformatioh—J mindestens stetig und
streng monoton ist und die Menge der einbeschriebenen Polygonziige sich beim
Parameterwechsel nicht dndert (fgllss C' odery Stammfunktion zur Regelfunktiop'
ist, dann folgt die Behauptung mit der Substitutionsregel).

2) Tangenten, da fiir ‘@arametertransformation 1—J stets

Bs)=y (5(s)- a‘(allW) fir s e 3, dh mite=o(t), B(0)=y'1) —— de

o'(t)
Tangentialvektorei‘(s) undy‘(t) parallel sind.
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8 2 Kurvenintegrale fur Vektorfelder

Vektorfelder treten in Mathematik und Physik in mannigfacher Weise auf. Sie werden
oft im Zusammenhang mit krummlinigen Koordinatensystemen und als Systeme
gewodhnlicher Differentialgleichungen benutzt.

(2.10) Definition: Sei UcR", ein Vektorfeld v auf U ist eine Funktion, die jedem x € U
einen Vektor v(x) € R" zuordnet.
v: U-R". Ist v k-mal stetig differenzierbar, so heiRt v €V ektorfeld,
k e N U {0}.

Physikalische Interpretation:

Ein Vektorfeld v auf UZR® wird oft als Geschwindigkeitsfeld einer stationéren, also einer
zeitunabhéangigen Stromung, oder als Kraftfeld gedeutet, wobei v(x) der Geschwindigkeits-
vektor am Punkt x U ist.

Beispiele:

1) konstante Felder definiert durch v(x):=« R" fur alle xe U
2) Zentralfelder sind auf einer Kugelschal&(0)=R" definiert, wobei £R ein Intervall mit
Randpunktenytr, (ri<r) und f: =R eine Funktion v: KO)—R" mit v(x):=f(||x||)-x.

Es gilt also K(0)=K, (0)\K, (0), I=[r1,r2], oder
Ki(0)=K,, (0)\ K, (0), I=(rs,r2], usw.

3) Rotationsfelder auf einem Kreisring KO)=R?, v: K;(0)—R? mit v(x):=f(||X||)-(-X2,%1) flir
x=(X1,%2) € K;(0), wobei f: I-R, | Intervall mit Randpunkten<r,

4) Gradientenfelder Ist f: U-R"—R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge
UcR", so wird das Gradientenfeld grad £:-4R" definiert durch

grad f)= Eﬁ%(x),...,%(x) Efi]r alle x=(x,...,%) € U

Wir wollen nun Vektorfelder langs einer Kurve integrieren.

Physikalische Motivation:

Sei imR?® ein KraftfeldR®*-R® gegeben und ein Partikel P bewegt sich langs einer Kurve
in diesem Feld. Seiep(tj.1) und y(t;)) nahe beieinanderliegende Punkte, so leistet das Kraft-
feld bei der Bewegung vop(ti.1) nachy(t) Arbeit, die ndherungsweise <R(y (t)-y (t-1)>

ist, wobei &=y(t) ein Punkt auf der Kurve ist. Die Gesamtheit ist dann

n

Z<k(£j)!y(tj)_y(tj—l)>'

Durch infinitesimale Verfeinerung — Grenzwert der Summen — wird die gesuchte Arbeit
definiert.
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(2.11) Definition: Sei y: [a,b]—R" eine Kurve. Eine Vektorfeld v: U:=y([ab])—R" heilt
langs y integrierbar, wenn eine Zahl | existiert mit der Eigenschaft: zu jedem ¢>0
existiert ein 0>0, so daB fur jede Zerlegung Z&ft,....t}, p € N, von [a,b] mit
Feinheitu(Z)<d und zu jeder Besetzung B&{...;tp} zur Zerlegung Z gilt:

IS(ZBY)I|< & wobei S(Z,B,v)::i<v(y(rj)),y(tj)— y(t,.)>. | heidt dann

Integral von v langsy, in Zeichen I< v, dt >
Y

Bemerkung:

Ist y:= id: [ab]—R, y()=t und v: U=y([ab])=[ab] >R ene Funktion, so sind die
Riemannschen Summen identisch mit S(Z,B,v) [nach Satz (1.35)]. I v eine Regelfunktion
b

auf [a,b], so existiert das Kurvenintegral Iv dt, und es gilt Ivdt :Iv(t) dt.
4 % a

Stetige Vektorfelder sind nicht langs beliebiger Kurven integrierbar.

(2.12) Definition: Eine Kurvey: [a,b]—-R" heiltIntegrationsweg, wenn zuy=(y1,....Yn)
Regelfunktionery; existieren,y;": [a,b]—R, so dafy; Stammfunktion zy;' ist,
je{1,...,n}

Bemerkung:

Aus Bemerkung zu Satz (2.5) folgt, daf3 jeder Integrationsweg rektifizierbar ist mit

s0)= [ )

(2.13) Satz Seiy: [a,b]—R" ein Integrationsweg. Sei v:4R"—R" ein stetiges Vektorfeld
mit  y([a,b])cU. Dann ist v langs y integrierbar, und es qilt

[<v.dt> :}< v(y(t), y' () >dt = i}vj (V)T @)t

Beweis:

Der Integrationsweg hat endliche Langg)s(Da v stetig ung’; Stammfunktion zy;' ist, ist
y und damit auch;yy auf [a,b] stetig. Zu>0 wahle mard>0, so daf fur alle sst[a,b] mit
|s-t] <& gilt:

&

. ~\/- t
iy (s)-vi(y () 1< 50

mit Feinheitu(Z)<6 und B={z3,...7p} eine Besetzung zu Z.

fur je {1,...,n}. Ferner sei Z=§,...,;;} eine Zerlegung von [a,b]
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Sei I:= i}vi (v(®)y,” (t) dt, dann gilt wegen y;(t-1)-yj(t) = jyi '(t) dt mit

sz,B,v>::i<v@(tj))y(tj)-y(tj.l) >

ISZ BV || zi< Vet vt == 3 [v, (o, o |

1=1%

=3 3 vl ) vt )y IZV (oW, ®

= i Z:f_lv,- (), (b ot - i Zt:[vj (), @ ct

-33 J6.60)-v 60 0
2.2

r-1

(v, () v, (V(t)))\yj (1) ot

IA

&

n b , £ b , _
< G0 ]Z !\yj (®) dt<% !Hyi ®dt=¢

Hierbei gilt fir xe R" und x = (%,X2,...,%) die Ungleichung (Cauchy-Schwarz)
1 1 1

il =3 e/ B il 522 =B i =vei

g.e.d.
Beispiele:
1) o=l Y. [01—=R y (1) = (tt) Y«(0) =(0,0)
Y«(1)=(11)
v(xy) = (¥31)

2)

J.< V’dt > :j.< V(ya(t))’ ya,(t) >

+1

) 20 +1

Alle Kurven haben denselben Anfangs- und Endpunkt, die Integrale aber haben
verschiedene Werte

Yo = (1 ot = I<v,dt>:}(t2“ Q+1 e )dt =
Va

y: [a,b]-R? sei eine Kurve miy(t)+0, als Vektorfeld sei gewahlt das Windungsfeld /
die Windungsform

v(X,Y) :xz—JlryZ -y,x) v:R?\{0}—> R?
° - yz(t) D/l,(t) + yl(t) D’z’(t)
<v,dt>= dt
I = oy + (.07
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Wir stellen nun einige sehr einfache Eigenschaften von Kurvenintegralen zusammen:

(2.14) Satz (Rechenregeln fur Kurvenintegrale):
1) Sind v und w langs einer Kurvg integrierbar, so ist auchx-v+B-w langsy

integrierbar mitI<aB/+ﬁHN,dt>:aq<v,dt>+,8q<w,dt >
y Y Y

2) Sei a<b<c undy: [a,b]>R" stetig. Ist v langs der Teilkurve::=y[.5 und langs
der Teilkurve y.:=ymq integrierbar, so ist v langsy integrierbar mit
<v,dt >=(<v,dt >+ [<v,dt >
Jrodzn ]

3) Sei t: [x,B]—[a,b] eine bijektive, stetige Funktion mit t=t(s). Sei v langs der
Kurve y: [a,b]-R" integrierbar. Dann ist v auch langs der Kuguet integrierbar,
und es gilt: [<v,ds>=%(<v,dt >.

J J

Dabei gilt ,+“, wenn t monoton wachst, und ,—, wenn t monoton fallt.
Insbesondere gif< v,dt >= —I< v, dt >
v y

4)

<v,dt>
J

< sly)- max |[v(y(®), wenny: [a,b}>U<R"

Beweis:
1) — 3) lassen sich leicht anhand der Definition nachweisen
ad 4)

Sei M::Q[aﬁ(] Iv(y(®))]|l, dieses Maximum ist vorhanden, da v yndtetige Funktionen sind
a,

und [a,b] kompakt ist. Fir die Riemannschen Summen ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

> <vlt)re) - 1,2 >S5 [<vle )t - vt o 3 v ) ) - v,

J

<M Di vt - vty )| <M-sy) g.e.d.
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83 Wegunabhéangigkeit von Kurvenintegralen, Gradientenfelder und
Potentiale

Jede stetige Funktion f: [ab]—R besitzt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine

Stammfunktion F: [ap]—R, so daB F(x) = f(x) fir alle x € [a,b] (siehe (1.22) und (1.23)). Im Gegensatz zum
eindimensionalen Fall existiert nicht zu jedem stetigen Vektorfeld v auf einer offenen Menge U eine Stamm-
funktion.

Wir diskutieren die Integration von Vektorfeldern, die eine Stanmmfunktion besitzen
und zeigen, daB die Existenz von Stammfunktionen zur Wegunabhdangigkeit der
Kurvenintegrale gleichwertig ist.

InR: }f(t) dt =F(b) - F(&, wenn F'=f.

Gegeben seien

of
V= (Vl’VZ’---;Vn) f= f(Xl,...,Xq) — = j
0X;
_Hof of 4. .. ) _ ‘
grad f = e ist die adaquate Verallgemeinerung zu F
X, X,

(2.15) Definition: Sei UZR" eine offene Menge, v: BR" ein Vektorfeld mit v=(y,...,w).
Eine differenzierbare Funktion f:-UR heil3t eineStammfunktion oder einPotential
von v auf U, wenn grad f(x) = v(x) fur allesxU, d.h.
Hof(x) of(x) of(x)
Hox, "ox, =~ ox,
v heil3t danrGradientenfeld, Potentialfeld oderkonservatives Vektorfeld.
v heil3texakt auf U, wenn v stetiges Potentialfeld auf U ist.

Ez (v,,V,,...,v, ) gilt fir alle xe U.

Bei der Frage, ob ein Vektorfeld eine Stammfunktion besitzt, ist genau auf den
Definitionsbereich zu achten. Es gibt Vektorfelder, die auf einer offenen Menge U
keine Stammfunktion besitzen, jedoch auf geeigneten Teilmengen von U.

(2.16) De€finition: Eine nichtleere TeilmengetR" heif3t
1) zusammenhéngendwenn je zwei Punkte aus U durch eine Kurve verbunden
werden kénnen, die ganz in U liegt
2) sternférmig, wenneseina< U gibt, Zentrum genannt, so daR fur jedesXJ die

Verbindungsstreck& von a nach x in U liegt

3) konvex, wenn sie mit je zwei ihrer Punkte auch die Verbindungsstrecke enthalt

4) einGebiet, wenn U offen und zusammenhéngend ist
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(2.17) Satz Is f auf der offenen Menge UZR" eine Stammfunktion des stetigen
Vektorfeldes v: U—R", so gilt fir jeden in U verlaufenden Integrationsvyegit dem
Anfangs-punkt & U und dem Endpunkté U

I<v,dt>:I<gradf,dt>:f(b)—f(a)
Y Y

Beweis:

y: [, B1—U mit y(x)=a, y(B)=b, y=(y1,....yn) , day; Stammfunktion zy;": [ x,B]—R,

j € {1,...,n}, ist y stetig. f ist Stammfunktion von v, d.%‘?L =v; sind stetig, E {1,...,n}, f
X .
I
stetig partiell differenzierba> f ist stetig.

Betrachtep: [, 8]—R mit p(t)=f(y(t))
= ¢'(t) = <grad (y(1)).y'()>  (Kettenregel)

f(b)-f(a) = p(B)-p(x) = }qﬁ’(t) dt :}< grad f (y(t)), ¥/ (t) >dt = [<oradf,dt>=[<v,dt >

g.e.d.

(2.18) Korollar: Besitzt das stetige Vektorfeld vi-R" auf der offenen Menge4R" eine
Stammfunktion, so gilt
1) fur jeden geschlossenen Integrationsye@.h. Anfangspunkt gleich Endpunkt)

inU [<v,dt>=0
I

2) fur zwei Integrationswege’s und y» in U mit demselben Anfangspunkt und
demselben Endpunljk v, dt >= I< v, dt >
" 2)

(2.19) Definition: Sei UZR" offen, v: U-R" stetig. Gilt fur beliebige Integrationswege
und y, in U mit demselben Anfangspunkt und demselben Endpunkt

I< v, dt >= I< v, dt >, so heil3t das Kurvenintegral von v indégunabhéngig
21 2

b
Man schreibt auch J’< v, dt > :J'< v, dt >
4 a

Ein exaktes Vektorfeld kann also wegunabhdngig integriert werden. Die Wegunabhdngigkeit des Kurvenintegrals
ist somit fiir die Existenz einer Stammfunktion fiir ein stetiges Vektorfeld notwendig. Interessanterweise gilt
hiervon auch die Umkehrung. Der folgende Satz gibt in Analogie zum Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung eine Stammfunktion an in Gestalt eines Kurvenintegrals mit fest gewdhltem Anfangspunkt und

variablem Endpunkt (vgl. dazu Satz 1.22)).
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(2.20) Satz Sei UCR" ein Gebhiet. Ein stetiges Vektorfeld v: U—R" besitzt genau dann eine
Stammfunktion auf U, wenn es in U wegunabhangig integriert werden kann. Im Falle
der Wegunabhéangigkeit ist eine Stammfunktion von£:Rgegeben durch

X

f(x)::I< v,dt > fir xe U, wobei ae U ein fester Punkt ist.

Beweis:

UcR" Gebiet= U offen, xe U. Es existiert ein r>0 mit kx)={y € R"™ |ly-x||< r} < U, sei h

mit ||h||<r, dann liegt die Verbindungsstrecke von x nach x+h in U, die Verbindungsstrecke
habe die Parameterdarstellun(f):=x+th, te [0,1] = y'(t)=h

= fx+h)-(x) =[<v,dt >= }< v(y (1)) y' (t) >dt :}< v(x +th),h >dt
= f(x+h)-f(x)-<v(x),h> :}< V(X + th) —v(x) >dt
| f(x+h)-f(x)-<v(x),h>| g}|< v(x + th) = v(x) >/t Cés"l[”v(x +th) - v(x)| Ojh ot

t0[0,1]

cmax|u(c + th) ~v0o] h] et

_, fx*h) =109=<v(),h > < max|v(x +th) = v(x)| - O fir h—0
T

= V(X) totales Differential von f in x g.e.d.

Das stetige Vektorfeld v auf dem Gebiet UCR" ist also genau dann ein Gradientenfeld, wenn das Integral Gber
v wegunabhangig ist. Vom praktischen Standpunkt aus gesehen wird diese Antwort nicht voll befriedigen, da die
Berechnung eines Kurvenintegrals sehr schwierig sein kann und dartberhinaus alle mdglichen Kurvenintegrale
berechnet werden missen. Weitaus zweckmaBiger wére es, statt eines ,Integralkriteriums” ein | Differential-
kriterium* benutzen zu kénnen. Folgende leicht nachpriitbare Bedingung ist sehr niitzlich:

(2.21) Satz Sei U=R" ein Gebiet. Das stetig differenzierbare Vektorfeld-#R" besitze
auf U eine Stammfunktion. Dann gilt fur allesxJ:

v, (x) _9V;(¥)
0X; 0 X,

. ke {l,...,n} (Integrabilitatsbedingunggn

Bewels;

Satz von Schwarz, v =grad f, d.h. v, = aa—f
Xy
L 0vi(x) _ 9%(x) _ 9%(x) _ 9V, (X)

0X; 0X; X, 0XX;  0X,

g.ed.
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dvy(X) _9V,(X)
0X, 0X,

n=2: zuzeigen:

OV5(x) _9V,(9) _

X, 0X,4
n=3: zu zeigen: 0V, 09 _9V5() =0 < rotv(x) =0
0X,4 0X,
0V, (X) _0vy(x) _
0X, 0X,

(2.22) Satz (Poincaré):
Sei UCR" ein sternformiges Gebiet. Das stetig differenzierbare Vektorfeld-vRU
besitzt genau dann eine Stammfunktion auf U, wenn die Integrabilitatsbedingungen
v, (x) _9V;(¥)
0X; - 0 X,

fur alle U und j,ke {1,...,n} erfullt sind.

Beweis:

0.B.d.A. sei a=0 Zentrum von U, sgft):=tx, t € [0,1] die Verbindungsstrecke von 0 nach x,
Y'(H)=x.

Sei f(x)=[<v,dt > :}< v(y(t) y (t) >dt :}ivj (v(®)x, dt :j'ivj(tx)xj dt

of(x) _ o } @21 n GV(X)

W:axm[;zv () x; dt —I I

= k

”e:gj' 3 avkx(tx) 00X, + Vv, (X) Eﬁ%j’t El:—t(vk(tx) + vk(tx))th

beding.
9 0L IJ= j 0

[t X, +vk(tx)Ejt

= I%(tvk (tx))dt = [tv, ()]5 = (%) g.e.d.

Im Beweis wurden Differentiation und Integration in ihrer Reihenfolge vertauscht.
Dies ist im allgemeinen nicht ohne weiteres mdglich. Der folgende
Differentiationssatz parameterunabhangiger Integrale gibt jedoch eine hinreichende
Bedingung an, wie sie auch in Satz (2.22) erflllt wird.
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(2.23) Satz (Differentiation parameterabhangiger Integrale):
Sei UCR" eine offene Menge, [a,b]<R ein kompaktes Intervall. Sei f: U x [ab] — R

b
stetig. Sei F: U—R definiert durch F(x)::If(x,t) dt.

Ist fur jedes te [a,b] die Funktion xf(x,t) nach x partiell differenzierbar und die

af(x, 1)

Funktion (x,t}— 3 stetig auf Ux [a,b], dann ist F stetig partiell differenzierbar

k

9 F(x) _ a X, dt = }ai

nach x, und es gilt fur x U f(x,t)dt .

k

Beweis:

af(x,t) 0f(x,,1)
0X, 0 X,

UCR: Sei % € U beliebig,e>0 beliebig. Wir setzen(x,t):=

= ¢ ist stetig auf Uk [a,b] mit p(xe,t)=0

= W:={(x,t) € U x [a,b]: |p(x,t)|< &} ist offene Umgebung von {} x [a,b]; also existiert
offenes IntervalldU mit xo € | und Ix [a,b]< W. Sei Xxe |, X+Xo.

Nach dem Mittelwertsatz gibt es zwischen x up&tellens(t) mit

F(X) - F(x,) _ 2f(x, ) = f(X,,t) baf(f(t),t)dt
0 X

X=Xy :'! ’X_Xo dt:'ar

:>|F(x)-F(xO)_b0f(xO,t)dt baf(f(t),t)_af(xo,t)dt J_|6f(£(t)t) af(xo,t)|dt
‘ X =X, ) 0X 0 X 0 X 0 X |

:I|¢(g(t),t]dt <elb-a) g.e.d.
Beispiele:

D RO SR Ve ! 7

av (X, y) y? - x? avz(x,y) .
oy (x V)’ Ix fur alle (x,y)}=(0,0)

y(t)=(cost,sint) ;E[0,27]
<v,dt> = <y (1)),y(t)> = <(-sint, cos t) , (-sint, cos t)> = Sin+ codt = 1

2

<v,dt>= (ldt=27#0
'[ v '([ T

Das Integral verschwindet deshalb nicht — obwohl y eine geschlossene Kurve ist -, weil R? \ {0}
kein sternférmiges Gebiet ist. Allerdings ist die ldngs der negativen x-Achse geschlitzte Ebene
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2)

3)

R?\ {(x,0) € R% x<0} sternformig und besitzt dort eine Stammfunktion. Insbesondere gilt dann

I< v,dt > =0 fir jede in R*\ {(x,0): x<O} liegende Kurve.
y

V(X1,X2,X3):=(X2%-COS X1 , 2-Xo-SiN X1+ €73 | 2:Xo- €2%)

oV, :ZD<2B:osxl:aV2
0X, 0X,
ov, :0:0V3
0X,4 0X,
aVZ :2|]32X3 :av3
0X,4 X,
gesucht: f mit gradf=v, d.h. v, = of WV, = of WV, = of
0X, 0X, 0 X,
aaf =v, =x2[Eosx, O f(X;,X,,X5)=X3BNX, +9(X,,Xs)
X3
: 0 , : .
-, Ot :ZD(ZB;mxl+M:v2:ZD(ZE‘smxl+e2X3
0X, 0X,
— ag(XZ’X3) :eZX3
0X,

= g(X2,X3) = X2- €% +h(X3)
= f(X1,X2,X3) = X2%-Sin X +xg €7 +h(Xs)

of
0 X,
= h'(xs) =0 = h(x) = const.

=20k, % +h'(x,)=v, = 2k, [&>

= f(X1,X2,X3) = %2-Sin X +Xo- €2 +C
V(X1,X2) = (2X1+X2° | 3X1-Xo2+4)
gesucht: Stammfunktion f=f(3,) mit f(0,0)=5
0V, (X1, X5) =3y 2= 0V, (X1, X5)
X, ? 0 X,

Integrabilitatsbedingung iR? ist erfiillt, daher existiert eine Stammfunktion !!!

gesucht: f mit of
Xl

und

0
=V, > BxaX? + 4 = BxPxg D
0X, 0X,

= f(X1,X2) = X + Xo°-X1 + 4Xo + C

Aus f(0,0)=5= c=5.

=v, = 2)(l + X23 = f(Xl,Xz) = X12+ X23°X1 + g(XZ)

= g'(Xx)=4=9(x) =4x2+cC
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Ist v. UCR"—R" ein Potentialfeld, so kann man zur Konstruktion einer Stammfunktion f. U—R" einen
beliebigen Punkt x, € U wahlen, etwa das Zentrum des sternférmigen Gebietes U, und zu jedem x € U das

Integral f(x) = I< v, dt > berechnen, wobei y, eine Kurve mit dem Anfangspunkt xo und dem Endpunkt x in
yX
U ist, die moglichst so gewahlt wird, daf3 die Berechnung des Integrals sehr einfach ist

Zusatz

}< v, dt > :j[< v(y(), ' (t) > dt

In vielen Fallen: direkter Weg:(t) = a+t(x-a) ; te [0,1], ac R" y‘(t) = x-a, x-ac R"
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3. Lebesgue-Integral im R"

1902 fiihrte H. Lebesgue (1875-1941) einen Integralbegriff ein, der fiir viele Probleme der Integralrechnung
wesentliche neue Gesichtspunkte brachte und insbesondere eine leistungsfahige Theorie zur Vertauschung von
Limesbildung und Integration ermdglichte. Die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals geschieht hier analog zu
Kapitel 1: ein fiir Treppenfunktionen in naheliegenderweise definiertes Integral wird auf Funktionen ausgedehnt,
die beliebig genau durch Treppenfunktionen approximiert werden. Allerdings geschieht diese Approximation nicht
wie bei der Einfiihrung des Integrals von Regelfunktionen mit Hilfe der Supremumsnorm, sondern mit Hilfe der
L+-Halbnorm. Die Verwendung dieser Halbnorm fiihrt unter anderem dazu, daB das Lebesgue-Integral mit Hilfe
einer einzigen Definition sofort fiir Funktionen mit kompaktem Trdger als auch fiir Funktionen mit nicht
kompaktem Trager eingefiihrt werden kann. Im Gegensatz zu Kapitel 1 werden in diesem Kapitel komplex-
wertige Funktionen betrachtet, im dbrigen kann die vorliegende Definition des Lebesgue-Integrals ohne grofie
Miihe auch auf Funktionen mit Werten in einem Banachraum ausgedehnt werden.

81 Treppenfunktionen, L;-Halbnorm, Definition des Lebesgue-Integrals

(3.1) Definition: Seien H,Q,W Teilmengen des R". Dann heif3t

1) H eineHyperebene des R", wenn es ein ¢ {1,...,n} und ein ce R gibt, so daR
H={(x1,...,%) € R": x=c}

2) Q ein Quader des R", wenn es n IntervalledR, j € {1,....n} mit den
Randpunkten;ja b gibt, wobei s < g< bj< o gilt, so daB Q =1Ix I> x ...x I,

3) Q ein ausgearteter Quader des R", wenn Q ein Quader ist, der in einer
Hyperebene liegt

4) W ein Wirfel des R, wenn W =11 x I, x ... x I ein Quader ist mit bj-g = | fur
j € {1,...,n} [man spricht von einerausgearteten Wirfe| wenn dieser aus nur
einem Punkt besteht!]

5) H eineFigurim R", wenn H die Vereinigung von endlich vielen Quadern ist

6) Vn(Q):=(br-an): ... (m-a) = |In|- ... |11] dasVolumen des Quaders
Q=lix..xly

Ausgeartete Quader des R" haben stets das (n-dimensionale) Volumen 0.

(3.2) Definition: Eine Funktion T: R"—C heif’t eineTreppenfunktion auf dem R", wenn
es endlich viele paarweise disjunkte Quadegr.Q Q gibt, so dai3
1) T auf jedem Quader;( < {1,...,s}, konstant ist

2) T(x)=0 fir alle xe R" \ UQ].

=1

n=1:
T: R—R Treppenfunktion nach (3.2). Es gibt endlich viele paarweise disjunkte Intervalle
J,...,4, J habe Randpunktg<d. Man setze

a=min{ g, j € {1,....s}}, b:=max b, j € {1,...,s}}, dann ist T eine Treppenfunktion auf [a,b]
im Sinne von (1.1) mit T(x)=0 fur & R\ JJ, .

k=1
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Auf der anderen Seite kann jede Treppenfunktion T: [a,b]—C auf [ab] zu einer Treppen-

funktion T auf R durch ‘i’(x):T(x) fur x € [a,b] und 'T'(x):O fir x e R\ [a,b] erweitert
werden.
Mit T: R"—C ist auch|T|: R"—R mit | T |(X):= | T(X)| eine Treppenfunktion al".

(3.3) Définition: Sei ACR" eine Teilmenge. Die Funktioly: R"—R mit 1a(x):=1 flr x e
A und 15(X)=0 fiir xe R" \ A heiRt diecharakteristische Funktion von A.

Darstellung von Treppenfunktionen als Linearkombination von charakteristischen Funktionen

T :Zcj ELQJ G e C Qy,...,Q paarweise disjunkte Quader
]:

(3.4) Definition: Sei T:R"—C eine Treppenfunktion mit der Darstellung
T :ch ELQJ , wobei Q,...,Q paarweise disjunkte Quader d®ssind, ¢ < C. Dann
]:

S

heil3t die ZahIJ’T(x) dx = ch [V, (Q,;) dasIntegral der Treppenfunktion T.
Rn ]:

Treppenfunktionen haben die folgenden Eigenschaften (vgl. (1.4)):

(3.5) Lemma: Sind T und S Treppenfunktionen auf dBh «,B < C, so gilt:
1) die in (3.4) angegebene Definition des Integrals héangt nicht von der gewéhlten
Darstellung von T ab
2) «-T+f-S ist eine Treppenfunktion auf R" mit

I(a T+ B3)dx=a [ T(x) dx+ B S(x) o
3) \ U dx‘ < [[T60] o
4) IT(x) dx < IS(X) dx, wenn T(x)< S(x) fur alle xe R" gilt

Beweis:
Beweis Uber Induktion bzgl. n: fur n=1: (1.4)
n>1:R"=RPx R™P 1<p<n

Quader @R" laRt sich darstellen: Q5 Qnp , QSR”, Qv cR™.
Far Z:(X!y)’ Xe Rp’ ye R™P gllt 1Q(Z) = 1Qp (X) : 1Qn-p (y)
SeinunT :Z o ELQJ eine Treppenfunktion atl":

]:

Fur ye R ist Ty: RP—C mit Ty(x) ::ch o, )My, ), dh.

]=

Ty:= ch 0, . ¥, eine Treppenfunktion ae®.
=
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Fir Ty ist das Integral sinnvoll definiert als

(Induktionsvoraussetzung) J’Ty (x)dx= ch ELQM_F )V, (Q,,) =S(y)
RP

]:
Damit ist S:R"P—C mit S(y):Z ¢, Oy V,(Q,,) eine Treppenfunktion at™.
]:
Nach Induktionsannahme ist auch das Integral von S sinnvoll definiert durch

[SNUY=3 ¢, V,(Q,0) My, HQu0) = 3 &, V(@)

EJ’T (x)ded Zc vV, (Q));

die Ilnke Seite hangt nicht von der Darstellung von T ab, also
T(2)dz= E T,(x) ded g.e.d.
Jroe= LU

Anhand dieser Darstellung des Integrals im R" gewinnt man schlieBlich auch die Rechenregeln in der
Dimension n aus den Rechenregeln im Falle kleinerer Dimension.

(3.6) Korallar: (Satz von Fubini fur Treppenfunktionen):
Sei T: R™™—-C eine Treppenfunktion auf R™™, dann gilt mit z=(x,y), xe R", y e R™

T(x, y)d(x,y) = J’ Ej’ T(x,y) dXEdy-

RN*m RM RN

Wir wenden uns nun der Approximation der Treppenfunktionen zu. Da hierbei auch ,Werte im Unendlichen®
zugelassen werden sollen, miissen wir zunachst erldutern, was Werte im Unendlichen bei komplexen Zahlen
bedeuten sollen und wie wir das Rechnen im Unendlichen ohne Grenzwertbertrachtung regeln wollen.
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Einschub:

komplexe Zahlen:  z(x,y) ,XxyeR Z=X+y = =1

N=(0,0,1)

e
“'.:'J,."#: MHIE-FE -

o R
- -. . ', . =

Q Durchsto3punkt

M=(0,0,%)

P~ z=(x,y) = x+iy sei ein Punkt in der komplexen Zahlenebene.

1 : 0 x y x% +y? .
S: C—S,[M,0,—0 durch z=x+iy — S(2):= , , heif3t
/[Eb ZEH y = S Hl+x? +y2 ' 14x% +y? 14 x2 +y°

ster eographische Projektion von P auf die Kugel.
~ S:C— S/ZEH),O,%[H\ (0,0,1) ist bijektiv.

: : 1o [ 1H : _
Die Umkehrabbildung S 81/2[ ,O,EE \ (0,0,1) — C ist gegeben durch:

-1, — [ .:i .:L
%) = oy mit x:= 2 Y=

Definiere z,:= S%(0,0,1) [z, ist keine komplexe Zahl!]

c=cC 0{z,} erweiterte komplexe Zahlenebene
R=R [{ -0, 00} erweitertereelle Achse/ Zahlengerade
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Rechenregeln: 1) z+z,=2,+z=2, ,zeC
2)z-2,=2,-2=2, ,ze C,z+0
3 z,+z,=2z,
4 |z,| =

5 %=0 falszeC
VA

00

6) %:zw fir ze C, z+0

Vereinbarung:

00

Z =0 flr =0, g e RU {}, falls z c; nicht konvergiert.
=

(3.7) Déefinition: Sei f: R"— C eine Funktion. Dann heil3t
1) ¢ :ch (1, eineHdullreihe zu f, wenn Q offene Quader des R", ¢;>0 sind und
]:

fur jedes xe R" gilt: |f(X) | <|p(X)|= ici [, ()

]=

2) I((/)):=icj [V, (Q,) derinhalt der Hiillreihe ¢ :icj 1,
= =

3) |If||u:=inf {I(p): ¢ Hillreihe zu f} dieL ;-Halbnorm der Funktion f

Bemerkungen:
1) Jede Funktion iR"— C besitzt eine Hiillreihe, namlichy 221ELQJ , wobei

BxH— Bx H— Hfurje N, denn fur x R" existiert ein ke N mit
2 20 [ 2'2[

X € Qk+r fur allere N

=)< S0, (X) =

j: +r

|| f|]1 ist also definiert.

2) f: R"— C, daher ist auchf(x) | = «o zugelassen, es kann auch)l€E « sein, da Hullreihe

ilﬂQ’ (X) =:¢(x) nicht konvergieren muf3.
]:
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Darlberhinaus gelten die folgenden Eigenschaften:

(3.8) Lemma: SeiceC,f:R"-C, g R"—C, dann gilt;
1) 0<|fi<oo
2) |lcflla=|c|-[If]l1
3) [If+glla< [Iflla+]Iglls
4) |[fll1< lIglls, wenn [f(x) [<]g(X)|, x € R"

Bewels;

Da fiir jede Hiillreihey :ch 1, wegen 0 stets l)>0 gilt, folgt 1) unmittelbar.
]:

2) und 4) sind leicht eizusehen, wahrend 3) ein Spezialfall der folgenden allgemeinen
Dreiecksungleichung (3.9) ist. g.e.d.

Beispid:

A=l x o x ljax {c} Xl X ... x I ist ein Quader in der Hyperebene
[

j-tes
Intervall

H:={(X1,...Xn) € R™ =€} = V(A)=0

& &
,CF
3M 3M

Sei >0, Q,:=l1x... x| jax H: Hx ..xIn, I« Inneresvon Iy, wobei
C C

M:= l_' (b, -a,), wenn | die Randpunkte a.<by hat.
=1

k%]

Dann gilt: V(Q,) :l_l (b, -a,) g%:%@<g
=1
k#j

Betrachte f:=1a+ 0, dann it ¢,:=1-1,, eine Hullreihe zu f mit if,) <& = [[f[|.= 0.

Das Beispiel zeigt, daB ||.|[+ keine Norm auf dem Vektorraum aller Funktionen f: R"—C definiert. Die
Bedeutung von ||f||+=0 wird im Zusammenhang mit der Diskussion tber Nullmengen noch naher untersucht.

(3.9) Satz (Verallgemenerte Dreiecksungleichung):
Fur je N sei f: R™—> R eine Funktion mit;fx)=>0 fur xe R". Dann gilt:

gfi 1 = ]inlHl
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Bewels;

00

Sei £>0, sai j € N. Zu f; wahlen wir eine Hullreihe; = Zcik g, mit dem Inhalt

& £ . e © 2 . o
() :Zlcjk OV, (Q;i) < lIfill1 +§. Dann |st(p::lzl¢j :;Zlcjk [,,, eine Hilireihe der

Funktion ifi mit 1(p) :i icik V,(Q,) = Z |(¢j)gi@f||l +2—ﬁ§s i”f”l ‘e,
= =1 k= = = =
2

dae>0 beliebig und k) > , folgt die Behauptung. g.e.d.

1

J’lA () dx=1,], Sei T Treppenfunktion ai®"; wir werden zeigen, daf
Rn

IT1= J’|T(x)|dx <o,

Rn

Erinnerung:

Treppenfunktion.  TR"—-C , T:Z c; O,
]:

Q disjunkte Quader, endliche Summe

xUQ;

L
harakteristische Funktiol, :=
charakteristische Funktio, BJ x0Q,

J’T dx= ch v, (Q)) V(Qy) n-dimensionales Volumen des Quadejs Q
Rn ]:

|I.ll.  Li-Halbnorm auf der Menge der Treppenfunktionen
f. R"—C Funktion

Dann ist die unendliche Reihg :ch [, . wobei ¢0, Q offene Quader, aber nicht
]:

notwendig disjunkt, eine Hullreihe zu f, fall§(x) | <p(X), I((p)::icj vV, (Q)),
]:

|If]1:= Inf{I(@) | ¢ Hillreihe zu f} = inf @ci v, (Q))
=

<=5 c, ELQE
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Wir werden nun zeigen: die Li-Halbnorm ||T||1 einer Treppenfunktion T ist gleich dem
Integral der Treppenfunktion |T|. Zunachst wird diese Tatsache fiir die charakteristische
Funktion eines abgeschlossenen Quaders bewiesen, wobei die Vollstandigke®" des
verwendet wird.

(3.10) Fundamental-Lemma: Sei A abgeschlossener Quader RA. Dann gilt fur die
charakteristische Funktidl

[1all1 = Va(A) = J’lA (x) dx.

Beweis:

HSH:
Sei ZR" ein offener Quader mit A Q. Dann istpo:=1-1g eine Hullreihe zu fa, so daR

Ifll2=12all1=Inf {I(p): ¢ Hillreihe zu f}< I(po) = I(1g) = Vn(Q).

Zu jedeme>0 existiert ein offener Quader, @it V(Q,) < V(A)+¢, daher gilt:
11a]l1 < Va(Q,) < Vn(A)+e und damit]| 1a|1 < Vn(A).

,,Z“:
Um inf{l(¢) | ¢ Hullreihe zu 4.} = [|1all1 = Va(A) zu zeigen, zeigen wir, dafl fur jede
Hullreibhep von =14 gilt: 1(p) > Va(A).

Also, seie>0, dann gibt es zux A wegenp(x) >|f(x) |=|1a(X) | =1 einen Index Nx) mit

NE

ch M, (X) > 1.

= J

Da alle Quader Qoffen sind und obiges eine endliche Summe ist, gibt es eine offene
N

Umgebung U(x), so daR fir allesyU(x) ebenso gilt:Z c; g, (v) > 1=
]:

Da A kompakt, existieren endlich viele Punktg.xx € A, so dal die Umgebungen
U(Xw),...,U(%) ganz A tberdecken. Wahle N:=max({k),..., N(Xp)}, dann folgt
N

ch ELQJ > (1-)-1a und wegen Lemma (3.8) / 4) (Monotonie) gilt:
]:

|(¢):2cj v, (szici V,(Q))> (L) Vo(A).
Mit ¢—0 folgt 1(p)>Vn(A). g.e.d.

(3.11) Lemma: Fur jede Treppenfunktion T aBf' gilt
1T 1 =J’|T(x)|dx<oo.

Rn
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Bewels;

0.B.d.A.: Sel T(x)=>0 fir alle xe R", da nach Definition vor.||1 (3.7) die Treppenfunktionen
T und | T| dieselbe kL-Halbnorm haben.

<H.

Sei also T=) 3, EL(31 mit §>0 und (5] paarweise disjunkt (mdoglicherweise abgeschl.)
]:

Quader. Falls(~2j nicht offen ist, so zerlegéj disjunkt in (5] = QU R« wobei Qder offene

Kern von (5] und R Quader, die auf dem Rand vopli@gen, sind.
Fur diese gilt V(Rx)=0. Also

S t
T= ch O, + de [, - Da T(x)}=0 und alle Quader disjunkt, folgt-0, d=0.
]: =

Sei &>0 beliebig. Da jeder Quader Ry in einer Hyperebene liegt, existiert wegen Vi(Ry)=0 ein offener Quader Ry*
mit Re<=Re* und Vo(Re*) < e

S t
Dann ist(p::Zcj g, + de Mg, . eine Hullreihe zu T und
]: =

S t S t
1Tl < (g) :ch vV, (Q)) + de EVn(Rk*)chj v/, (Q)) +£Ede . Mit ¢—0 erhalt
= IE =

]=

man||T||1£icj D/n(Qj)SJ’T(x) dx.
1= R"

n

Da T eine Treppenfunktion, existiert ein abgeschlossener Quader bj@tg A, so daf}
j=1
T(X)=0, fur x¢ A.
Sei m:=max{T(x): xc R"} = max{T(x): x € A}
Dann ist S:= nia-T eine Treppenfunktion alR®" mit S(x)3>0 firr alle xe R" und nach oben
gezeigtem (5) gilt:
1S]]1 < J’S(x) dx. Mit dem Fundamental-Lemma (3.10) folgt:
Rn

J’T(x)dx: J’(mELA -S)x) dx = J’mELA dx—J’S(x)dx

(3.10

)
< [ImIalla- ISl = 1S+Tla- [[Sll2 = [IT]. g.e.d.

In der Tat ist ||T||4 auf der Menge der Treppenfunktionen auf R" eine Halbnorm.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zur Definition des Lebesgue-Integrals. Das Lebesgue-Integral wird
zundchst fiir Funktionen auf R" eingefiihrt und dann fiir Funktionen auf Teilmengen des R". Dabei betrachten
wir Funktionen, die bzgl. der Li-Halbnorm durch Treppenfunktionen beliebig genau approximiert werden kénnen.
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(3.12) Definition: Eine Funktion f: R"—C heiRt Lebesgue-integrierbar tGber R (kurz:
integrierbar), wenn es eine Folge (T;); . n Von Treppenfunktionen T; auf R" gibt mit

lim||f-T;|]2=0. Die komplexe Zahl J’f(x)dx:I_imJ’Tj(x)dx heit dann das
joe ah joe d,

L ebesgue-Integral von f.

Schreibweisen sind ebenfaWé(X)d”x oderIf dx.
Da fur Treppenfunktionen R"—-C, S:R"—C stets gilt

311

(319
J’T(x)dx—J’S(x)dx‘sJ’|T(x)-S(x)|dx = |T-S|. <|T-f]l. + |fS|1, ist die Folge
R" R" R"

ﬂ!Tj(X)dXE eine Cauchyfolge irC, also konvergent if€ (da C vollstéandig) und der
" ON

Grenzwertlim J’Tj (x) dx ist unabhéngig von der approximierten Folgg;(Bomit ist (3.12)
Joe g,

wohldefiniert.

Bemerkung:

1) Jede Treppenfunktion T a&" ist auch Lebesgue-integrierbar &If und das Lebesgue-
Integral stimmt mit dem Integral der Treppenfunktion im Sinne der Definition (3.4)
uberein.

2) Aus I_ime -TjHl:O kann i.a._nichtlim
joo joo
werden (d.h.{f[|1 54 =0).
Spater wird gezeigt, daf’ jedoch eine geeignete Teilfolge yirexistiert, die fast tberall
punktweise gegen f konvergidftx)=0 fur alle xe R"\ M, M Nullmengg

f(x) - T, (x)‘ =0 fir jeden Punkt x R" gefolgert

Eigenschaften Lebesgue-integrierbarer Funktidugh (1.4) und (3.5)

(3.13) Satz Seien fR"—C, g:R"—>C Lebesgue-integrierbar tbBf undx, < C.
Dann gilt: B
1) |f|: R">R mit |f|(X):=|f(X)|, x € R" ist Lebesgue-integrierbar UbRf und es

[0 d><4 < [1f9]ce =], < o=

2) o-f+B-gundf mit f (x):=f(x), xe R" sind Lebesgue-integrierbar ttRt mit
J’(a 0+ B dx=a Off(x) dx + B 0f g(x) dx sowie
R" R"

Rn

J’f_(x) dx = J’@ dx

gilt:

3) Sind fund g reellwertig mit f(X)g(x) fur alle xe R", so giItJ’f(x) dx < J’g(x) dx
R" R"

4) Wenn g beschrankt ist (d.h. es existiert M>0, so |dfR) |< M, x € R"), so ist g
Lebesgue-integrierbar
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Bewels;

ad 1)
Sei (T;); eine Folge von Treppenfunktionen mit I_ime -T, Hl =0.Da | |f|-|Tj| |<|f-Tj| folgt
]-;00

aus der Monotonie von ||.||; (Lemma (3.8)) ||| f|-|Tj| |l1 <[/f-Tjl|s, aso lim|/|f|-| Tj||1=0.
]aw

Somit ist | f| auf R" L ebesgue-integrierbar und

ﬁ':f(x) d><4 =llim J:Tj (X) d><4 <lim FﬂTi (x)|ox = J:|f |dx.
Da |[fllx = | -Tjll < I Till < [fllx + [Tl und lim|T, =lim [[T;([dx= [[f|()dx, folgt
R" R"

unmittelbar| f||1 < J’|f|(x) dx < | f|l.
Rn

ad 2)
Seien (T); und ()« Folgen von Treppenfunktionen mitm ||f-T;||;=0 und II(im||g-Sk||1:O,
]ﬁoo — 00

dann giltlim || &¢-f+B-g-(-Tj+B-S) |1 = lim | at-f- x-Tj +8-9-B-S 1
] o ] o
< Ijiﬂmoo o |«|-Tjl| + Ijiﬂmw | B1-19-Sll1 = O sowie

lim || -T, |:=0, ferner gilt IT_j(x) dx= [T,(x) dx
= R" R"

ad 3)
Wegen 1) git O [lg-filo= [lg- f|(x) dx = [ (g(x) - f(x))dx

ad 4)

Sei&>0, wir wahlen eine Treppenfunktion T af mit ||f-T||; <

sowie eine Treppen-

, wobeiu>0 eine Konstante mitT(x) | < u fur alle xe R"

funktion S auR" mit ||g-S||1 < 26

ist. Dann gilt
1f:9-T-S||1 = [|f-g-T-g+T-g-T-S|l1 < [|f-9-T-gl[1 + [ T-9-T-S|2 < M- |- T || + - ||g-Sl|1

< £2+£§: ¢, also ist g integrierbar g.e.d.

(3.14) Korollar: f: R"—C ist genau dann Ub&R" Lebesgue-integrierbar, wenn Re(f) und
Im(f) GberR" Lebesgue-integrierbar sind. In diesem Fall gilt

[f dx= [Re(f) dx+i Of Im(f) ox.



Integrationstheorie Seite 72

(3.15) Korollar: Sind f: R"—R und g: R"—>R UberR" Lebesgue-integrierbar, so sind auch
folgende Funktionen (b&" Lebesgue-integrierbar:

1) max(te):=(f +9)+|f -

2) min(tg)= (f +9)-f -

3) f":= max (f,0) positiver Anteil von f
4) 7= max (-f,0) negativer Anteil von f
Esgilt: f=f*—f  (wobei f ">0 und f ~>0)

Triviale Fortsetzung von fa:

X) wenn x JA

f: ACR" - C , dazu fa: R"—C mit fa(x):= ok
Ep wenn XxOR" \ A

(3.16) Definition: Sei AcR" eine Teilmenge. Eine Funktion f: A—C heillt tber A
Lebesgue-integrierbar, wenn ihre triviale Fortsetzung fa: R"— C UberR" Lebesgue-
integrierbar ist. In diesem Fall hei]it dx= J’fA dx dasL ebesgue-Integral von f

A R"

uber A. Wir setzen dann: ||f||1a :=||fal|1.

Satz (3.13) sowie Korollar (3.14) und (3.15) gelten sinngemaB auch bei der Integration Uber eine Menge ACR".
Insbesondere bildet die Menge 2+(A) aller iiber A Lebesgue-integrierbaren komplexwertigen Funktionen einen
Vektorraum dber C. Fiir jede iiber ACR" Lebesgue-integrierbare Funktion f gilt ||f||14 = J’ |f(x)| dx.

A

Der folgende Satz zeigt, daB fiir Regelfunktionen f: [ab]—C das in Kapitel 1 eingefiihrte Integral mit dem
Lebesgue-Integral tiber A:=[a,b] iibereinstimmt.

(3.17) Satz Eine Regelfunktion f: [a,b]—C ist Uber A:=[a,b] Lebesgue-integrierbar und es
b

gilt: If dx:If(x) dx.

Beweis:

Sei g: A=[a,b}>C eine beliebige Funktion, seigR—C ihre triviale Fortsetzung. Dann gilt
19all., = sup [9(X)[= lIgl...

x O[a,b]
Ferner gilt fir xe R [ga(X) [ < [|9all. [ 1a(X) [< |Gl 1a(X) = [Ga|<[I9].-1a.
Mit Lemma (3.8) 4)= [|gall1</[9ll..-[1all2
= (Fundamental-Lemma (3.20) gall1<[|g]l.-V(A) = ||9ll.-V([a,b]) = |9l (b-a).
Fir eine Regelfunktion f: [a,b}C und eine Folge von Treppenfunktionenalif [a,b]=A mit
| f-T;||.,— O fur j—oo gilt dann entsprechend fur ihre trivialen Fortsetzungen die Abschatzung
Ifa-Tialls < (b-a)[+-Tjll. = lim[fa-Tjall1= 0
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= fa ist Uber R Lebesgue-integrierbar mit
b b
= =i ) =i . = . .e.d.
{f dx !’fA dx Ijlpw T, A dXx Ijm!Tl dx '!f(x) dx g.e

Da jede Regelfunktion f: [a,b]—R (bzw. C) auch Riemann-integrierbar iiber [ab] ist und das Riemann-Integral
mit dem Integral der Regelfunktionen dbereinstimmt, fallen fiir Regelfunktionen die drei Integralbegriffe
zusammen, d.h. es gilt

Ir() = limR(Z+,B.) :Jb'f(x) dx= [f(x)dx.

A=[ab]
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8 2 Uneigentliche Integrale und Lebesgue-Integral, die ,kleinen* Satze
von Beppo Levi und Fubini

In diesem Abschnitt wird ein einfaches hinreichendes Kriterium entwickelt, das eine umfangreiche Klasse
integrierbarer Funktionen liefert und als Vorstufe des Satzes von B. Levi angesehen werden kann. Es ermdglicht,
den Zusammenhang zwischen der Lebesgue-Integrierbarkeit und der uneigentliichen Integrierbarkeit zu kldren.
Ferner wird mit Hilfe einer Vorstufe des Satzes von Fubini ein Reduktionsverfahren zur Berechnung eines
Lebesgue-Integrals hergeleitet.

(3.18) Satz (,kleiner* Satz von B. Levi):

Sei f: R">R eine Funktion. Es gebe eine monoton wachsende Folge (T;); von
Treppenfunktionen auf R" mit den Eigenschaften:
1) fur jedes x R" gilt f(x)=limT;(x)

]aw

2) es gibt eine Konstante M>0, so d%’ﬂj d><‘ <M fir j e N. Dann ist f Lebesgue-

Rn

Il

integrierbar GbeR" mit J’f dx=lim [T, dx
Rn n

Beweis:

T, =lim (Toes-T) =lim (T -T)= S (Tn-T)
J T e Vi mT mﬂw; ksl T Tk ijl k
— (Dreiecksungleichung (3.9) und (3.)1)
o (39) ® o
T, -TJ < T..-T| = T..,(X)-T, (X) dx
2 T (. 2 [Tea -, gjﬂkl() ()

- Z E [Teatd = [T, (9 de

Rn

1+Till =

Die FolgeE!Tk+l(x) de ist monoton wachsend und beschrankt, konvergiert also gegen eine

Zahl 1= [Tj[ <1 - [T, dx = O<lim||f-Tj<lim(-- [T; dx) =O. g.e.d.
2 joo joo

Als Folge dieses Satzes konnen wir das Verhdltnis von Lebesgue-Integral und uneigentlichem Integral von
Regelfunktionen genauer untersuchen. Dabei stiitzen wir uns auf das folgende

(3.19) Lemma: Sei ER ein Intervall. Sei f: 4R eine Regelfunktion mit f(x)0. Sei (J); eine
Folge von kompakten Teilintervallefel mit 1;,<lj+1 und I:UIj . Dann existiert eine
j

Folge (T); von Treppenfunktionen a&f mit
1) T;(X) < Tj+a(x) , xeR

2) f(x)-% < Tj(x) < f(x) fur x e |;

3) T;(x)=0 fiir xe R\ |
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Bewels;

Sei j e N. Dann existiert auf dem kompakten Intervall I; eine Treppenfunktion § mit

f(x)-% < S(x) < f(x) fur alle x e I; (Approximationssatz (1.1D) Sei §j die triviale Fort-
J

setzung von SaufR. Die Funktion T:max{i, ,§j}, j €N, leistet das Behauptete.
g.e.d.

(3.20) Satz Sei l:=(a,b) mit se<a<b<wo ein offenes Intervall. Sei f—$C eine Regelfunktion
auf I. f ist genau dann Uber | Lebesgue-integrierbar, wenn f Uber | uneigentlich

b
absolut-integrierbar ist. In diesem Fall gJ1t:dx :If(x) dx.
| a

Beweis:

Wegen (3.12) sei 0.B.d.A. f reellwertig. Sei f Uber | Lebesgue-integrierbar. Sejen],
jeN, mit I<lj, i<l und 1= 1.
j=1

Dann ist|f| nach (3.13) Uber | Lebesgue-integrierbar.

Mit (3.17) = Jj’|f(x)| dx:J|f(x)| dst’|f(x)| dx firje N

= I|f(x)| dx < I|f(x)| dx.

b b
Existiert umgekehrt das Regelintegrﬂf(x)|dx, dann existieren auct]’f+(x) dx und

}f “(x) dXx.

Also ist zu zeigen, dal3 f Lebesgue-integrierbar ist fur den Spezialfaltl@al? f
Nach Lemma (3.19) wahlen wir eine Folgg)(TVon Treppenfunktionen al® mit den drei

angegebenen Eigenschaften. D&JEf(x) und f(x)-% < Tj(x), ist auch die Folg%Tj dXE
J

b
beschrankt mit!’Tj dx < If(x) dx

Teil1

b b
0 f(x) dx < I_imi!’Tj (x) dstf(x) dx. g.e.d.
]-;00
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Beispidl:

. % wenn x =0
f: R—R mit f(x):=BNnX wenn x £ 0

X
R
= f ist UberR uneigentlich integrierbar, da fur R> dx— _COSR _ coSX dx
R 4 x?

R cosx R1 Rsinx 'S

undlimJ’ dx < lim [—-dx <, so dal’lim dx—I d +1lim I—dx<
Raool X2 Raool X Raeoo X 2 Ro o

und da'[ﬂd Iﬂdy und somit

1 -a 1 R
:[Of(x)dx:_'[of(x)dx+‘(|)’f(x)dx:le:';f(x)dx+|g|£g£f(x)dx+gggb|{’f(x)dx+le'!’f(x)dx

f ist nicht uneigentlich absolut-integrierbar, denn fiar (kz , (k+1)z) gilt:

1 1 (k+1)r Sin X 1 (k+l)7T.
=> | |dxz O |sinx|dx =
X + 1)1 X +1)77T + 1)1
k+1 i k+Dm ! k+1
(D7 g0 x 2 k1
I ——dx=— —_.
b | X m )+l

Es folgen nun Anwendungen des kleinen Satzes von B. Levi zur mehrdimensionalen Integration. Dabei benutzen
wir die folgende Sprechweise:

(3.21) Definition: Sei F (,_A,ﬁ) die Menge aller Funktionen auggn in R.
Seid (o< F(A,R) eine Teilmenge. Eine Funktion h-AR mit
h(x):=sup{f(x): fe (Fo} fur x € A heil3t dieobere Einhlllende von 7.

Ist (Fo ={fi: ] € N} < (A,ﬁ) eine abzdhibare Tellmenge und ist g;: A—R definiert durch
gi(x):=max{ f1(x),...,fi(x)} fir x € A, so gilt gj(x)<gj+1(X) fiir x € Aund j € N.
h(x)=limgj(x) firr x € A ist dann die obere Einhiillende zu (fo.

]aOO

(3.22) Lemma: Sei UCR" offen. Sei f: U—R stetig mit f(x)>0 fur x e U. Dann gibt es eine
Folge (T); von Treppenfunktionen;Tauf R" mit Tj(X)<T;+«1(x), x€ R", j € N, so daR
fu()=1imT;j(x) fur xe R", fy triviale Fortsetzung von f.

]ﬂw
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Bewels;

Sei ac R", >0, sei W((a):= [ag-r,a+1] X ... X [arT,a:+r] ein achsenparalleler abgeschlossener
Waurfel. Wi(a) heiRe rational, wenneaQ", re Q.
Sei &% die Menge aller Treppenfunktionen aBf der Gestalt T, = Ma Ly o, WoObei

W, (a)cU ein rationaler Wirfel und mg= min{f(x): x € W(a)}.

Zu zeigen: Fur alle & =7 gilt T(x) < fi(x), xe R", denn:

xeR", x¢ U, = T, 4X) = 0<fy(x), da W(a)cU.

Ist xe U = fir alle rationalen Wiurfel Wa)=U.

Tra=Ma 1Wr(a) () < f(x) < fu(x).

f ist stetig,, zu x R" unde>0 existiertd>0 mit § € Q, so daR|f(x)-f(y) | < ¢ fur alle
y € Ks(X)={z € R": ||x-2[| <5}

Zu zeigen: K(x) enthalt einen rationalen Wiirfel {&): denn zu x R" wahle a= Q" mit

c .
X3 1< i )

= ||x-a||2<%. Seiye W, (a)

¢
= [Ix-yll2< [[x-alz + |a-y|2 <O wenn p:=—

a/n

Da fur € Q mit r1<r0::L stets X W, (a) < Ks(x) <= U,

4/n
gilt fur alle ye W, (a) [f(x)-f(y) [<e

= f(x)-¢ < f(y) fur alle ye W, (&) = f(x)-e<m, ,
=fx)-e<m -1y =T

= fu(¥)-e< T, ., () <fu(x), xe R"
Wegen T(xxfy(x) fur alle T € <% folgt dann §=sup{T: T € <%}, also ist {, obere

Einhlllende einer abzahlbaren Teilmenge von Treppenfunktionen. Nach den Bemerkungen
im Anschluf3 an Definition (3.21) folgt deshalb die Behauptung. g.e.d.

(3.23) Satz Sei A eine offene (oder abgeschlossene) Teilmenge, die beschrankt ist.
Sei f: A—~C stetig und beschrankt. Dann ist f Gber A Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

0.B.d.A. gelte f(x»0:

1. Fall:

Sei A offen und beschrankt, sai triviale Fortsetzung von f. Nach Lemma (3.22) existiert
eine Folge ({; von Treppenfunktionen;Tauf R" mit Ti<T;+; und fL\(x):IjimT,-(x), x e R".

Wahle einen Quader€R" mit AcQ und eine obere Schranke M fir f.
Dann gilt: T< M-1q
= J’Tj dx<M-V(Q);jeN

Rn

= B. Levi (3.18) liefert, darafliberR" Lebesgue-integrierbar ist.
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2. Fall:
Sei A abgeschlossen und beschrankt, d.h. konjpakt. f ist stetig ziuf A, also auch beschrankt auf

A. Tietzes Fortsetzungssatz liefert eine FunktionR"—C, so daRf stetig und beschrankt
aufR" ist mit F(x):f(x) fur x e A. Wahle offenen QuadercR" mit AcQ, wende 1. Fall auf
Q anf ist auf Q beschrankt

= fUr die triviale Fortsetzungaf 1‘~Q —1‘~Q o A gilt: 1‘~Q und 1o A sind nach dem 1. Fall

Lebesgue-integrierbar, also augh f
g.e.d.

Im Beweis dieses Satzes wurde von Satz (3.18) (B. Levi) nur die Tatsache der Integrierbarkeit der Grenzfunktion
ausgenutzt. Durch Kombination der Formel J’f(x) dx=1lim J’Tj (x)dx mit dem Satz von Fubini fir
R" = R"

Treppenfunktionen (Korollar (3.6)) erhalten wir auch ein Reduktionsverfahren zur Berechnung des Integrals.

(3.24) Satz (,kleiner* Satz von Fubini):
Sei AcR"XR™ eine offene und beschrankte Teilmenge (bzw. eine kompakte

Teilmenge). Sei f: A>C stetig und beschrankt. Dann gilt:
1) fur jedes ye R™ mit @+A,:={x € R" (x,y) € A} ist f;: AICR"—C mit fy(x)=f(x,y)
uber A Lebesgue-integrierbar. Ferner ist die Funktion R"—C mit

@Jf(x, y)dx furA, #0
F(y):=1

H O furA, =0
Lebesgue-integrierbar auf R™, und es gilt:

[fy)d(xy)= [Fy)dy= [ E | f(x,y)dxgiy
A R™ |:

R™ [A,OR"
2) fir jedes xe R" mit @=A:={y € R™: (x,y) € A} ist fy: A,cR™—C mit f,(y)=f(x,y)
Uber A, Lebesgue-integrierbar. Ferner ist die FunktiorRG:-C mit

Hffx,y)dy furA, 20
G(x):=

H O furA, =0
uberR" Lebesgue-integrierbar. Es gilt:

[y d0xy) = [G0) b= IE [f0cy) dyEﬁx

Beweis:

Fir A offen und beschrankt: 0.B.d. Az0f
Sei fy triviale Fortsetzung von f, dann existiertj)(TT; Treppenfunktion auR"xR™ mit

Ti<Tj+1 und (X, y)=limTj(x,y) fur (x,y) € R"<xR™. Sei ye R"™, die Treppenfunktionen;J mit
] o
T;y(X)=Tj(x,y) bilden eine monoton wachsende Folge hmtT; y(X) = limT;(x,y) = fa(X,y),
] o ] o

und die FoIg%ﬁ[Tw(x) dXE ist beschrankt
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= Ky) = |j|ﬂn;l F'{[HT].‘y(x) dx

Zu zeigen: F(y) ist Lebesgue-integrierbar. Mit Hilfe von Satz (3.23):

S: R™>R mit S(y):= ITW(X) dx sind Treppenfunktionen auf R™, und (S); konvergiert
Rn

monoton gegen F.

Ferner ist E;IS] (y) dy@ beschrankt.

Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen und wegj<Fa, liefert namlich

ij(y)dy-jEjT,y(X)dXBiy- jT (x,y)d(x,y) < jf x,y)d(x,y)

R™ R™LR" R"xR™ R"xR™

B. Levi liefert, dal3 F Lebesgue-integrierbar ist mit den angegebenen Eigenschaften.
g.e.d.

Beispiele:

1) f: [a,b]x[c,d]—R sei stetig auf [a,b]c,d]=:AcR?.

[0 80 = [L103)dy =yt

2) A=[1,2]X[0,1] f(x1. %)= —
1+Xx7X,
=> fir x; € [0,1]:
2 1
F(x) = [———dx
0" [ ™
D 1 wenn X, =0

_E\/)l(j 2 [ (\/ZX )2 dx, = \/)1(_2 [(arctan(z\/Z) —arctan(\/Z)) wennx, #0

F(0) = 1 =lim arctan(z\/Z ) - arctan(\/z )
X, -0 \/Z

1
= If(xl,xz)d(xl,xz) :IF(XZ) dx, mit Aufwand zu berechnen !!!
A 0

, daher ist F auf [0,1] stetig

= fir x; € [1,2]:

o
G =
S Evsy

l ! Xf l 2 X2=l
=— dx, =—0OIn(1+ x: X _ :—Eﬂn 1+ x?
2 Xf a:l_'_xfxz 2 Xfl:[ ( 1 2)])(2—0 f ( )

= [f(x,,X,)d(x x)—ZG(x)dx 2de In£+2@rctan2——
‘[ 1772 11 M2 _Jl. 1 1 '[ Xf 1 \/g 2
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3) Sei ACRxR™ eine Teilmenge, fiir g R™ (y = (y1,...,}1)) sei
Ay={x € R: (X,y) = (X;},...,}h-1) € A} ein Intervall oder leer. Dann heil3t énfach bzgl.
Y = (Y1,....¥n-1) bzw. Normalbereich bzgl. y = (y,...,Yn-1)
Sei A kompakt, sei B:={y¥ R"™*: A=}, dann gilt fir ye B: Aj=[X1(y),%2(y)]

z(Y)
J’f(x V) Ad(X, Yyes Vo) = 1[ jf(x y)dxgd(yl, o Y1)

1(Y)
4) A=K (0)cR?, K., (0)= (xy): 2+y’<r?}
X+y<rr = X<r’-y, wennly|<r
= A/={x € R: (x,y) € AJ={x € R: x*+y?<r?}

Ayzl_-\/rz-yz,\/rz- 2qur lyl<r

G
2J’f(x y)d(x,y) = ID f(x,y)dxgdy
T O
5) Sei Aderim 1. und 4. Oktanden gelegene Teil einer Vollkugel mit Radius 3.FSebR
gegeben durch f{yxz,X3) = X-X2+X3

Berechne'[f(xl,x2 X)) d(Xg, X,, X3)

A
A={(X 1,%2,X3) € R® x"+Xo"%5’<9, %>0, %0}

= 0< X3<4/9- (X5 +X2)

Mit B={(X 1,%2) € R% x:?+x,°<9} folgt:

9-(x1 +x3)
le X, D(Sd(xl’XZ’X3):‘!E I X, [X, D(3C|X3§:|(X1,X2)
A 0

:‘!Xl X, El? (Xf2+ X3) d(x,,x,) :}E/F)(l X, EI?-(Xf2+ x3) dx, gsz

6) Volumen des Eikorpers:
Va={ (i0x0) € R% 2L+ 22+ X3 <1} mit a>0,0>0,¢>0
a’®
Ve = 2V, Wobei Voe={(X 1,X2,X3) € Vi: x>0}

2 X2
0<xs<clf1- %+b—ggz: f(X1,%2)

2
Vob—!f(xl,x ,) d(x,%,), wobei B:q (x1,%) € R* al %sl}

2

2 tT 2 2 H
1 1, X5
R i -Jlg o Bl

= ——n@[bﬂ:
3

Vei=a-b-c-%-n . Dieses Integral [&Bt sich mit Hilfe der Substitutionsregel sehr viel einfacher berechnen.
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8 3 Melbarkeit von Teilmengen def", Mengen vom Lebesgue-Mal3 0

Das Lebesgue-Integral versetzt uns jetzt in die Lage, einen sehr allgemeinen Inhaltsbegriff einzufiihren, der dem
Flacheninhalt bzw. Volumen von Punktmengen in der Ebene bzw. im Raum entspricht, wenn diese Mengen in
endlich viele Dreiecke bzw. Tetraeder zerlegt werden konnen.

(3.25) Definition: Eine Teilmenge ACR" hei3t Lebesgue-meRbar(kurz: meRbar), wenn
die Funktion 1: A—R mit 1(x)=1, x € A, Lebesgue-integrierbar ist.

Die Zahl V(A) = J’l dx = J’lA dx hei3t dann das-dimensionale Volumen von A
A R"

(oder dad.ebesgue-Mal’ von A Die leere Menge habe das Lebesgue-Mal3 0.

3.10

Ist A=Q ein Quader deR" (D ! Vh(A)=V(Q) [vgl.(3.1)]

(3.26) Satz (Eigenschaften des Lebesgue-Malles

Sind A,B = R" Lebesgue-meRbar und sind, A,A, = R" Lebesgue-meRbar.

Dann gilt:

1) AUB und AB sind Lebesgue-mefR3bar und es gilt
Vn(AUB)=Vr(A)+Vr(B)-V,(ANB); insbesondere gilt YAUB)=V,(A)+V (B),
wenn V,(ANB)=0

2) Vn(A)<V,(B) wenn AZB

3) A1U ... U An ist Lebesgue-meRRbar mit,(A)= Zvn(Aj), wenn A:UA]. und
1= j=1

Vn(Ai N Aj) =0 flur I#J

Wir werden sehen, daB die Additivitat des Lebesgue-MaBes auf abzihlbar viele Mengen mit Zvn (A}) <o
l:

ausgedehnt werden kann (o-Additivitit des Lebesgue-MaBes).
Welche Mengen sind denn Lebesgue-meBbar? Unmittelbar aus (3.23) folgt

(3.27) Satz Jede offene (bzw. abgeschlossene) und beschrankte Teilmenge" det
Lebesgue-mel3bar.

Wie lassen sich Volumina von Teimengen ACR" mit Hife von Volumina bekannter Mengen des R"
berechnen? Der kleine Satz von Fubini liefert ein niitzliches Rekursionsverfahren zur Berechnung von Volumina,
es kann auf folgende Weise formuliert werden:

(3.28) Korollar: Sei AZR™™ eine offene (bzw. abgeschlossene) und beschrankte Teilmenge.
Dann gilt: Vhm(A)= J’Vn (A,)dy, wobei A:={x € R™ (x,y) € A}.
Rm
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Insbesondere gilt das folgende nach B. Cavalieri benannte Prinzip

(3.29) Korollar: (Prinzip von Cavalieri):
Zwei kompakte Mengen A,B = R™™ haben dasselbe (n+m)-dimensionale Volumen,
wenn fur jedes ¥ R™ die Schnittmengen £={x € R™ (x,y) € A} und
By:={x € R™ (x,y) € B} dasselbe n-dimensionale Volumen besitzen.

Wie das Volumen einer kompakten oder offenen und beschrankten Menge mit Hilfe von Volumina von Quadern
berechnet werden kann, zeigt der folgende Satz. Dabei erinnern wir uns, daf eine Menge, die Vereinigung

endlich vieler Quader ist, eine Figur genannt wird (Definition (3.1)).

(3.30) Satz Sei M=R" eine Teilmenge. Dann gilt:
1) Ist M offen und Lebesgue-meRbar, so gibt es eine Folge (@ Figuren mit

AcAj+1 und M:UAj. Ist (B); eine Folge von Figuren mit 8Bj:1 und

=1

M= B, , dann 9i|t3?lDJEVn(B;) = !imvn(Bj) =V, (M)
j=1
2) Ist M kompakt, so gibt es eine FolgeXAon Figuren mit A1<A; und M:ﬂA]. .

=1

Fir jede Folge (B von Figuren mit B.cB; und M:ﬂBj gilt:

=1

V,(M)=limV, (B,) =inf V, (B,)
joo jON

Beweis:

ad 1)
Wabhle rationale Waurfel, die in M enthalten sind, so erhalt man eine abzéhlbare Folge von

k [ee]
Quadern Qmit M=| JQ, ; setze A=| JQ, = AcAw und M= JA, .
j j=1 k=1

Sei (B); eine Folge von Figuren mit&B;.1, M:U B, .

=1

13, sind monoton wachsend und konvergieren gdgeV.(B;) :Ils, dx
Rn

Da M Lebesgue-mef3bar ist, folgt aysB!: 13, < 1ym und Vi(Bj) < V(M)

= Es[lB’ dXE ist beschrankt.

Der ,kleine" Beppo Levi liefertly =lim 13, ist Lebesgue-integrierbar mit

] o

V(M) :J’lM dx = Ijiﬂn;l Ils, dx:Ijiﬂn;]Vn(Bj)
R" R"
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ad 2)
Zu M wahle offene Wirfel M, wéahle eine Folge von Figuren Bt BycBy+1 und

UB\ =W\ M; setze A= W\ B, ke N
k
= A= W\ Bea © W B = Ac

undﬂA —ﬂW\Bk—W\UB =M g.e.d.

k=1

Beispiele:

1) Volumen eines Zylinders iR":
Sei BZR" eine kompakte Teilmenge, sei h>0. Die Menge Z(B,h}3B,h] = R" heif3t
Zylinder zur Basis B mit der Hohe h
Seiy € [0,h], Z(B,h)y:={x € R"™: (x,y) € Z(B,h)} =B

Cavalieri
O Va(Z(B,h)) = hVni(B)
2) Volumen eines KegelsimR":
Sei BcR"™ eine kompakte Teilmenge, sei h>0. Die Menge
K(B,h)={(x,y) e R ye[0,h], x e [EL—%[B B} heiRtKegel zur Basis B mit der Hohe h

Seiy e [0H] = K(B,h)y={x € R™: (xy) € K(B,h)}:[H.—%[B B

= Vana(K(B,h),) :B—XHH_ - Vpa(B)

u}
Vi(K(B.h) IEL Hﬂ 0V,,(B)dy = é% %@EWM(B)—...

3) Volumen eines Standardsimplex im R"™:
A"={ (X1,...%n) € R™: %20, j € {1,...,n}, X+Xo+... %<1}
n=1: A'=[0,1]
n=2: A?={(x,%2) € R% xlzo, X2>0, X1+Xo<1}

Vi(AY) =1 | Vi(AH= ——, da fur % < [0,1]: Aiz = {X1 € R: x>0, x+X<1} = [0,1-X)]

o Vo(AD) = f E:!'del dez :%

per Induktion: (A" = il

4) Cantorsches Diskontinuum C:
Ao = J[2k,2k +1]

kONg
1
An :3—nA0, ne N
Ch= [0,1]ﬂ AcNALN...N A,
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C, ist die Vereinigung von 2" kompakten Intervallen der Lénge%;.

Cn:1 entsteht aus [durch Herausnahme der offenen mittleren Dritteln aus allen 2
Intervallen, die @ zusammensetzen.

C::ﬂCn Cantorsches Diskontinuum
Va(C) :%[Hn = V4(C) =limV4(Cy) = 0

Eine besondere Bedeutung fiir den weiteren Ausbau der Integrationstheorie haben digjenigen Mengen im R",
deren Lebesgue-MaB Null ist:

(3.31) De€finition: Eine Teilmenge NR" heiRt eine Lebesgue-Nullmenge (kurz:
Nullmenge) oder hat das Lebesgue-Mall Owenn N Lebesgue-mef3bar ist und
Vn(N)=0.

Wir geben hier zwei Charakterisierungen von Lebesgue-Nullmengen, wobei eine der beiden besonders
zweckmaBig fir Beweise ist und die andere den unmittelbaren Zusammenhang zu Definition (1.43) bringt. Zu
den Charakterisierungen benétigen wir das folgende

(3.32) Lemma: Sei UIER" eine offene Menge. Dann gibt es kompakte Wurfel K& N, die

héchstens Randpunkte gemeinsam haben, so daLBJ W/z. Ist U Lebesgue-mel3bar,
k=1

dann gilt \i(U) :ivn(wj).
]:

Beweis:

Sei ke N. 94 sei die Gesamtheit der Wiirfel W 24 I, x ... x |, mit
I m; m; +10 -

j= ’ i S .

P T m

Fur I>k schneiden sich zwei Wiirfel W% und W'e 9% entweder nur in den Randpunkten,
oder es gilt WEW.
Wir wahlen Wiirfel induktiv aus?#*={W e 9. WU}, fiur k>1 sei %4* die Menge aller

derjenigen Wiirfel aud’%, die in U enthalten sind, aber in keinem der Wuirfel #fs i<k.

Eine gesuchte Menge von Wiirfeln ist dann die Vereinigliftig | ] 4*.

k=1

Ist U Lebesgue-meRbar, so betrachten wir mit Hilfe einer AbzahlupyVAV.. von 9%

Figuren A=W, U W, U ...U W; = A; bilden eine Ausschdpfung von EJAj = UE
j
auBerdem gilt: AZAj+

(3.30

0 ViU) = Ijiﬂn;ZVn(Wk) - ivn(wk). g.e.d.
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Wir kommen zu den angekiindigten Charakterisierungen:

(3.33) Satz Sei NcR" eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
1) N ist eine Lebesgue-Nullmenge dr'S
2) [[In]2=0

3) zu jedeme>0 gibt es abzahlbar viele Quadg®", je N, mit N QUQ]-

=1

und ivn(Qj) <e¢ (vgl (1.43)

Beweis:

1) = 2):
[ In]l2 :JlN dx=Vn(N) =0

2)=1)
Wir betrachten die Treppenfunktioneg R"—R mit T,(x)=0, ke N
= 0=l Inlla =lim | In-Till2

= 1y ist Lebesgue-integrierbar
— N ist Lebesgue-meRbar mit,(W) = J’ldx: J’lN dx = II(imTk x)=0
N R" -

2)=3)
0 =[|1n]l2 = 0 =|2-1n])2. Seie>0, dann gibt es eine Hullreihe fur 8, etwag :ch ELQJ ,
]:

wobei ¢=0 und Q offene Quader deR" mit dem Inhalt I(o):icj 0V, (Q))<e.
]:

Fir me N sei T= Zlcj Ao, + Tm ist Treppenfunktion mit F<T m+1.

]_
Die Folge E!Tm(x) dXE“ ist nach oben beschrankt durghalso ist(p(x):Zcj ELQJ x)
n DN ]:
Lebesgue-integrierbar aRf'. Sei U:={xe R™ ¢(x)>1} = NcU, auRRerdem ist U offen.

Wir zeigen: U ist Lebesgue-meRRbar mf{W)< e.
Nach (3.22) ist 1y Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folgg); (Son
Treppenfunktionen mit;S 1y< ¢

= J’Sj (x) dx < J’¢(x) dx<e.

Der kleine Satz von B. Levi (3.18) liefert, daR, Lebesgue-integrierbar ist mit
Vn(U)< J’lu dx<e.
Rn

Nach Lemma (3.32) laf3t sich U durch kompakte Wiurfel tiberdecken:
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U={JW, undV,U) = ivn(wj)
j=1 IE

3) =2
Sei >0, es gebe Quader wie in 3) angegeben = || 1n||2 =0, daN QUQ]- ,

=1

In< ile , sowie || In]l1 < i”le Hl = ivn(Qj)< . ged.
IE IE E

Im eindimensionalen Fall stimmt die Charakterisierung einer Lebesgue-Nullmenge NCR mit der Definition
(1.43) tiberein. Unmittelbar aus dem Beweis dieses Satzes ergibt sich das folgende Korollar:

(3.34) Korollar: Ist NcR" eine Lebesgue-Nullmenge, so gibt es zu jedem >0 eine
Lebesgue-meRbare offene MengeRJ' mit NcU und Vp(U)< e.

Als Anwendung erhalten wir auBerdem

(3.35) Satz Sei K=R" eine kompakte Teilmenge, sei f—KC eine beschrankte Funktion, die
auf K \ N stetig ist, wobei NKcR" eine Lebesgue-Nullmenge ist. Dann ist f auf K
Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Da f auf K beschrankt ist, gibt es ein M>0 mi(x) |<M fur alle x € K. Sei¢>0, nach
Korollar (3.34) gibt es zu N eine Lebesgue-mefRRbare MeagR"Unit NcU und MV (U)<e.

Da f auf K\ U stetig ist, ist f auf K\ U Lebesgue-integrier{@atz (3.23). Es gibt daher eine
Treppenfunktion TR"—C mit ||f|k\u—TJ|; < e. Da auRerderif | u||s <M-V(U) <&, erhalten
wir ||fk-T|l1 < ||f|k\vu=T]l1 + ||f]ul]1 < 2. Fx ist somit Lebesgue-integrierbar. g.e.d.

Im Fall n=1 sind zum Beispiel alle Regelfunktionen auf kompakten Intervallen Funktionen, die die
Voraussetzungen von Satz (3.35) erfiillen. Welche Mengen des R" sind denn nun Lebesgue-Nullmengen? Das
folgende Lemma und die anschlieBenden Beispiele geben einen Einblick.

(3.36) Lemma:
1) Jede Teilmenge einer Lebesgue-Nullmenge ist eine Lebesgue-Nullmenge
2) Die Vereinigung abzahlbar vieler Lebesgue-Nullmengen ist eine Lebesgue-
Nullmenge

Beweis:

ad 1) Aus MEN folgt: 1u<dy und damit| 1m|1<|[In]]2 = O

ad 2) Aus N% JN; folgt 1N£211N’ und damit| 1n||< Z =0 g.e.d.
j 1= 1=

1y,
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Beispiele:

Es sind Lebesgue-Nullmengen:

1) die Vereinigung abzéahlbar vieler ausgearteter Quader

2) jede abzahlbare Teilmenge d®’% insbesonder® in R

3) das Cantorsche Diskontinuum CRn

4) der Graph einer stetigen Funktion f:—R, wobei BzR"* die Vereinigung abzéhlbar
vieler kompakter Teilmengen dBS™ ist

5) jede Hyperebene dé&¥'

Die Bedeutung der Nullmengen fiir die Integrationstheorie liegt in ihrer Rolle als ,zuldssige Ausnahmemenge”.
Die folgenden Ergebnisse konkretisieren diese Rolle. Zur Formulierung der damit gemeinten Sachverhalte fiihren
wir die folgende Sprechweise ein:

(3.37) Definition: Sei E eine Eigenschaft, bei der fir jeden Punkt R" erklart ist, ob x
diese Eigenschaft hat oder nicht. Man sdgst alle Punkte x € R" haben diese
Eigenschaft E oderE gilt fast Gberall, wenn die Menge aller Punkte, fur die E nicht

gilt, eine Lebesgue-Nullmenge {stgl. (1.27).

Im Hinblick auf die Beispiele und diese Sprechweise gewinnt Definition (1.27) der Differenzierbarkeit fast tberall
in | eine neue Bedeutung.

(3.38) Satz Die Werte einer Funktion R C mit |f]]1< o, insbesondere die Werte einer
Lebesgue-integrierbaren Funktion, sind fast Uberall endlich,
d.h. M:={x € R": f(x)=z.} ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Seig>0. 1,, <& |f| = |1, I<ellfli= |1y, [=0. g.e.d.

(3.39) Satz Seien f,g:R”—»E Funktionen, die fast tberall gleich sind. Ist f Lebesgue-
integrierbar auR", dann ist auch g Lebesgue-integrierbarRiyfund es gilt:

|f-g||2=0 und J’g(x) dx = J’f(x) dx.
R" R"

Beweis:

N:={x € R™ g(x)}#f(x)} ist eine Lebesgue-Nullmenge. Sejid z,-1y und sei f:=1y, dann
gilt: UN::ka . Da N Lebesgue-Nullmenge ist, folgt dgl|1= 0= ||Un]||1 = 0.

f ist Lebesgue-integrierbar a®", dann existiert eine Folge §iT T; Treppenfunktionen, mit
lim || f-T;||.= O.
IAOO

Da [g(X)-Ti(x)| < [f{(x)-Ti(X)| + Un(X), x € R" = [[g-Tjll1 < [[-Tj|ls = g ist Lebesgue-

integrierbar mit|f-g||1 < ||f-T|l1 + | Tj-gll1 < 2-||f-Tj|1 '~70 und
J’g(x) dx = I_imJ’T].(x) dx = J’f(x) dx g.e.d.
R" ]ﬁan R"
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(3.40) Korollar: Sei f tber AR" und Uber BR" Lebesgue-intgrierbar. Seir#8 eine
Lebesgue-Nullmenge. Dann ist f UbepB Lebesgue-integrierbar und es gilt:

1!’f(x) dx :J’f(x) dx +1!’f(x) dx.

Beweis:

Nach Satz (3.39) durfen wir f(x)=0 fur allesxA N B annehmen. Dann gili fg = fa + fs
= Behauptung g.e.d.

(3.41) Korollar: Zu jeder Lebesgue-integrierbaren FunktioR™®> C gibt es eine Lebesgue-

integrierbare Funktiorf : R"—C mit
1) |f(X)|< oo fir alle xe R" und

2) f =ffast tberall auR"

Beweis:

Man setze dazu an jeder Unendlichkeitsstelle x von f@(wﬁzo und sonsf(x) = f(x) und
wende Satz (3.38) an. g.e.d.

Ist f fast Gberall auf R" definiert, d.h. auf R™ \ N, N Lebesgue-Nullmenge, so sagt man auch f ist iber R"
Lebesgue-integrierbar, wenn irgendeine Fortsetzung von f auf ganz R" Lebesgue-integrierbar ist

(3.42) Satz (vgl. (3.39):
Sei f:R"— C eine Funktion. Es giltf ||, = 0 genau dann, wenn =0 fast tberall gilt.

Beweis:
<" (3.39)

=% Sei|flli=0, N={xe R™ f(x)=0}
—N={JN, = J{x<R" |f(x)|>%}

k

= Fur alle k gilt: 1, <k |f| = |1 [1<k]|f[2=0
= Vn(Nk) = 0= N Lebesgue-Nullmenge. g.e.d.

Wir zeigen nun, daB das Lebesgue-Integral die wichtige Eigenschaft der Translationsinvarianz besitzt, die sich
als Ausgangspunkt fiir die Herleitung weitergehender Abbildungseigenschaften erweitern [46t,
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(3.43) Satz (Tranglationsinvarianz des L ebesgue-lIntegrals):
Sei f: R"—C Lebesgue-integrierbar. Sei a € R". Dann ist auch fi R"—»C mit
fa(x):=f(x-a) tberR" Lebesgue-integrierbar mit

J’f(x)dx: J’fa(x)dx: J’f(x-a)dx.

Beweis:

Sei Q = L x ...x I, ein Quader;,; mit &;<f; Randpunkte von,-,ll~j habe die Randpunkte

aj+a undBi+a = Vo(Q) = 11| X oox [In] = | T, | x..x | I, | = Vo(a+Q)
= die Behauptung gilt fito, damit fur Treppenfunktionen und damit folgt fiir jede Funktion

9, dald]|gall1 = [/9[2.
Sei (T); eine Folge von Treppenfunktionen nhim || f-Tj||1 = 0= lim||f=-Tjall2 = O, d.h. fist
joo joo

Lebesgue-integrierbar miJ’fa(x) dx:I_imJ’Tja(x) dx = I_imJ’T].(x) dx = J’f dx. g.e.d.
R" lAOOR" ' lﬂan R"

Wir verwenden dieses Ergebnis, um das Volumen eines Parallelotops zu berechnen. Zundchst die folgende
Definition:

(3.44) Definition: Sei a,...,& < R". Die kompakte Menge
P(a,...,a):={x € R™ x:thaj, t € [0,1], j € {1,...,n}} heiBtdas von a,..,an
]:

aufgespannte Parallelotop.

Fir das Volumen eines Parallelotops gilt nun:

(3.45) Satz Seien @...,& € R". Dann gilt fur das vonia..,a aufgespannte Parallelotop
Vi(P(a,....a)) =|det(a,....a)| .

Beweis:

Wir zeigen fur D(@...,a):=Va(P(a,...,a))

(D1) D(a,...Aa,....a) =|4|- D(a,...,a,...,a) fur A e R
(D2) D(a,...,atg,....a) = D(a,...,a) flr i

(D3) D(ey,...,) = 1, wenn g0 fur i,j € {1,...,n}

ad (D3):
D(ey,...,8) = Va(P(a,...,a)) = Vo(Q) = 1, wobei Q=[0,T]der Einheitsquader

Sind a,...,a linear abhangig= Vn(P(a....,a))=0 und (D2) und (D1) gelten trivialerweise,
deshalb seien im Folgendef.a,a < R" linear unabhangig:
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ad (D1):
wir zeigen (D1) furi=1, dann furi € N, dann fur4 € Q, dann furA>0 und4 € R und
schlieB3lich flri<0 mit 4 € R.

0. A=1 klar
1. A~A+1l: Zerlegung P@..,(A+1)a,...,a) = P(a,...A-&,....a) U {4-a + P(a,...,a,....a)},

wobei P(a,... A-a,...,a) N {/-a + P(a,...,a,...,&)} eine Lebesgue-Nullmenge ist
= Behauptung fi# € N

2. :g, p.aeN: pVo(P(a,....a)) = Vo(P(a,...a4-a,a)) = ¢Vo(P@,...1-a...))

3. A€ R, 4>0: Dann existierenr; € Q, >0, >0 mitrp< /4 < r; und

-1 <

&
flr vorgegebenes
v, (P(a,,....a,))

P(a,...,n-a,....a) < P(a,.../A-a,....a) < P@a,....,a,...,a)
= Vo(P(a,...,ra,....a)) < Vo(P(a,...A-a,....a)) < Vo(P(a,...,a,...,a))
= |Vn(P(a,...Aa,....a)) - +-Vn(P(@@,....a)) | < ...< (r-r)-Vo(P(a,....a)) <e.

4. A=0 klar
5. 4<0,4eR:Xx :thaj +Ad,a = thaj +Ada +A0 -2
I =]
Ik J#I
=AM + thaj + A [, -1) (&, , wobei 1-f< [0,1]
]:
j#i

=AA + Zt].aj -(-A)t, -1) &,
B
Wende 3. auf A0 an !!!

ad (D2)
Mit A= {x =Zt,a, ;1 €[0,1], I {1,...,n}, ti<tj} gelten
(wir schreiben nur die maf3geblichen Argumente) o
P(@ag) =a"ua", P(ag+a) =" U (a+A"). Die Durchschnitte” N A"
unda’ N (a + A") liegen in Hyperebenen und haben somit das Volumen 0. Damit ergibt sich

Vi(P(a,g+a)) = Va(2a") +Vi(a") = Vi(P(a,3))
g.e.d.
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(3.46) Korollar: Sei T: R"—R" eine lineare Transformation, sei QcR" ein Quader. Dann hat
das Bildparallelotop T(Q) folgendes Volumen: V,(T(Q)) = V(Q) - | det(T) |.

Bewels;

Seien ky,...,.kn die Kantenlangen von Q in Richtung vor)..e& (wobei ¢ kanonische Basis),
die Kantenlangen des Bildparallelotops vaiTk,...,.k+Te, ergeben das Volumen

Vo(T(Q)) = ki- ...- ky-|det(Ta,..., Tg) | =| det(T)| -Va(Q). g.e.d.

Diese Formel wird spater zur Transformationsformel fiir Integrale erweitert. An Stelle von det(T) tritt die
Funktionaldeterminante.

Zum SchluB dieses Kapitels sei bemerkt, daB wie im eindimensionalen Fall auch das Lebesgue-Integral einer
stetigen Funktion auf einer kompakten Menge durch Riemannsche Summen approximiert werden kann.

EineZerlegung einer Menge ACR" it ein System (Ay,...,Am) von Teilmengen AicA mit
1) A=A1U...UA,
2) AjN Ak Lebesgue-Nullmenge flil

O (A):=sup{||x-y||2: X,y € A} Durchmesser von A, 6():=0
max O(A)) heiltFeinheit der Zerlegung {A...,An) von A
<j<m

(3.47) Satz (vgl. (1.40)
Sei ACR" kompakt, sei f: A>C stetig. Dann existiert zeP0 ein$>0, so daR fir jede
Zerlegung {A,...,AJ von A mit der Feinheikd und fiir jede Besetzungy,...£3 mit

& e, je{l,...,n}gilt: If(x) dx — if(fj) V. (A) <€.
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4. Vollstindigkeit des Lebesgue-Integrals, Sitze von B.
Levi, Lebesgue, Fubini und Tonelli

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals ist, daB der ErweiterungsprozeB, der vom Raum der
Treppenfunktionen zum Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen fiihrt, bei Anwendung auf letzteren nicht
mehr Gber ihn hinausfiihrt (Satz von Riesz-Fischer). Als Konsequenz ergeben sich Satze iiber die Vertauschbar-
keit von Integration und Limesbildung sowie einige Integrabilitatskriterien.

81 Der Vollstandigkeitssatz von Riesz-Fischer

Ahnlich wie nach Satz (1.16) eine Funktion f: I—C eine Regelfunktion ist, wenn es eine Folge (f); von Regel-
b b

funktionen f; 1—C gibt mit lim||f-fi||.,= 0 und If(x) dx = I_imIfj(x) dx, ab €|, a<b, wollen wir den
joo j-o

Erweiterungsproze3 von Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit Hilfe der Halbnorm ||.||+ durchfiihren.

: inition: ); eine Folge von Funktionen f; R"—C, j € N. Sei f: R"—C. Dann
(4.1) Déefinition: Sei (f); eine Fol Funktionen f: R"—C, j € N. Sei f: R">C. D

heifl3t:

1) (f;); eineL;-Cauchyfolge, wenn zu jeders>0 ein j € N existiert mit||f-fi || < ¢ fur
hk>]..

2) die Folge (f; .~ Li-konvergent gegen f und fL;-Grenzwert von (f);, wenn
lim|[fi-fll. =0
IAOO

Da |.|[1 nur eine Halbnorm ist und || f - f |l+= 0 genau dann gilt, wenn f = fast Uberal (Satz (3.42)), ist
ein Li-Grenzwert nur eindeutig bestimmt bis auf eine Menge N vom Lebesgue-MalB 0. Allerdings ist jede Li-
konvergente Folge (f); auch eine L1-Cauchyfolge.

(4.2) Satz (Riesz-Fischer):
Sei (f); eine Li-Cauchyfolge Lebesgue-integrierbarer Funktionen fj: R"-C, j € N.
Dann gilt: Es gibt eine Lebesgue-Nullmenge NcR", eine Teilfolge (f;, )&(f); und
eine Funktion f: R"—C mit:
1) Lim f, (x) =f(x) fur xe R"\ N
2) fist Lebesgue-integrierbar aRf
3) Ijiﬂn;] | f-f;||2 = O und J’f(x) dx = Ijiﬁng J’fl.(x) dx
R" R"
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Bewels;

ad 1)
(fj); ist Cauchyfolge = es gibt (fi)k=(fj); mit [Ifi-f; 1 <2—k far j> ji

= Zufim -f5,

Setze g=f, -f, und g::Z1|gk| =gl =

<1

s a.ll < (Ew .l =1
‘ 4 | k| . 4 ” k”l
(3.38)

0 es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N mit g fir xe R"\ N
= f; (x) e Cfur xe R"\N

— die ReiheZ g, konvergiert absolut al®" \ N.
Wir setzen fR"—C: f(x):= kafik(x) =f 00+ ng(x) far xOR™' N
0 ) xON
H
= esgilt 1)

ad 2)
Sei >0, dann existiert r=r(g) mit Z”gk”l <eund |fi-f, I<e,j>]r

Zu f, exigtiert eine Treppenfunktion T mit || f, -T|l1<e

0

;gk

= [I-Tlha< [If-F; [+ [If; -Tlla= +te<2¢

1

ad 3)
Farj>jrgitt: [F-fillo<[[f-f; (2 + ]I, filli<2e

= lim £} = 0
IAOO

= fur j>

[ dx= [f,(0 d><4s ﬂf(x)-fj(x)\ dx = ||f-fjll1 < 2.¢

R" R" R"

= Behauptung g.e.d.

(4.3) Korollar: f. R"—C Lebesgue-integrierbar. Dann existiert eine Folgg)x(Ton
Treppenfunktionendf R"—C mit

D) fim|-Tufl2=0

2) ;”Tkﬂ - Ty, <0

3) es gibt eine Lebesgue-NullmengeR" mit f(x):ll(imTk(x) firxe R"\N
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Bewels;

f Lebesgue-integrierbar, daher gibt es eine Folge (S); von Treppenfunktionen mit
lim ||f-S||1= 0= (S); ist eine L1-Cauchyfolge Lebesgue-integrierbarer Funktionen.
IAOO

Wende Beweis von (4.2) auf Teilfolge (Tw)«=(S); an = Behauptung g.ed.

(4.4) Korollar: Sei (fj); - n €ine L;-Cauchyfolge L ebesgue-integrierbarer Funktionen
fii R"—C. Es gebe eine Lebesgue-Nullmenge N <R" und eine Funktion f: R"—C
mit f(x)=1limfj(x), x e R"\ N. Dannist f auf R" Lebesgue-integrierbar mit
]aOO

Ijlﬂn; | f-fj|]a=0und F;[f(X) dx = Ijlﬂng ﬁUi(X) dx.

N ={f: R C: ||f||;=0} ist ein linearer Teilraum aller Funktionen f: R"—C mit ||f||1< o

(=21(R™).

Li(R") = 24(R" /et” Quotientenraum. Li(R") bezeichnet alle tbeR" Lebesgue-
integrierbaren komplexwertigen Funktionen. Zwei Funktionen<f,dg1(R") heiBen dann
aquivalent, fg, wenn f=g fast tberall gilt. Auf(R") wird dann durch|f||1:=|f+c/41 eine

Norm erklart. Unter dieser Norm ist;(R") nach dem Satz von Riesz-Fischer ein Banach-
raum.



Integrationstheorie Seite 95

8 2 Der Satz von B. Levi

Im Satz (3.18) haben wir den Satz Uber die gliedweise Integration einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen als ein wirkungsvolles Instrument
kennengelernt. Wir dehnen diesen Satz jetzt auf Folgen Lebesgue-integrierbarer
Funktionen aus.

(4.5) Satz (B. Levi, Satz von der monotonen Konvergenz) [vgl. (3.18)]

Sei f: R"»R eine Funktion. Es gebe eine monoton wachsende Folge (fj); von
L ebesgue-integrierbaren Funktionen auf R" mit
1) limfy(x) = f(x) fur xe R"

]ﬁoo

2) es gebe M>0 mi

J’fj(x) d><4g M fir alle je N. Dann ist f Lebesgue-integrierbar
Rn

aufR" mit lim ||f-fj|, = 0 und J’f(x) dx = I_imJ’fl.(x) dx
joe ah joe d,

Beweis:

J’fl.(x) dx ist monoton und beschrénkt, also konvergent.eS@i dann existiert n, € N mit
Rn

J’fj(x)dx— J’fk(x)d><4<gfijrj,kz n,. Furj> k> n gilt
R" R"

Mono-
tonie

oni

Ififidle = [If; () -f, (0] o
&

J’fj(x)-fk(x)d><4<£
Rn
= (fj); ist eine Ls--Cauchyfolge
Nach Riesz-Fischer existieft: R"—R mit lim || f~-f,-||1 =0, J’f~(x) dx=Ilim J’fl.(x) dx:
joe ah Joe
f st Lebesgue-integrierbar; es gibt eine Teilfolge }=(f;); mit {‘u(x):ll(imfjk (x) qilt fast
uberall.

Da f(x):limf,-(x):ll(im f, (%)= f(x), xe R", und dal|f- f ||, = 0(Satz (3.42), folgt, da® auch f
joo 0 k

Lebesgue-integrierbar ist. g.e.d.

Wir geben nun einige Anwendungen. Dazu verwenden wir den folgenden Begriff:

(4.6) Definition: Sei AZR" eine Teilmenge. Eine Folge jjAvon Teilmengen heit eine
Ausschdpfung von Awenn AicA, AjcAj+1 und A:UA]. .

=1

In Satz (3.30) wurde gezeigt, dalR jede offene und beschrankte Teilmerige éine
Ausschdpfung von Figuren besitzt. IstA&ine Ausschopfung von A 1A, 71,
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(4.7) Satz (Integration durch Ausschopfung):
Sei ACR" eine Teilmenge, (Aj); eine Ausschépfung von A. R"—-C sei eine
Funktion, die auf jeder Teilmengg Rebesgue-integrierbar ist. f ist genau dann tber

A Lebesgue-integrierbar, wenn die FoI%ﬂﬂde beschrankt ist. Dann gilt:
4

If(x) dx:!im J’f(x) dx

Beweis:

L= Ni={x € A, f(X)=z.}. T:R"—C sei definiert durch (x) =f(x) fur x € A\ N, (x) =0 fur
xeN. f ist komplexwertig, 0.B.d.A.: s >0, Fl triviale Fortsetzung vori

— f, ist monotoner Grenzwert vo(rﬁA ) :
|

] o

Wegenlim Fdx:I_im FA dx:IFA dx ist E!FA dXE beschrankt.
oo J ]
Rn n

J R"

B.Levi ~

O f, ist Lebesgue-integrierbar mJthx:I_im f dx. Da fA Lebesgue-integrierbar ist,
]_,00
A J

ist N eine Lebesgue-Nullmenge. g.e.d.

Wir beweisen nun eine Eigenschaft des Lebesgue-MaBes, die flir dieses MaB eine
grundlegende Bedeutung hat:

(4.8) Satz
1) Sei (A); eine aufsteigende Folge Lebesgue-mef3barer Mengen. Dann gilt:

UAj ist genau dann Lebesgue-mef3bar, wenn die RMg@\;)); beschrankt ist.
I

In diesem Fall gilt: VE:JAj E:supvn(Aj)
] j
2) Sei (B); eine Folge Lebesgue-melbarer Mengen mitN\BB; als Lebesgue-

Nullmenge fur #j. UB]. ist genau dann Lebesgue-mel3bar, Wiﬂdn(Bj) <o,
]:

Dann gilt: VnEij E:ivn(Bj)
j=1 1=
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Bewels;

ad 1)
Anwendung von Satz (4.7) fur &

ad 2)
Setze A= By U ...U B;, dann gilt AcAj.1,je N, mit [ JA, = B, .
k=1

=1

j
Ferner gilt \i(A)) :Zvn(Bk), woraus mit 1) die Behauptung folgt. g.e.d.

Das in (3.31) eingefiihrte Lebesgue-MaB ordnet somit gewissen Teilmengen des R", zu denen alle
beschrankten offenen und beschrinkten abgeschlossenen (=kompakten) Teilmengen des R" gehdren, eine
MaBzahl zu, die das n-dimensionale Volumen genannt wird. Dabei gelten folgende Gesetze:

Bemerkung: Eigenschaften des Lebesgue-Mal3es:

1) Vi(2) =0

2) (Trandlationsinvarianz)
Vh(a+A) = V,(A), wobei ACR" Lebesgue-meRbar und a+A = {a+x:exA}, a € R"
gegeben

3) (o-Additivitat ):

VnEJAj E:ZVn(Aj), wobei AicR" Lebesgue-meRbare paarweise disjunkte Mengen
~ £

sind mitivn(Aj)<oo
]:

4) Der Einheitswirfel W=[0,TE£R" hat das Volumen YW)=1

Man kann nun zeigen, daB diese vier Eigenschaften das Lebesgue-MaB auf R" eindeutig festiegen. In diesem
Zusammenhang sei erwahnt, daB es beschrinkte Mengen des R" gibt, die nicht Lebesgue-meBbar sind, ein
Beispiel dazu geht auf Vitali zuriick.

Mit Hilfe der bisher gewonnenen Ergebnisse kann die Integration
rotationssymmetrischer Funktionen in einem wichtigen Fall auf eindimensionale
Integration zurtickgefiihrt werden.

Sei f. >R eine Regelfunktion auf dem Intervatt[0,.0) mit den Randpunkten a und b,
wobei &b. Sei K ,(0):={x € R": a<||x||.<b} eine Kugelschale. Dann ift: K,,(0)—R mit
f (X):=f(]|x||2) fur x € Kap eine rotationssymmetrische Funktion ayfK
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Fiir eine solche rotationssymmetrische Funktion f auf Kap gilt der folgende Satz:

(4.9 Satz Sei f(a,b)—R eine Regelfunktion auf (a,b)<[0,).
Sei f: Kap(0):={x e R": a<||x||<b} —R definiert durch f ():=f(|Ix|]) fir x € Kap(0).

f ist genau dann Uber,KLebesgue-integrierbar, wenn die Funktion g: (&B)mit
g(n:=|f(r) |- r"* tiber (a,b) Lebesgue integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

JED dCx, ;) =n DV (K, (0))qf(r)mr“1dr wobei K (0) ={x & R™ ||x||<1}

Kap (0)
Beweis:

Schritt 1:
Sei l:=[a,b], sei f: R eine Treppenfunktion. Wegen fzcj EL,J (Ij disjunkte Intervalle
]:

von 1) geniigt es, den Fall der Funktibmauf einem Teilintervall &,f] < [a,b] zu behandeln.
Unter Verwendung der Tatsache, dal3 eine n-dimensionale Kugel mit Radius R das Volumen

RV, (K, (0)) hat, gilt dann

[Tdx=V, (. ,)=Vv.[K©)z" -a")=n1v, (|<1(0))q€r“'l dr .

Schritt 2:
Sei l:=[a,b] und f: [a,bpC eine Regelfunktion. Es genlgt, den Fall einer reellen Regel-
funktion zu behandeln. f ist dann der Limes einer monotonen Folge von Treppenfunktionen T

auf [a,b](Lemma (3.19). Dann konvergiert auch‘f() monoton gegeri~. Nach Schritt 1 und

nach dem Satz von B. Levi folgt daher,dEBUber K.p Lebesgue-integrierbar ist. Dabei gilt
dann

n.vn(KT(O))qb'r“'l (r) dr = lim n.vn(KT(O))qb'Tj (Na™dr= lim J T, (x) dx= J (x) dx

Schritt 3:
Sei £[0,:0) ein beliebiges Intervall. Dann existiert eine Ausschopfupgddrch kompakte
Intervalle |:=[a,b], ] € N. Die Kugelsghalen f={x e R" a<||x||<b} bilden eine

Aussschopfung von §. Nach Schritt 2 isf Uber jede TeilmengejA-ebesgue-integrierbar
mit ﬂf(x)‘d(xl, ESETAVA (0)) |f(r)| ™ dr = L
Aufgrund des Ausschdpfungssatzes (4.7) gilt nun folgende Aquivalenz:

b

J F(x)d(xl,...,xn) existiert< (L;); konvergiert= I |f(r)|Dr“'l dr existiert

Im Falle der Existenz gilt dann

JF(x)d(xl,...,xn):Ijiﬁn; JF(x)d(xl,...,xn): nvn(lTl(O)).}f(r) ™ dr g.e.d.
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(4.10) Korollar: Sei KER" kompakt. Sei u: K—C eine beschrankte Lebesgue-integrierbare
Funktion. Sei a& R" und @ € R mit at<n. Dann existiert das Lebesgue-Integral

H(X) dx.
[
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8 3 Der Satz von Lebesgue

Wir kommen nun zu einem zweiten wichtigen Kriterium flir die gliedweise Integration
einer Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen. Die wesentliche Voraussetzung
dabei ist die Existenz einer Lebesgue-integrierbaren Majorante.

(4.11) Satz (Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz):
Sei (fj); eine Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen auf R", die fast Uberall

punktweise gegen eine Funktion R"—C konvergiert. Es gebe eine Lebesgue-
integrierbare Funktion R"—>R mit | fj(x) | <F(x) fur alle xe R", j € N. Dann ist f
uberR" Lebesgue-integrierbar und es gilt:

If(x)dx:Ijiﬂnngj(x)dx sowie !iﬂn;Hf'fjHl:O

R" R"

Bemerkung: F heil3t eine Majorante fir jede Funktigmirid f hei3t beschrankt durch F.
Beweis:

Ne={x € R": F(x)=z,} ist eine Lebesgue-Nullmenge iRl
= fur alle xe R" \ Ng gilt 0 < F(x) <oo. limfij(x)=f(x) fur alle xe R" \ No, No Lebesgue-
IAOO

Nullmenge; auf NU No =:N gilt fj, f, F sind auR" \ N komplexwertig.

Setze f f und F auf N gleich Null; fir die abgeénderten Funktionen bleiben Lebesgue-
Integrierbarkeit und Abschatzungen bestehen.

O.B.d.A. seienjff, F reellwertig.

Sei ke N, I e N, sei gi:=max{fy,fcs1,...,5+}

= QO ist Lebesgue-integrierbar mig g Ok +1

Sei g=sup{fj: j>k} = a(x) = !imgm(x) und
j — 00

[94®) dx‘ < [l 0] dxs [FO9 dx
R" R" R"
Also ist E!gk, x) dXE beschrankt= nach B. Levi ist dann auchk d.ebesgue-integrierbar

uberR". Es gilt g > gk+1,

!im J’gk, (x) d><4s J’F(x)dx, d.h.

ng(x) d><4 =
Rn
E!gk(x) de ist beschrankt, f(x) :timgk(x) ist Lebesgue-integrierbar (B.Levi) mit
Il(im || f-0k||2=0 und J’f(x) dx:Lim J’gk(x) dx.
R" R"
Analog: h: R"—R mit he=inf {f;: j>k}
I

Wie oben:Lim || f-hk]|2=0 und J’f(x) dx:II(im J’hk(x) dx
R" ﬁwR”

Fir ke N gilt: hk < fk <Ok = 0< fk-hk < gk-hk = ||fk-hk||1 gllgk-hk||1 < ||gk-f||1 + ||f-hk||1
= lim [fi-h1=0 = lim | -fullo< Jim (|| f-hul2 + [[hefi2) = O g.e.d.
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Die Aussage im Satz von Lebesgue, daB eine Grenzfunktion Lebesgue-integrierbar
ist, stellt an sich schon eine bemerkenswerte Erkenntnis dar. Aus ihr entwickeln wir
ein natzliches Majorantenkriterium. Dazu bendétigen wir die folgenden beiden
Begriffe:

(4.12) Definition: Eine Menge ACR" heilBtg-kompakt, wenn A die Vereinigung abzahlbar
vieler kompakter Mengen ist.

Beispiele: o-kompakte Mengen sind

1) offene Mengen, denn sie lassen sich als Vereinigung kompakter Wurfel beschreiben
(3.32)

2) Ar={x € R™ ||x]|2<r} ist fur r>0 kompakt

3) abgeschlossene Mengen, sie lasen sich namlich als Vereinigung von Mengen aus 2)
beschreiben

4) der Durchschnitt endlich vieler-kompakter Mengen

(4.13) Definition: Sei ACR" eine g-kompakte Teilmenge. Eine Funktion f—AC heiRt
lokal-(L ebesgue-)integrierbar, wenn f auf jeder kompakten Teilmenge von A
Lebesgue-integrierbar ist.

Beispiele:

1) f: A—R" stetig= f lokal-integrierbar

2) 1ist tber AZR" lokal-integrierbar (ist A Lebesgue-meRbar, danr igber A Lebesgue-
integrierbar

3) =% (x<n)

[x-4"

(4.14) Satz. (Majorantenkriterium):
Sei ACR" g-kompakt, f: A~ C lokal-integrierbar Uber A. Es gebe eine Lebesgue-

integrierbare Funktion R">R mit |f(x) |< F(X) fur x e A. Dann ist f Uber A
Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Betrachte Amit A:UAj , A kompakt= fa(x) = limf, (x), f, Lebesgue-integrierbar mit
j:l oo J ]
|fa| < F= Satz von Lebesgue liefert das Ergebnis, dal3 aulceldesgue-integrierbar ist
g.e.d.

(4.15) Korollar: Sei ACR" g-kompakt, sei f: A>C Lebesgue-integrierbar und g:—AE
lokal-integrierbar und beschrankt auf A. Dann -gtlfebesgue-integrierbar tber A.
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Bewels;

f.g ist lokal-integrierbar Uber A. Sei M eine obere Schranké diir Dann ist F:=M|g| eine
Lebesgue-integrierende Majorante figy. f g.e.d.

Mit Hilfe des Majorantenkriteriums beweisen wir ein Integrabilitatskriterium, welches
den Satz, daB jede beschrankte stetige Funktion auf einer beschrankten offenen
Menge AcCR" (iber A Lebesgue-integrierbar ist, wesentlich erweitert.

(4.16) Satz Sei U=R" offen, NcU eine Lebesgue-Nullmenge. Sei £4C auf U \ N stetig.
Es gebe eine Lebesgue-integrierbare FunktioR"F>R mit |f(x) | <F(x) fur x e U.
Dann ist f Uber U Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Nach dem Majorantenkriterium (4.14) genigt es zu zeigen, dafld f lokal-integrierbar ist.
O.B.d.A. sei $#0. Sei KZU kompakt. Wir zeigen, dafk fLebesgue-integrierbar ist. Dazu
betrachten wir die ,abgeschnittenen® Funktionesmnfin{f,j}.

Dann gilt Ijimf,-(x):fK(x). fi sind beschréankt und ihre Einschrankung auf K ist stetig auf K\ N.

Also ist f nach Satz (3.35) Uber K Lebesgue-integrierbar. Fernerf@s) | <F(x), xe KcU,
j € N. Nach dem Satz von Lebesgue ist auch die Grenzfunktibelfesgue-integrierbar.
g.e.d.
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84 Die Satze von Fubini und Tonelli

Der Satz von Fubini fiihrt die Integration iiber R™™ = R" x R™ auf sukzessive Integration iber R" und R™
zurlick, die Integration iber R" somit auf n Integrationen iiber R. Mit diesem Satz stehen dann Rechen-
techniken der Integralrechnung einer Variablen auch fiir Integrationen iber R" zur Verfiigung. Ein wichtiger

Spezialfall wurde bereits im kleinen Satz von Fubini (Satz (3.24)) behandelt.

(4.17) Satz (Fubini):
Sei f: R"x R™— C Lebesgue—integrierbar tbRF*™ = R" x R™. Dann gilt:
1) es gibt eine Lebesgue-NullmengecR™, so daR fir jedes ¥ R™ \ M die
Funktion f: R"— C mit f,(x)=f(x,y) Lebesgue-integrierbar ist tiRP
2) die Funktion FR™—C mit F(y)=0 fir ye M und F(y)::J’f(x,y) dx firye¢ M ist
h

uberR™ Lebesgue-integrierbar miIF(y) dy = [f(x,y)d(x,Yy)
Rm R +m
3) es gibt eine Lebesgue-NullmengeR", so daR fiir jedes« R" \ N die Funktion

fi: R™—C mit f,(y)=f(x,y) Lebesgue-integrierbar ist GbRF"
4) die Funktion GR"—C mit G(x)=0 fur xe N und G(x)::J’f(x, y)dy fir x ¢ N ist
Rm

uberR" Lebesgue-integrierbar mi}’G(x) dx= [f(x,y)d(x,y)
Rn

RrM*m
5) Vertauschungsregel E f(x,y) dyBjx: E f(x,y)dejy
el 1

Zum Beweis dieses Satzes benotigt man eine Aussage Uber NullmenB&i'jrdie bereits
als Spezialfall des Satzes von Fubini angesehen werden kann.

(4.18) Lemma: Sei A eine Lebesgue-Nullmenge RI™™. Dann existiert eine Lebesgue-
Nullmenge McR™, so daf? die Schnittmengg:A{x € R": (x,y) € A} fur jedes ye R™
\ M ebenfalls eine Lebesgue-Nullmenge Bésst.

Beweis:
Sei &0, dann existieren offene Quaderc®" x R™, j € N, mit A:UQ]. und
j=1

ivmm Q) <e (Satz (3.39).

Q kann dann als direktes Produkt von Quadgru@d Qm geschrieben werden, also
Q =Qnx Qm jeN. |.]l1n sei die L-Halbnorm bezuglictR". Wir betrachten die Funktion

a:R™ > C mit a(y):= 1,, .

= 1,23 1o, (g, ) = 0= 3V, (Q)0) I, )
E 1=

Daraus folgt nach der Definition deg-Halbnorm
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a1 < ivn(Qm) V,(@Q,.) = ivmm(Qj) <& = ||alj1=0
IE IE

— Nach Satz (3.42) gibt es eine Lebesgue-Nullmenge McR™, so daR a(y)HiAy = 0 far
jedes ye R™\' M
— A, ist fur jedes y= R™ \ M eine Lebesgue-Nullmenge R (Satz (3.33) g.e.d.

Bemerkung:
Das Beispiel A =R x Q = R x R = R? zeigt, daR die Schnittmengg Air kein ye Q eine

Lebesgue-Nullmenge iR ist und man deshalb auf die Voraussetzung an A, eine Lebesgue-
Nullmenge inR x R zu sein, nicht verzichten kann.

Beweis zum Satz von Fubini:

ad 1)
Da f: R™"™—C Lebesgue-integrierbar ist, exisitiert nach dem Satz von Riesz-Fischer

(Korollar (4.3) eine Folge (); von Treppenfunktionen;TR" x R™—C mit
1) lim|f-Tj|=0
IAOO

2) ]ZIHTM T, <
3) f(z) = lim Tj(z) far ze R"™\ A
IAOO
AcCR™™ Lebesgue-Nullmenge. Sei ¥ R™ beliebig, definiere j§; R"—C durch
Tiy(¥):=T;(x,y) und : R"—C durch §(x):=f(x,y) fur xe R".

Zu ACR™™ existiert nach Lemma (4.13) eine NullmengeR™, so daR fast tberall a&"
fur jedes ye R™\ M gilt: fy(x) = limT;y(X).
]aOO

Ferner setzen wir fir § R™ Hy(y):= J’|Tk+l(x, y)- T, (x,y)| dx
Rn

Fubinifur

u j;Hk(y)dy= J’

Treppenfkt

T (X Y) - T (X, y)| d (X, Y) =l Twsr-Tkll2

m

= mit Eigenschaft 2) 2 J’Hk(y) dy < oo
=1 g

Die Folge QZHKH wachst monoton unﬂj’ ZHk(y)dyE ist beschréankt.
=, |]5 m =,
Mit B. Levi folgt, dal ZHK uber R™ Lebesgue-integrierbar ist. Nach Saz (3.38) gilt

insbesonder%z H, (y) <o fur alle ye R™\ M,, wobei M eine Lebesgue-Nullmenge, also
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ZHTkﬂ,y -Tk,yHl‘n <o fir alle ye R™ \ Ma. Wir setzen M:= M U M,, M ist Lebesgue-

Nullmenge imR™.
Fur ye M = (Ty;) ist einels-Cauchyfolge auR". Nach dem Satz von Riesz-Fischer gibt es
eine Teilfolge (Ty)iS(Tky)k eine Nullmenge NR" sowie eine Lebesgue-integrierbare

Funktion f : R"—C mit f(x) =limTy;y(x) fir xe R"\ N,
]aOO
Ijiﬂn; | f-TyyllLn=0 undJ’f(x) dlel(im J’Tkyy(x) dx.
R" R"
Wegen §(x) = LimTk,y(x) fast Uberall auR", gilt F:fy fast Uberall auR".
Somit ist § Lebesgue-integrierbar mit F(y):ffy(x) dx = J’f(x,y) dx = II(im J’Tk (x,y)dx
R" R" - R"

Damit ist Aussage 1) bewiesen.

ad 2)
Setze § R™—C mit S(y)= ITk (x,y)dx. Dann sind § k € N, Treppenfunktionen alR™

mit den folgenden Eigenschaften
1) limSdy) = F(y) fur ye R™ M

2 3158l <

Eigenschaft zwei folgt ausSc+1(Y)-Sk(y) | < Hk(y). Wegen dieser Eigenschaft ist aul3erdem
(S )« eine L;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen &I¥.

Mit dem Satz von Riesz-Fischer folgt, dafd eine Teilfolg®i¢%Sq)« punktweise fast tberall
gegen eine Lebesgue-integrierbare FunktionRiukonvergiert. Diese Funktion stimmt fast
dberall mit F Gberein.

Riesz-Fischer liefert dann

[FO)dy=lim [S, (y)dy=im E [T (<) dedy =lim [T dey)= [f0y)dixy)

nach Wahl der g.e.d.

Bemerkung:
Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge braucht nicht zu gelten, wenn der Integrand

nicht Uber dem ProduktrauR™™ = R" x R™ Lebesgue-integrierbar ist, wie das folgende
Beispiel zeigt:

[Ty @[T o o
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Beispidl:

'HXHZ . 2_.2 2 2 pe .
Ie dx wobel [|X]|© =X+ X2 + ... + X, fur x=(x,...,%) gilt
Rn

e_HXHZ :e'xf_xé'"-'xﬁ :e'xf @-X% D..‘}_Xﬁ
Nach dem Satz Uber rotationssymmetrische Funkti¢®atr (4.9) ist die Funktion
f. R">R mit f(x):= el iiberR" Lebesgue-integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt

deshaIbJ’e'HXHZ dx = %e“z dt g Wobei!'e"z dt =+/17.
R" R

Das Integral im n-dimensionalen wurde also auf den eindimensionalen Fall zuriickgefihrt!

Die Anwendbarkeit des Satzes von Fubini setzt voraus, da3 die betrachtete Funktion
Uber dem Produktraum integrierbar ist. Der Satz von Tonelli liefert nun ein
brauchbares Kriterium dafiir, wann eine Funktion U(ber einem Produktraum
Lebesgue-integrierbar ist. Dieses Kriterium involviert ein iteriertes Integral des
Betrages der Funktion.

(4.19) Satz (Tondli):
Sei : R™™—-C lokal-integrierbar oder fast tiberall stetig. f ist genau dann BBEt
Lebesgue-integrierbar, wenn eines der beiden Integrale

IEJ’|f(x,y)|dyB1x oder J’Ej’|f(x,y)| dejy existiert.

R" R™LR

Beweis:

J’ EJ’|f(x,y)| dejy existiert genau dann, wenn eine Lebesgue-NullmengRMexistiert, so

R™LR"

daR fir ye R™\ M J’|f(x,y)| dx existiert und die Funktion R™—C mit F(y):=0 fiir ye M
Rn

und F(y)::J’|f(x,y)| dx fiir ye M iberR™ Lebesgue-integrierbar ist.
Rn

n— -

Sei f Lebesgue-integrierbar Gfe¥™

= | f| ist UberR™™ Lebesgue-integrierbar

— Behauptung mit Hilfe des Satzes von Fubini
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ni= .
E |f(x,y)| dejy existiere, dann ist zu zeigen,, daf} berR™™ Lebesgue-integrierbar
R™LR"

[d

ist, weil dann dasselbe auch fir f diftach Satze (4.14) und (4.)6)

Fir ke N sei We=[-k,K]"<R" und f:=min{|f|, k-1,, }. Ist f lokal-integrierbar, so istf
Lebesgue-integrierbar. Ist f fast Uberall stetig, dannyistuth Lebesgue-integrierbar nach
Satz (3.35). Die Folge (i Lebesgue-integrierbarer Funktionen konvergiert monoton

wachsend gege|f|. Die Folgeﬁ[fk(x) de ist beschrankt wegen

J’ f (X, y)d(xy) e i Ej’ fk(x,y)dxgiys | Ej’lfk(x,y)l dxgiys | Ej’lf(x,y)l dXEdyw

Nach dem Satz von B. Levi ist sonit| = Il(imfk Lebesgue-integrierbar tGbBf. g.e.d.
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8 5 Der Transformationssatz

Als Verallgemeinerung der Substitutionsregel (1.29) bei der Integration von
Regelfunktionen wird in diesem Abschnitt der Transformationssatz formuliert und
bewiesen; dieser Transformationssatz beschreibt das Verhalten eines Lebesgue-
Integrals unter einer Koordinatentransformation. Der Beweis erfolgt in zwei
Schritten: zunachst fir Treppenfunktionen, sodann mit Hilfe des Satzes von Riesz-
Fischer fir beliebige Lebesgue-integrierbare Funktionen. In beiden Schritten
verwendet man mehrmals die Tatsache, daB ein Diffeomorphismus Lebesgue-
Nullmengen in Lebesgue-Nullmengen Uberfuhrt. Diese Tatsache beruht auf dem
folgenden Lemma:

(4.20) Lemma: Sei NcR" eine Lebesgue-Nullmenge. Sei T: N—R" mit
|ITX-Ty]., < L-||x-y|., fur alle x,ye N, L unabhangig von x,y. Dann ist T(N) eine
Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Es existiert ein L>0, so daf fiir alle x\N die Beziehung Tx-Ty||,, < L-||X-y||., gilt

< es existiert ein 0, so daB fir alle x,y N die Beziehund|Tx-Ty||2 < Lo-||X-y||2 gilt,
weil im R" alle Normen aquivalent sind.

Seie>0, dann existiert eine offene Lebesgue-meRbare Menfféotbllar (3.34) mit NcU
und Vp(U)<e.

Zu U existieren nach Lemma (3.32) achsenparallele Wurfel nwW NQU:UWk und

k=1

Vi(U)= ;v W,)<e

= T(N N W) liegt in einem Wurfel mit dem Volumen (2LY (W)
. T(N)gOT(N A W,) und VW(T(N))< ivn (TN~ w)))=(aL)" ivn (W) =(2L)"e

=1

— Nach Satz (3.33) ist T(N) Lebesgue-Nullmenge g.e.d.

(4.21) Korollar: Sei N=R" eine Lebesgue-Nullmenge. Sei U offen mit® sei T: U-R"
stetig differenzierbar. Dann ist T(N) eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Nach Lemma (3.32) gibt es abzahlbar viele kompakte WUr,-feshNN\lgU:U W, .
j=1

Da T auf U stetig differenzierbar ist, existiert eine Konstantenil

I TX-Ty|l,, < Mj-||X-y]|,, fUr alle x,ye W,

= T(NN'W,) ist Lebesgue-Nullmenge

= T(N)< UT(N n W,) ist Lebesgue-Nullmenge. g.e.d.

=1
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Flr die weiteren Untersuchungen verwenden wir den folgenden Begriff:

(4.22) Definition: Seien U,V<R" offene Mengen. Eine stetig differenzierbare Funktion
f: U=V heil3t einDiffeomor phismus, wenn f bijektiv ist und die Umkehrabbildung
f1: VU ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Den Beweis des Transformationssatzes zerlegen wir in vier Lemmata, von denen die
beiden folgenden zunachst Schranken fiir die Verzerrung des Volumens kompakter
Mengen angeben. Wir erinnern daran (vgl. Korollar (3.46)) , daB fiir einen linearen
Operator A: R"—R" det(A) definiert ist als det(A)=det(Ae;, ..., Aen), wobei

ey, ..., €, € R" die kanonische Basis ist.

(4.23) Lemma: Seien U,VcCR" offene Mengen, sei T: U—V ein Diffeomorphismus. Dann
gilt fur jeden kompakten Wirfel WU, daR \4(T(W))< max |det(T* (X)) | -Vn(W)

Beweis:

T ist stetig= T(W) kompakt= T(W) ist Lebesgue-meRbar.

Ist Vo(W)=0, dann ist die Behauptung trividorollar (4.21)

Sei Vy(W)=0:

v, (T(wW))

Seia = . Wir halbieren die Intervallangen BF«; des Wirfels W=lx ... x |, mit

n

li=[¢;,Bi], j € {1,...,n} und erhalten 2kompakte TeiIWUrfel\/~Vj .

Unter diesen existiert ein Warfel Whit Vo(T(W1))=0-Vn(Wy).
Durch wiederholte Teilung erhalt man eine fallende Folgg) (Mdmpakter Wirfel mit
Vo(T(W)))=cx-Vr(W)).

Sei {a}:ﬂ W, und b=T(a), dann durfen wir 0.B.d.A. a=b=0 annehmen (erhalten wir durch
j=1
Verschiebung des Koordinatensystems)

Sei m der Mittelpunkt von WWund d:=|§ die halbe Kantenlange von W

= W={x € R"™ || x-my||,<2d}

Nach dem Satz Uber die lokale Umkehrbarkeit ist die Ableitung A:=T*‘(0) invertierbar, daher
gibt es die Darstellung

Tx=Ax+||x||Ar(x) fur x € U, mit Ixingr(x):o.

Wir zeigen: Zue>0 existiert ein j=j) € N mit '
Vi={x+ [[X]].. r(q): x e W}cWy =y € R™ [ly-mj||<2'(1+e)d}.
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Dazu wéhlen wir z¢>0 j=j(¢) so, dafy| r(x)||w<£§ fur x e W;.
Es gilt aberi|x||, <||x-mj|, + ||mj||., < 2'd + 2/d = 227d

= [Ix+1X[|., r()-my |, <[l x-myll., + [X[|.[Ir(¥)]].. < 2'd + 2-2"'0152 = 2d(1+)

= VjQng
= T(W))=A(Vj) =AW}
= nach Satz (3.45) und Korollar (3.46):(V(W))) < (1+)™ |det(A)|-Vo(W))

Angenommen, es gilix> max |det(T‘(x)) | >det(A), dann wahle>0 so klein, daR auch

o>(1+)"- | det(A)|

= Vn(T(W)))<a-Vo(W)) im Widerspruch zur Tatsache, da MW;))=x-Vn(W,) fur alle
j€N.

= X<max |det(T'(x)) | = Vn(T(W))< max | det(T'(X)) |- V(W) g.e.d.

(4.24) Lemma: Seien U,\R" offen. Sei T: U-V ein Diffeomorphismus. Sei &U eine
kompakte Teilmenge, deren Rand eine Lebesgue-Nullmenge ist. Sei Q:=T(K).

Dann gilt: %lp |det(T*(X)) | -Vn(K) < Vn(Q) < max | det(T“(X)) | -Vn(K).
Beweis:

0
Zum offenen KerrK von K existieren kompakte Wurfel Wit
0 ©o
1) K=Jw,
j=1

2) Win W, (i#) enthalte hochstens Randpunkte vopund W (Lemma (3.32)
0 [e4]
Da Vo(Rd(K))=0 = V(K)=V(K )= ZV” (W)
]:

O ©o
= Q:UT(W].) und TW) N T(W) = TW, N W) sind fir i,je N und & Lebesgue-
j=1
Nullmengen
= Vi(T(W))) < max |de(T'(x)) |-V (W)

= Va(Q) < max | de(T'(x)) |-Vn(K)
Vertauscht man die Rollen von Q und K und wendet das Ergebnis‘aari, Tso erhalt man

unter Beachtung, daR T'0§E ™) (y) )™ fiir y=Tx
Vi(Q) = min [de(T(x)) |-Va(K) q.e.d.
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(4.25) Definition: Sei f: UcR"—R™ eine Funktion. Die abgeschlossene Menge
Tr(f):={x0OU:f(x) # 0} heildt defTrager von f.

Wir beweisen nun den Transformationssatz flir Treppenfunktionen:

(4.26) Lemma: Seien U,VCR" offen, T: U—V ein Diffeomorphismus. Sei f: V—C eine
Treppenfunktion. Dann ist f(T(x))-|det(T‘(x))| Uber WR" Lebesgue-integrierbar
und es gilt:[f(y) dy = [f (T(x)) Celet T" (x) dx
\% U

Beweis:

Aus Linearitatsgrinden genigt es, die Aussagen fir die charakteristischen Funktionen von
Quadern zu beweisen; da nach Korollar (4.21) die Lebesgue-Nullmenge Rd(Q), Q Quader,
auf eine Lebesgue-Nullmenge abgebildet wird, genugt es, sich auf die charakteristischen
Funktionen von kompakten Quadern zu beziehen:

Sei f also eine charakteristische Funktion auf einem Quader Q, sei o.BahAk@npakt
T ist stetig undleeT verschwindet auRerhalb der Mengg @)
= (1goT)-| det(T")| ist Uber U Lebesgue-integrierbar.

Es bleibt zu zeigen, daf¥(y) dy = [f (T(x)) et T (x)| dlx:

Seig>0: |det(Th)* | ist gleichmaRig stetig auf kompakten Mengen

= es gibt eine Zerlegung (R mit Q= QU QU ... U Q, die hochstens Randpunkte
gemeinsam haben und so klein sind, dai3

max | de(T)(y) | — min |de(T™)(y) | "<z fur je {1,....1

Sei K:=T*(Q)
= max | def(T'(x)) |—min |det(T“(x)) | < ¢ fur je {1,...,1}

[ldet T (9] dx =V, (Q)|< Vi(K))

Fir i sind die Durchschnitte i) K; Lebesgue-Nullmengen
= Durch Summation Uberg{1,...,r} erhalt man:

r[|det T ()| dx - V,, (Q)| < &Vn(T™(Q)), woraus die Behauptung folgt. g.e.d.

@

(4.27) Lemma: Sei V=R" offene Menge. Sei f: W%C Lebesgue-integrierbar. Z»0 gibt es
eine Treppenfunktion S mit Trager in V, so dd®S||1 <e.
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Bewels;

Sei R: R"—C eine Treppenfunktion auf R" mit ||fV-R||1<£2. Da |fy-1yR|<|fy-R|, folgt auch

£
fv-1yR||1<=.
1 fv-1vR]l1 >

Wir approximieren 1yR durch eine Treppenfunktion mit Trager in V. SefA8' eine
beschréankte offene Menge mit tr(B3. Sei A eine Vereinigung endlich vieler kompakter

Quader in VN B mit Vy(V N B) = Vh(A)< ZEM , wobei|R|< M.

Dann ist S:2AR eine Treppenfunktion mit Trager ircA/, fur die
&

|1vR-S|1 = ||1v  8R-1aR||1< M-(Vn(V N B)—Vn(A))<§, so daf3

1fv-S|l1 < [Ifv-1vR]|1 + || IVR-S||1 <e. g.e.d.

Wir kommen zum angekiindigten Transformationssatz:

(4.28) Satz (Transformationssatz):

Seien U,\&R" offen, sei T: U=V ein Diffeomorphismus. Sei f: 4 C eine Funktion.
Dann gilt: f ist genau dann Uber V Lebesgue-integrierbar, wenh (flet(T*)| tber U
Lebesgue-integrierbar ist.

In diesem Falle gilt die Substitutionsregel (resp. Transformationsregel)

[fo)dy=f (T(x)) et T (x)| dx

Beweis:

=

Sei f Lebesgue-integrierbar Gber V. Dann gilt: es gibt eine FolgeJ@& Treppenfunktionen
mit

1) (S)c Vv

2) lim | Tif[}:=0

3) (eventuell Ubergang zu Teilfolge)
II(imSk(x) =f(x) fur xe V\ N

Wir setzenas‘K = (SeT) |det(T) |, ke N, und f= (foT) | det(TY)].
Nach Lemma (4.26) sind die Funktionép, ke N, Uber U Lebesgue-integrierbar und bilden
eine L-Cauchyfolge, da

1S -S 1= [|S - S|dx=[|S, - S |dy=[SSiz
I I

AuRerhalb der Lebesgue-Nullmengé() konvergiert éK )k punktweise gegerﬁ.
Nach dem Satz von Riesz-Fischerfissomit Lebesgue-integrierbar, und es gilt

[0 dx=1im ['S, 6 dx=im [S, () dy = [(y) dy.
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ni= .
Sei f Uber K Lebesgue-integrierbar. Das bereits Bewiesene wenden wir auf die

Umkehrabbildung T: V—U an und erhalten, daf ¢ TY)- |det(T%)"|=f Uber V Lebesgue-
integrierbar ist. g.e.d.

(4.29) Korollar: Sei A: R"-R" eine lineare Transformation, & R". Sei T: R"—R" die
durch Tx:=Ax+b gegebene nicht ausgeartete affine Transformation. Ist f Uber eine
Menge K=R" Lebesgue-integrierbar, so istTf iiber die Urbildmenge K)
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

_ 1
Jf(Ax+b)dx—Mk[f(y)dy.

TIK)
Beweis:

Man wende den Transformationssatz auf URV=sInd & an; dabei ist zu beachten, daR
foT = ((foT)) g.e.d.

THK)

(4.30) Korollar: Sei A: R"—R" eine lineare Transformation, b R", sei Tx:=Ax+b nicht
ausgeartet. Ist K Lebesgue-mel3bar, dann ist auch T(K) Lebesgue-mel3bar, und es gilt

Vi(T(K)) = |det A|-V(K).
Insbesondere gilt fir AsFund Tx=x+b, daB {T(K)) = Vq(K).
Beispiele:

y1=r-cos t : y=r-sin t
T:[O,R] x [0,27] — K (O)
Wegen T(0,t) = (0,0) ist T nicht bijektiv

T: (O,R]x [0,27) — Ko:={(y1,Y2) € R* 0<ys*+y,’<R%}

T: (0,R)x (0,27) — Mo:={(y1,Y2) € R% 0<yi®+y,°<R?, (y1,Y2)#(y1,0) fur y:>0}

ost -rlsint
det T'(r,t) = def . r
nt r[lcost

[ = [(y2) A0 ¥ = [10¥) A y,) = [ Hrostr sy T(rY

Kg (0) Kg (0) (0,R)x(0,2m)

R 2mr
:I%f(r [cost,r [&int) D‘dt%r
0 LIO
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L +22<R? = yp=racost |, yo:=r-b-sint
mit re[O,R],te[0,27]
y: . Y5
T: [OR] x [0,27] — E:={ (y1.y») € R* a—; + b—g <R?%}

[cost -rlaldint
det T'(r,t) = de s ' " E:ab-r

sint r[blcost

271

l’f(y)dy:I f(r(AlCtost, r(b&int) AlbLrdr Ejt
0

yl =r [toss[tost ybz =r[&insltost y? =r&int fur a>0, b>0, c>0
a’
D T rd
re[O,R , se [0,2x ) -
[0,R] [0,27] Hz >F

2 2 2
H:={ (y1,y2,y5) € R®: i, Y2 ¥s R?}
a b C

O m Qg

T: [0,R]  [0,21] x X T ZE—>H

[coss[tost -ali&nsltost -alr[tosslEint
det T'(r,s,t) = deth [sins[tost b[¥[tossltost -b[F&insltostF ab-crcost
H clEint 0 r [t [tost H

det T'(r,s,t) 0= r>0te B—
(r,;s,t) > 2[

e

!f(y) dy :IEIBJ'f(aD [oss[eost,r (b &ins[tost,r [&&Eint) albed? []bost| dt CdsCdr

3 B

’l
2 R

H
f=1: V3(H)—aEbEd:EJEIDJ' B:ostdt%ds%dr:amﬂ:qrzdr}costdt:...
0 m
0

2

s
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yi=ar-cost y=b-r-sint Y3=Xs3

re[O,R] , te[027] X3 € [0,h]
yi ., Ys
T: [O,R] x [0,27] % [0,h] — Z:={ (Y1,y2,y3) € R® O<ys<h, a—; + b—g <R?%}

[cost -alr&nt O
det T'(r,t, %) =detb&nt bl [cost OF abr

H o 0 1H
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5. Integralsitze im R’

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fur jede Stammfunktion F auf
einem Intervall

b
| € R einer Regelfunktion f-bR die Beziehunng(x) dx =F(b) - F(a) fur jedes a,lx I.

Das Integral von F'=f kann also durch Randwerte von F ausgedriickt werden.

In diesem Kapitel soll dieser Sachverhalt in geeigneter Form auf die Situation im Raum Gbertragen werden. Zu
diesem Zweck werden die klassischen Integralsatze von Gaull und Stokes behandelt, die in dem Spezialfall der
Ebene der angelsdchsischen Tradition folgend als Greenscher Satz bezeichnet werden. Die GauBschen und
Stokesschen Integralsatze - auch in ihren hoherdimensionalen Verallgemeinerungen — sind ein unentbehrliches
Hilfsmittel des Naturwissenschaftlers und Ingenieurs und urspriinglich aus naturwissenschaftlichen Frage-
stellungen hervorgegangen.

81 Der Gaul3sche Integralsatz in der Ebene

Schon in Kapitel 2 dber Kurvenintegrale wurde der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf
Kurvenintegrale ~ exakter ~ Vektorfelder verallgemeinert und die Beziehung (vgl. Satz  (2.17))
I< grad F,dt > =F(b) - F(a) hergeleitet, wobei a der Anfangspunkt und b der Endpunkt der Kurve

y

y e R"ist. Fiir die Giiltigkeit dieser Hauptsatze sind aber gewisse Voraussetzungen zu erfiillen:

1) die zu integrierende Funktion f muB eine Stammfunktion besitzen und deshalb eine bestimmte Form
haben, zB. f = F oder f=grad F

2) man muB die Eigenschaften des Integranden auf dem Rand kennen

3) der Rand muB orientiert sein, etwa a<b beim Intervall 1=[a,b] oder als Anfangspunkt a bzw. Endpunkt b
der Kurve 'y, so daB a vor b liegt

Der GauBsche Integralsatz in der Ebene, auch Satz von Green genannt, kann als Verallgemeinerung dieser

Hauptsétze fiir Funktionen von zwei Verdnderlichen angesehen werden. Wir werden ihn fiir sehr einfache

Gebiete der Ebene (R?) nachweisen.

Dazu beschaftigen wir uns zundchst mit der Orientierung des Randes Rd G eines beschrankten Gebietes

G< R? und erinnern in diesem Zusammenhang an den Begriff der Kurve im R" (vgl. Definition (2.1)).

(5.1) Definition: Eine Kurve im R" mit einer stetigen Parameterdarstellung y: [ab]—R"
heil3teinfach geschlossen, wenny(a)=y(b) undy(s)=y(t) fur s, s,te (a,b).
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(5.2) Definition: Sei y eine einfach geschlossene glatte Kurve im R? mit der Parameter-
darstellung y: [ab]—R? y(t)=(yi(t),y2(t)). Wir sagen, y umlaufe das von ihr
eingeschlossene Gebiet GER? im Gegenuhrzeigersinn (oder: y ist der positiv
orientierte Rand von G), wenn fir jeden Punky(t)=(y(t),y2(t),0) € R®, t e [a,b],

(' (®,),'(®.0)

[’ ®. v, .0

und der Einheitsvektor;®(0,0,1) ein Rechtssystem

der Tangenteneinheitsvektor, (T)= der in das Gebiet weisende

Normalenvektor I}I(t)—

bilden, d.h. det(;l'(t),Ny(t),e3)>0.

y ist also ein positiv orientierter Rand von G, wenn G beim Durchlaufen von y zur
Linken liegt. Die positive Orientierung einer stickweise glatten, einfach
geschlossenen Kurve a8t sich véllig analog definieren.

In Beispiel 3 nach Satz (3.24) (kleiner Satz von Fubini) haben wir Normalbereiche als Integrationsbersiche fiir
stetige Funktionen untersucht. Dabei wurde BER? ein Normalbereich bzgl. x genannt, wenn

B={(xy) € R% a<x<b, p1(X)<y<e»(x)} mit stetigen Funktionen i [ab]—R? j € {12} git

B=R? ist ein Normalbereich bzgl. y, wenn B={(xy) € R c<y<d, w+(y)<x<wo(y)} mit stetigen Funktionen
wi [cdl—R, j e {12}

Fiir einen Normalbereich BER? bzgl. x und bzgl. y lautet der GauBsche Satz in der Ebene

(5.3) Satz (GauBscher Integralsatz in der Ebene, Satz von Gregn
Sei BcR? ein Normalbereich bzgl. x und bzgl. y, sei Rd B der positiv orientierte Rand
von B. Sei GER? offen mit BCG. Seien fi: G—R stetig differenzierbar, j € {1,2}.

Dann gilt fiir das Vektorfeld f=(ff,): G—R?
J'af () 006N gy vy [<fdt>.
B ax y RdB

Beweis:

Y= Rd B besteht aus vier Teilkurven, y2, ¥s, Y4, die, da B ein Normalbereich bzgl. x ist,
wie folgt parametrisiert werden kénnen:

y1 [a,b>R? y1(0):=(tpa(t))

y2: [0,1}-R? ¥ 2(t):=(bpa(b)+t(p2(b)-pa(b)))

ys: [a,b}-R? y3'(0):=(tp2A(1))

y4:[0,1}-R? y4(1):=(ap(a)+(p2Aa)pi(a))

Da %Lyl stetig auf G, gilt

of (x y)d( J.B”X)Gf 09

1 (X)

Ed =[1:(x.8200) =1, (4,09 )
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=[1, (a0)dt - [, (2 ®)dt = ~[F, (5 O)et - [T, 0)et

1 1

Da Ifl(yz(t))dt:O:Ifl(y; (t))dt, d.h. die Integrale verschwinden, gilt auf der anderen
0 0

Seite fiir das Vektorfeld g(t):5(f),0): G—R?

[<gdt>= ZJ’<g dt >= J’<g dt>+J’<g dt>= J’f (yl(t))dt+J’f (v, () dt

RdB 171y,

J'af g;/ Dax,y)=- [<gd>

B RdB

Da sich B auch als Normalbereich bzgl. y darstellen lait, erhalt man durch analoge
Uberlegungen die Beziehung

J’Wd(x, y) = J’< h,dt > mit dem Vektorfeld h(t):€0,(t))
B X RdB

Daraus ergibt sich
of,(x,y) _ 9f,(x.Y)
I 0x ay

(x,y)= J’<h,dt>+<g,dt>: J’<f,dt> g.e.d.

B RdB RdB

Setzen wir fiir #=(f1f,) das Vektorfeld f(xy)=(-yx) ein, so erhalten wir sofort fiir den Flacheninhalt von B

(5.4) Korollar: Sei BzR? ein Normalbereich bzgl. x und bzgl. y und Rd B sein positiv
orientierter Rand, so gilt fur den Flacheninhalt F(B) von B

F(B) = I< (-y,X), dt > _—Idet%}//l,((?) ;//2,((?) t, wenny: [a,bl>R? mit

y()=(ya(t),y2(t)) eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung von Rd B ist.

Die beiden letzten Satze gelten bereits unter weit schwacheren Voraussetzungen Uber B,
namlich dann, wenn B beschrankt und Rd B eine rektifizierbare, doppelpunktfreie Kurve ist.

Bemerkungen:

1) Ist f=(f1,f2): GER*—>R? ein Vektorfeld und sind die Vektorfelder g—€R? und h: G-R?
definiert durch g(x,y):&1(x,y),0) bzw. h(x,y):40,k(x,y)) fur (x,y) € G, so schreibt man
fur die Integrale I< g,dt > bzw. I< h,dt > auch Ifldx::I< g,dt > bzw.

y y y y

f,dy:=(<h,dt>.
Jo]

Die Gleichung im Greenschen Satz lautet dann

Iafzgi,y)_aflg,y)d(x’y): [ ot ay)

B
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2)

3)

Fur jeden Punkt (x,y& B eines Normalbereiches B, der berandet wird von der Kurve
Rd B, steht der Vektor F(x,y)(f(x,y),-fi(x,y)) senkrecht auf f(x,y):&1i(x,y),f2(x,y)).
of,(x,y) _ 9f1(x,y)
ox ay
Form J’div F(x,y)d(x,y) = J’<f,dt > geschrieben werden kann.
B

Rd B
Diese Gleichung ist Ausgangspunkt der Verallgemeinerung zum Divergenztheorem
(=Satz von Gaul? im Raum) und laRt folgende Interpretation zu: Die per saldo aus dem
Normalbereich Uber den Rand hinausflieRende Flissigkeitsmenge muf3 im Inneren von B
produziert werden und ist deshalb gleich dem Integral dieser Intensitat Gber B.

Ferner gilt: div F(x,y) = , S0 dal3 der Greensche Satz auch in der

Identifiziert man das Vektorfeld f=(f,): BcR*—~R? mit dem dreidimensionalen Vektor-

o, _of,

feld F::(fl,fz,O), SO ergibt sich r&:EJ,O, 3 E Aus diesem Grund bezeichnet
X

oy
of, of, . . ) .
man 0__0_ auch alszweidimensionale Rotation von f. Der Greensche Satz erhélt
X y
dann die Forn]’rotf(x,y)d(x, y) = J’<f,dt >= J’(fl dx+f, dy)und wird Ausgangspunkt
B RdB RdB

einer Verallgemeinerung in Form des Satzes von Stokes im Raum.
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8 2 Flachen und Oberflachenintegrale im Raum

In diesem Abschnitt werden einige Tatsachen bereitgestellt, die zur Gewinnung gewisser Analoga des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung im R bendtigt werden. Dazu erinnern wir zundchst an das
Kreuzprodukt oder Vektorprodukt zweier Vektoren im R AnschlieBend wenden wir uns dem Begriff der Flache
im R> zu, wobei dieser Begriff jedoch nicht so allgemein gefaBt wird, wie es grundsitzlich maglich und fiir
gewisse Untersuchungen auch notwendig ist, sondern in einer Weise eingeschrankt ist, die dem angestrebten
Rahmen angemessen ist.

Fir zwei Vektoren x=(xx2,x3) € R® und y=(y,y»,y5) € R?® ist dasKreuzprodukt oder
Vektorprodukt x x y durch xx y:=(xoy3-Xay2 , Xsy1-X1Y3 , X1Y2-X2y1) definiert.
Formal 1aR3t sich diese Definition auch schreiben in der Form
Hl 2 3 H
Xxy=detix; X, X30

SRR A

Fur das Vektorprodukt gelten folgende Rechenregeln:
1) xxy==(yxx)

2) xxx=0

3) UX)xy=xx(Ay) =4 (xxy) furieR

4) xx (y+z) = (xx y) + (xx z) fir z=(z,2,,z3) € R®

5) (x+y)x z = (xxz) + (yx z) fur z=(2,22,z3) € R®

6) <X, XxXy>=<y,xxy>=0

Sind x: -R® und y: I-R® auf k&R definierte R*-wertige Funktionen, so ist ihr Vektor-
produkt xx y punktweise erklart:  (x y) (t) = x(t)x y(t) , fur te I.

Sind x und y auf | differenzierbar, so ist auck yx auf | differenzierbar mit

d _ dy dx
7) 0oy = (o) + (oxy)

In Kapitel 3.3 wurde eine TeilmengecR" als Lebesgue-meRbar bezeichnet, wenn die
charakteristische Funktioln auf A Lebsgue-integrierbar ist. Ersetzt man den Lebesgueschen
Integralbegriff durch den Integral-begriff nach Riemann, so erhalt man Jordan-mel3bare
Teilmengen deR".

(5.5) Définition: Eine nichtleere beschrankte TeilmengeR8 heiRt Jordan-meRbar,
wenn die charakteristische Funktion 15 auf B Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall

heil3t | B| n::‘!;13 dx der(n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.
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(5.6) Satz Eine nichtleere beschrankte TeilmengeRB ist genau dann Jordan-meRbar,
wenn Rd B eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Beweis:

Sei BZR" beschrankt, dann existiert ein kompakter QuadeRQmit EQQ.
Q ist genau dann Jordan-mef3bar, wenn das Riemann-lnIégrdk existiert.
Q

Nach dem Lebesgueschen Kriterium ist dies genau dann der Fall, wenn die Menge M der
Unstetigkeitspunkte vois o (eingeschrankt auf Q) eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Da M=Rd B ist, folgt die Behauptung. g.e.d.

Ahnlich wie frither eine Kurve inR" definieren wir eine Flache im Raum mit Hilfe einer
Parameterdarstellung, wobei der Parameterbereich jetzt eine TeilmerRfeistes

(5.7) Definition: Sei GzR? eine nichtleere, offene und Jordan-meRbare Menge. Sei
d+KcG kompakt. Unter eineregularen Flache S mit dem Parameterbereich K
verstehen wir die Einschrankungypeiner C-Funktion p: G-R?, die injektiv in K ist
und deren Funktionalmatrix p‘(s,t) fur alle s,G den Rang 2 hat.

P(K) heil3t dieSpur der Flache p eine Parameterdarstellung von S

Zwischen Flache® und ,Spur von p“ besteht also ein dhnlicher Unterschied wie zwischen ,Kurve" und ,Spur
von y". Halt man den Parameter t; fest, so ist die Funktion s—p(s;to) die Parameterdarstellung einer Kurve auf

ap(s o)

der Flache S, sie wird auch die s-Koordinatenlinie genannt (t;=const). Ihr Tangentialvektor ist 3
S

op(S,, 1)
ot

Entsprechend ist der Tangentialvektor an die t-Koordinatenlinie (sg=const). Die Rangbedingung in

der Definition bedeutet, daB in jedem Flachenpunkt x=p(st) (genauer: (xixoxs=(p1(st) , pa(s,t) , palst)), (s1) €

K, die Vektoren op(s. 1) und op(s, 1)
0s ot
Flache doppelpunktfrei ist; man spricht dann auch von einer einfachen Flache.
opsy 4 PG
0s ot

linear unabhangig sind. Die Injektivitat von p hat zur Folge, da die

Da die Vektoren in jedem Punkt (st) € K linear unabhéngig sind, spannen sie

OP(So.to) , , OP(Soto)
0s ot
auf. Jeder auf dieser Ebene senkrecht stehende, nicht verschwindende Vektor heiBt Normalenvektor von r im
Flachenpunkt p(so,to) oder Normale an S im Punkt p(so,to) = Xo. Hat er die Lange 1, so wird dieser normiert
oder  Normaleneinheitsvektor ~ genannt.  Insbesondere  ist das  Vektorprodukt — N(soto) =

0P(Sy, to) . OP(Sy, to)
0s ot
-1
V(soto) = |9P(S0. t) x 9p(Ss. L)) Epp(so,to) X alo(So’t")Hin diesem Punkt gewinnen (4Bt Jeder
| os ot | o os & o
Punkt xo=p(so;to) auf S besitzt genau zwei normierte Normalen, namlich v(so,to) und -v(so,to).

dieTangentialebene x = xg + A- , 2, 1t € R im Punkt xo = (Xo1,X02,%03) = P(So,to)

eine Normale an S im Punkt xo:=p(so,to), aus der sich der Normaleneinheitsvektor
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(5.8) Definition: Der Flacheninhalt J(S) einer reguldren Flache=R® mit der Parameter-
darstellung p: KR?>-R3, @+K kompakt und Jordan-meRbar, wird definiert durch das

Integral J(S): j:||N(s D] d(st) = T[||0p(s D, 9GS, t)Hol(s, .

Der Wert dieses Integrals ist unabhangig von ,,zuIaSS|gen Parameterdarstellungen® von S.

Beispiele:

1) Ist f.: G—R eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen, Jordan-mel3bare Menge
G+ desR? Dann ist S = graph f = {{%2,x3) € R® Xs=f(X1,%2) , (%a,%2) € G} eine Flache
im R, fur die p: G-R® mit p(s,t):Xs,1,f(s,t) fiir s,te G eine Parameterdarstellung ist.
Dann gilt

op(s,t) _ of(s,t) op(s,t) _ of(s 1) .
s B,O, 3 Hund —at = Hf),l ™ Hund somit
ap(s t) ap(s ) _[ of(st) of(st)
N(s,t) = = p B— s ot 1H¢(000)

Der Flacheninhalt von S mlt dem Parameterberegﬁslberechnet sich aus

xs) = f|F- 90 960 = ¢ e PIOOH L PIEOH §q
,[D 0s ot ,[ Oo0os O 0O o O

2) Die Kugeloberfliche S380)cR® kann beschrieben werden durch die Parameter-
darstellung (Stichwort ,Kugelkoordinaten*)

p: [0,27] x 5-7—277—275—» R® mit p(s,t):{R-cos(s)cos(t) , Rsin(s)cos(t) , Rsin(t))

Dann gilt %: (-R-sin(s)cos(t) , Rcos(s)cos(t) ,

ap((;, H_ (-R-cos(sysin(t) , -Rsin(s)sin(t) , Rcos(t)
und 9p(s,Y ap(s H_ = R-cos(t)p(s,t)= (0,0,0) fur te B— H R>0
0s ot 2[

sowie ISRr(0)) = T[||0p(s 1) ap(s t)”d(t }%Rzﬂ:ostds%t

=2[7[R? (cost dt = 407 [R?

N\Iﬁa'\’m
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3) Die Oberflache der oberen Halbkugel mit Radius R (ohne die in;derEBbene liegende
Flache) hat dann die Parameterdarstellung

[0,27] x 5) 7—55—» R® mit p(s,t):{R-cos(s)cos(t) , Rsin(s)cos(t) , Rsin(t))

Aber auch gK . (0) —R® mit q(s,t)::(s,t,w/R2 —(s* + t2)) fiir (s,t)e K, (0)
(K, (0):={(s,t) € R% $+°’<R?% ) ist eine Parameterdarstellung dieser Oberflache.

Wir kommen nun zu dem wichtigsten Begriff dieses Abschnittes, dem des Oberflachenintegrals. Dabei miissen
wir zwischen zwei Arten von Oberflachenintegralen unterscheiden (ahnlich wie beim Kurvenintegral), je nachdem
ob der Integrand ein Skalarfeld oder ein Vektorfeld ist.

(5.9) Definition: (Oberflachenintegral fiir Skalarfelder):
Sei p: K—R® die Parameterdarstellung mit dem Parameterbereich K einer reguléaren
Flache S. Sei f: p(K»R ein stetiges Skalarfeldauf p@&R>. Dann heil3t

!f do:= T[f (n(s, t)jliapgz' I ap((;’ t)Hd(s,t) das  Oberflachenintegral  des
Skalarfeldes f Uber S

Auch hier ist nachzuweisen, daB3 sich der Wert des Integrals J’ f do bei zuldssigen
S

Parametertransformationen nicht éndert.
In Physik und Technik treten Oberflachenintegrale der Form J’ f do haufig auf. Sie
S

liefern z. B. die Gesamtmasse eines Flachenstiickes S, das mit der Masse der (6rtlich
unterschiedlichen) Flachendichte f=f(xi,x,,x3) belegt ist.

Wir kommen nun zur Definition eines Flachenintegrals fiir Vektorfelder. Sei
F=(F4,F,,F3) ein Vektorfeld und p=(p1,p2,p3): G—R? eine Parameterdarstellung einer

Flache S, dann kann das Skalarprodukt < F(p(s,t)), apgss,t)xap(s,t)> interpretiert

ot
werden als die Komponente der FluBdichte F im Punkt p(s,t) in Richtung des
Normalenvektors ?xa—i) im Flachenpunkt. Nun gilt bekanntlich
S
ap(gss’ t) . ap(g? t) = (det J23(slt) I det J31(slt) I det J12(slt))l wobei
P (st dp(shp
Ji(s,t) = O, 05 ot Ofir ik «4{1,2,3}.
D = .50 ap, (D) =123}
0s ot

Deshalb 148t sich < F(p(s, t)), ap(()ss, D ap((;’ Y > auch in der Form
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<F,%x%>= F; det J»3 + F, det J3; + F3 det I schreiben. Dies gibt die

Veranlassung zu der folgenden Definition eines Flachenintegrals flir Vektorfelder:

(5.10) Definition: Sei S eine regulare Flache mit der ParameterdarstellungeR*KR?,
p=(pL.p2ps). Sei F: GR*-R® mit F=(R,F,,F) ein stetiges Vektorfeld auf G mit
KcG. Man setzt

J’Fl dx, Odx, = J’Fl (p(s, t) et J,, (s, 1) d(s, 1)
J’F2 dx, Odx, = J’F2 (p(s, t) et J,, (s, 1) (s, 1)

J’F3 dx, Odx, = J’F3 (p(s, t) et J, (s, t) (s, 1)

und nennt
J’Fl dx, Odx, +F, dx, Odx, + F, dx, Odx, ::J’Fl dx, Odx, +J’F2 dx, Odx, +J’F3 dx, Odx,
S K K K

dasOberflachenintegral des Vektorfeldes F tGber S

Hierbei ist bei den ,Produkten™ dx,Adxs , dxsAdxy , dxiAdx, auf die Reihenfolge der
JFaktoren® zu achten, da z. B. det Jx(st) = -det Js(s,t) und somit

J’Fl dx, Odx, :—J’Fl dx, Odx, .
S S

Das Oberflachenintegral hangt also (bei festem Integranden) nicht nur von der Spur
der Flache, sondern auch von der Parameterdarstellung der Flache ab — allerdings in
einer einfach zu Ubersehenden Weise: Es st invariant unter positivem
Parameterwechsel (det T'>0) und andert das Vorzeichen bei negativem
Parameterwechsel (det T'<0).
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§ 3 Der Stokessche Integralsatz im R

Dieser fur die Mathematik und Physik wichtige Satz erlaubt es, gewisse
Oberflachenintegrale durch Kurvenintegrale auszudriicken. Wir prasentieren den Satz
von Stokes in einer sehr einfachen Form, die jedoch flir die Praxis in vielen Fallen
ausreicht.

(5.11) Satz (Stokes):
Sei S eine reguldare Flache im Raum mit einem Parameterbereifi, Kier ein
Normalbereich bzgl. x und bzgl. y ist, und einer Parameterdarstellungl§:—+4R>,
die auf der offenen Menge U zweimal stetig differenzierbar ist. Der Rand Rd K von K
werde durch eine stiickweise stetig differenzierbare Parameterdarsyell[ag}—R?
so paramterisiert, da er positiv orientiert ist. Sei fzRV—R® ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Men@'\\? mit p(K)<V. Dann gilt

o '3, 04

I<rotfn>da I<fdr> wobei n:
0s Ot| [0s Ot[

Bemerkungen:

1) Da [<rotf,n >da:J’<rotf(p(s,t)), ap((as,t)xap((;,t) >d(s,t), laRt sich die Beziehung
s
S K

(*) schreiben in der Fornf<rot f (p(s, t)), (s , (S Y >d(st) = [<f.dr>
0s ot oy

2 Da roth@gg _of, of, of, of, of
X2

, , L O laRt sich (*) auch schreiben in der Form
OXy O0X; 0OX; OX; OX,

J-afs _m—’l%szﬂdx3+% af%j Odx +% af%i Odx, = <f dr >
LPx, O0X, 0

Beweis des Satzes von Stokes:

Wir beginnen mit dem Kurvenintegral. Mit p=(pz,ps)=p(s,t) undy=(y1, y2)= y(r) ergibt
b
sich I<f,dr > :J’<f (p(y(r))),ip(y(r))>dr , wobei

—p(y(r)) B—pl(y(r)) P (/1) pg(y(r))H

Nun gilt fur je {1,2,3}

op, 0( )) apj(m))
—p, (D)= )t

y,'(T), so daf
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mit If dx; = I<f, ,,dr>=jfj(p(y(r)))%p;(y(f))df

(g sei der j-te kanonlsche Einheitsvektor)

und mit der AkarzungTj =f, o p dann gilt:

7 (). o p, (@) .. (D)
ﬁ[jj dx; _J.fj(y(r))E P; (V(T))dT —!fj (V(T)%Vl (1) "‘Tyz (T)Ejf
0
_J'< pl l dT >
b 9s ' ot
Nach dem GauBschen Integralsatz in der Ebene (5.3) gilt aber

R THEL

Wir formen nun den Integranden des letzten Integrals um. Die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von psind stetig, somit erhalten wir

Aap, Aap, ap, - 2pj _of, op; =0%; _of op; of; dp,
as at dsot ot ot 'o9sot oOs ot ot ot

af af
Die Kettenregel liefert fUra— undE die Gleichungen
S

of; _of; op, , Of; dp, , Of; ap,
0s O0x, 0s O0x, 0s Ox; 0s
of; _of; ap, , of; ap, , 9f; ap,
ot o0x, ot 0x, ot 0x, ot

Mit ihnen folgt fur je {1,2,3,}

of; dp; _ of; dp; _[f; dp,  Of; dp, Of; dp, (PP, [9f; dp,  Of; ap, . Of; dp, [P,
ds ot ot ds [bx, s Tox, 05 ox, os Hot [ox, ot Tox, ot ox, ot Hos

_ 0f; [Pp, 9P; _9p, P % of; [(Pp, 9P, dp, 9P % of; [Pp, 9P; dp, 9P, E

ox, Hds ot ot dsP ox,Hds ot ot ds ox,Fds ot ot os

Insbesondere gilt fur j=1:

- - o, 9p, [Pp; 9P,
of, ap, of, dp, _ of, 3s EH of, 3 EH of, of,
ST TP o T et [+ —* det0S U=——LdetJ, + —detJ,
ds ot ot ds  Ox, P, 0P, E X, E@ . 9P [0 ox, 0X
0s os ot
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Zusammengefal3t ist also fur j=1

0 0 of of
iEﬁﬁH—QEﬁﬁH:— LdetJ, + ——detJ,
os) ot g ot ds[O O0x, 0X 4

und damit

of of of of
f, o dx, = % Ldetd, + —detJ %(S,t): - —L dx, Odx, + —+dx, Odx
p'!.yl ! axz 12 aX 31 ! 0X2 1 2 ax 3 1

3 3

In entsprechender Weise erhalt man fur j=2 bzw. j=3

Ifzdxzz —af—zdx2 Ddx3+af—2dxlDdx2
10X, ox

pey 1

If3 dx, :I—af—3dx3 Odx, +£dx2 O dx,

poy S aXl aXZ

Die Addition der letzten drei Gleichungen liefert dann die gewtinschte Behauptung.
g.e.d.

Die physikalische Interpretation des Satzes von Stokes kann wie folgt angegeben werden: Im Falle einer

strsmenden Flissigkeit mit dem Geschwindigkeitsfeld v: R®>—R? beschreibt das Integral I <v,dt> de
SHC!

Zirkulation von v in S,(a), ein MaB dafiir, wie sehr die stromende Fliissigkeit in der gegebenen Richtung um den

Kreis K(a)=R? rotiert Der Satz von Stokes besagt dann: Die Zrkulation entlang einer Kurve, die ein

Flachenstiick umflieBt, ist gleich dem Integral Gber alle Wirbelstirken auf dem Flachenstiick, oder

umgangssprachlich ausgedriickt: Die Umstrémung einer Flache (Zirkulation genannt) resultiert aus den Wirbeln

in den Punkten der Fldche.
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§ 4 Der GauRsche Integralsatz im R

Der GauBsche Integralsatz in der Ebé8atz (5.3) ermoglicht es, gewisse Integrale tber
ebene Bereiche in Kurvenintegrale, also in Integrale Uber den Rand des Bereiches, zu
verwandeln. Der Gaul3sche Integralsatz

im R® leistet Ahnliches: er lehrt, wie man Integrale bestimmter Bauart iiber raumliche
Bereiche durch Integrale Uber den Rand des Bereiches, also durch Oberflachenintegrale
berechnen kann. Physikalisch gesehen laRt er dieselbe Interpretation zu wie fur ebene
Bereiche: die per saldo aus einem beschrankten Gebiet des Raumes heraustretende
Flissigkeitsmenge wird im Inneren des Gebietes produziert und ist deshalb gleich dem
Integral der (sich ortlich verandernden) Volumenintensitéat..

Wir formulieren den Gauf3schen Integralsatz fir sehr einfach zu beschreibende Gebiete im
Raum, die wir im folgenden etwas genauer beschreiben wollen:
Sei KER? eine kompakte, Jordan-meBbare Teimenge und q: U—R? eine C'-Funktion auf einer offenen
Menge U mit K€U. Wir nennen q eine Substitutionsfunktion fir K, wenn q(K)gR2 Jordan-mefbar ist und fiir
jede stetige Funktion f: q(K)— R die Substitutionsregel
f(X1! XZ) d(X1! XZ) :!f (q(S! t)]det q’(S, t)| d(S!t) gllt
oK)
Wir erkldren nun, was wir unter einem C'-Normalbereich bzgl. der xix-Ebene (entsprechend der xixs-Ebene
bzw. der xoxs-Ebene) verstehen wollen.

(5.12) Definition: Seien p K,-—»R3 mit B=(p;,1,Pi2,P.3)=pi(s,t) fur (s,t)e K; Parameter-
darstellungen zweier FlachenrBit den Parameterbereichep Ke {1,2}. Die Flachen
S haben die Eigenschaften:

1) fir je {1,2} ist g Ki—R? mit g(s,t)pia(S.t) , p2(s.t) eine Substitutionsfunktion
far Kj

2) det g'<0 und det g>0 Uberall mit Ausnahme einer Jordanschen Nullmenge

3) es giltR=K:=q1(K1)=0p(K2)

4) Rd K ist eine stickweise glatte Kurve in dexxxEbene

5) Fir je {1,2} gebe es stetige Funktionen K—R, so daf fur alle (s, K; gilt:
pa(st) =gi(pra(s,t) , pa(s,t)

6) fur alle (x,x2) € K gilt p1(X1,%2)<p2(X1,X2)

Dann heil3t die Menge V:={{xx2,x3s) € R® p1(X1,%2)<Xa<p2(X1,X2)} €in

C'-Normalbereich beziiglich der xx.-Ebene mit den erzeugenden Flachen, $ind

S, Si=p1(K1) heit demntere Deckel von V und $=p,(K>) derobere Deckel von V.

Beispiele:

1) Sei Q=[a,bn] x [a,by] x [as,bs] ein achsenparalleler Quader. Die erzeugenden Flachen S
und S werden beschrieben durch die Parameterdarstellungen
p: Kui=[ag,bi] x [82,02] —R® mit py(s,t):=(s,t,a)
p2: Kz:=[ay,bn] x [@p,b] —R> mit pu(s,t):=(s,t,b)

pi, j € {1,2} ist die konstante Funktion aufifé] x [ap,b,] mit p1(s,t)=a undg:(s,t)=k.
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2) Die Kugeloberflache &0) hat die erzeugenden Flachenud S, beschrieben durch die
Parameterdarstellungen

p1: Ki:=[0,2r] x E— 72T 05—» R® mit py(s,t):5(R-cos(s)cos(t) , Rsin(s)cos(t) , Rsin(t))
p2: K2:=[0,2r] x 5) 7—55—» R® mit py(s,t):5(R-cos(s)cos(t) , Rsin(s)cos(t) , Rsin(t))

Die Funktionery;, j € {1,2}, sind definiert auf dem Kreis;x+ %< R durch

0i(Xx1,%2):=(-1Y - y|R? = xZ =x2.

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir

(5.13) Satz (GauR3scher Integralsatz, Divergenztheorem
Sei B ein C'-Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen. Sei f: U—R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf U mit BCU. Dann gilt

J’divf d(X,, X,,Xs) :J’<f, n>do, wenn S der Rand von B und n die auf3ere Normale
B S
von S ist.

Beweis:

Da divf—afl PN of , zeigen wir nur, daf
0X, O0X, O0X,

of, _
J’Kd(xl,xz,xg —!f3 dx, Odx, .

B
Durch analoge Uberlegungen erhalten wir

'|’gf—2d(xl,x2,x3) :J’f2 dx, Odx, und
S

B 2

I%d(xl,xz,xg) :J’fl dx, Odx, , da B ein Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen ist
1 S

3 d( ) Z(Xl X3) af3 q ( )
—d(X,, %,, X, X, =0 (X, X
'! {F‘pl(xlxz)a Ej
:Ifs Xl’X2’¢2(X1’X2))d(X1’X2) _Ifs Xl’X2’¢1(X1’X2))d(X1’X2)
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Da g,: Ko—R? eine Substitutionsfunktion mit det q.>0 (bis auf eine Jordan-Nullmenge) ist,
gilt
T[f3(Xl,X2,¢2(X1,X2))d(xl,X2): JfB(Xl’X2’¢2(X1’X2))d(xl’XZ)

a4, (K

2)
= [f5(0.(s.0.6,(a.(s ))deta, (s.H d(s)

E@pz,l apz;H
= [fap,(0)dety0s o3 (s

0p,, O
0s ot

= If3 dx, Odx,
KZ

Entsprechend erhalt man wegen dét@

T[fs(xl’xz’¢1(X1’X2))d(xl’Xz) :_If3 dx, Odx, , so daf3
51

of
1[id(xl,xz,xg :J’lf3 dx, Odx, +|z[f3Xm Odx, .

Nach Eigenschaft 4) ist Rd K stlckweise glatt und kann dargestellt werden durch die
Parameterdarstellung: [a,b]>R* mitt y(t)=(y1(t),y2(t)); y(t) ist nur in endlich vielen
Punkten nicht differenzierbar (da Rd K stlickweise glatt ist).

Der vertikale Rand von V kann dann dargestellt werden durch eine Flachat Sler

Parameterdarstellung:pKz—R> mit ps(s,t):5(y1(S),y2(s).1), wobei
Ka:={ (s,t)e R* ac<s<h, p1(y(s)) <t < pa(y(s))} .

Die Menge der Punkte, in denen die partielle Ableltugé nicht existiert, ist gerade die
S

Menge der Punkte, in denepn(t) nicht differenzierbar ist. Diese Menge ist aber eine
Jordansche Nullmenge. Setzen win(B,t):=y1(s) und pa(s,t):=y2(s), so gilt (bis auf eine
Jordan-Nullmenge)

Ps; 0Py H ,
de00s ot Ckgegd© OH,
Eﬁps,z aps,zD 2’(8) 0
0s ot

und damit mit'[f3 dx, Odx, =0
K3

of 3
1[id(xl,xz,xg = ]ZIR[Jdel Odx, .

Setzen wir S:= 8) SU S, so erhalten wir
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of, _
!Kd(xl,xz,xg —!f3 dx, Odx, .

Summation liefert

J’divf d(xl,xz,XS):J’fldx2 Odx, +f, dx, Odx, +f,dx, Odx, :J’<f,n>da
B S S

nach den Bemerkungen im Anschlul des Satzes von Stokes.

g.e.d.



