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���,QWHJUDWLRQ�YRQ�)XQNWLRQHQ�HLQHU�5HHOOHQ�9HUlQGHUOLFKHQ

%HL� YLHOHQ� 3UREOHPHQ� LQ� GHU� 3K\VLN� XQG� 7HFKQLN� WULWW� GLH� )UDJH� DXI�� RE� PDQ� $XVVDJHQ� �EHU� GDV
bQGHUXQJVYHUKDOWHQ�HLQHU�)XQNWLRQ�LQ�HLQHP�,QWHUYDOO� ,�PDFKHQ�NDQQ��ZHQQ�PDQ� LKUH�bQGHUXQJVUDWH��DOVR� LKUH
$EOHLWXQJ�� LQ� MHGHP� 3XQNW� YRQ� ,� NHQQW�� MD� RE� PDQ� GLH� )XQNWLRQ� QLFKW� VRJDU� DXV� LKUHU� bQGHUXQJVUDWH
ZLHGHUJHZLQQHQ�� UHNRQVWUXLHUHQ� NDQQ�� 0DQ� VWHKW� GDQQ� YRU� GHP� IROJHQGHQ� 3UREOHP�� $XI� ,� LVW� HLQH� )XQNWLRQ
JHJHEHQ�� YRQ� GHU� PDQ� ZHL��� GD�� VLH� GLH� $EOHLWXQJ� HLQHU� �]XQlFKVW� QRFK� XQEHNDQQWHQ�� )XQNWLRQ� LVW�� G�K�
JHJHEHQ�LVW�I�DXI�,��JHVXFKW�LVW�)�PLW�)© I��'LHVHV�3UREOHP�OlXIW�LP�ZHVHQWOLFKHQ�DXI�GLH�)UDJH�KLQDXV��ZLH�PDQ
]X�HLQHU�JHJHEHQHQ�)XQNWLRQ�I�DXI�,�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�)�EHVWLPPHQ�NDQQ�
%HL�YLHOHQ�8QWHUVXFKXQJHQ�GUlQJW�VLFK�HLQH�ZHLWHUH�)UDJH�DXI��QlPOLFK�GLH��RE�HLQH�YRUJHOHJWH�)XQNWLRQ�I��YRQ
GHU�PDQ� QLFKW� D� SULRUL� ZHL��� RE�VLH� HLQH� $EOHLWXQJVIXQNWLRQ� LVW�� GRFK� DOV� VROFKH� DXIJHID�W� ZHUGHQ� NDQQ�� GLH
)UDJH�DOVR��RE�I��EHUKDXSW�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�EHVLW]W�
,Q�GLHVHP�.DSLWHO�VROOHQ�GLHVH�EHLGHQ�3UREOHPH�DXVI�KUOLFK�HU|UWHUW�ZHUGHQ��'DEHL�ZHUGHQ�QXU�6WDPPIXQNWLRQHQ
YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ�HLQJHI�KUW��ZREHL�GLH�.ODVVH�GHU�5HJHOIXQNWLRQHQ�]ZLVFKHQ�GHU�.ODVVH�GHU�VWHWLJHQ�XQG�GHU
GHU�5LHPDQQ�LQWHJULHUEDUHQ�)XQNWLRQHQ�OLHJW��'LH�6WDPPIXQNWLRQ�ZLUG�]XQlFKVW�I�U�JHZLVVH�HLQIDFKH�)XQNWLRQHQ�
GLH�VRJHQDQQWHQ�7UHSSHQIXQNWLRQHQ��GLUHNW�HUNOlUW� XQG� GDQQ� �EHU� HLQHQ�$SSUR[LPDWLRQVSUR]H�� DXI� DOOJHPHLQH
)XQNWLRQHQ�DXVJHGHKQW�
)DOOV�QLFKW�DXVGU�FNOLFK�HWZDV�DQGHUHV�HUZlKQW�ZLUG��VROOHQ�DOOH�DXIWUHWHQGHQ�=DKOHQ�XQG�)XQNWLRQHQ�UHHOO�VHLQ�
REZRKO�GLH�PHLVWHQ�$XVVDJHQ�DXFK�I�U�NRPSOH[ZHUWLJH�)XQNWLRQHQ�HLQHU�UHHOOHQ�9DULDEOHQ�J�OWLJ�VLQG�

§ 1 Treppenfunktionen, Regelfunktionen und ihre Integration über
kompakte Intervalle

,Q� GLHVHP�$EVFKQLWW� ZLUG� GDV� ,QWHJUDO� I�U� GLH� .ODVVH� GHU� 5HJHOIXQNWLRQHQ� HLQJHI�KUW�� LQGHP� HV� ]XQlFKVW� I�U
JHZLVVH� HLQIDFKH� )XQNWLRQHQ�� GLH� VRJHQDQQWHQ� 7UHSSHQIXQNWLRQHQ�� GLUHNW� HUNOlUW� XQG� GDQQ� �EHU� HLQHQ
$SSUR[LPDWLRQVSUR]H��DXI�DOOJHPHLQH�)XQNWLRQHQ�DXVJHGHKQW�ZLUG�

(1.1) Definition: Sei I ein Intervall mit den Endpunkten a und b, a<b.
1) Eine Menge Z:={x0, x1, ..., xm}, m c N mit x0:=a<x1<...<xm:=b heißt eine

Zerlegung von I. xk heißt Zerlegungspunkt.
2) Jede Zerlegung Z1 von I mit Z ̀  Z1 heißt eine Verfeinerung von Z.
3) Eine Funktion T: ItR heißt eine Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung

Z={x0, x1, ..., xm} von I gibt, so daß T auf jedem offenen Teilintervall (xj-1,xj),
j c {1, ..., m} konstant ist. 7� (I) bezeichne die Gesamtheit aller Treppen-
funktionen auf I.

(1.2) Lemma: Sei T eine Treppenfunktion auf [a,b]. Sei Z={x0, x1, ..., xm} eine Zerlegung
von [a,b], so daß T(x)=ck für x c (xk-1,xk), k c {1, .., m}. Dann gilt:
1) T ist beschränkt auf [a,b], d.h. es gibt ein M>0 mit xT(x)x[ M für alle x c [a,b].

2) Der Wert ∑
=

−−
m

k 1
1kkk )x(xc  ist unabhängig von der Wahl der Zerlegung von [a,b].
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Beweis:

ad 1): Setze M:=max{xcjx,xT(xj)x,xT(x0)x: j c {1, ..., m}}

ad 2): Sei Z0={y0, y1, ..., yn} eine weitere Zerlegung von [a,b], dann ist Z0 4 Z eine
Verfeinerung von Z0 und Z.
Sei k c {1, ..., m}, dann habe (xk-1,xk) weitere Teilungspunkte ti, ti+1, ..., tr+i ,
d.h. xk-1<ti<ti+1< ...<tr+i<xk.

Dann gilt: ck$(xk-xk-1)= ck$(xk-tr+i) +∑
=

−++ −⋅
r

s 1
1sisik )t(tc + ck$(ti-xk-1).

Setzt man für f: ItR

yfy
¢
:=







∞
∈

                  sonst            

istbeschränktIaufffallsf(x)sup
I x 

dann gilt für jede Treppenfunktion T:[a,b]tR stets yTy
¢
< ¢. q.e.d.

(1.3) Definition: Sei T:[a,b]tR eine Treppenfunktion auf [a,b], Z={x0, x1, ..., xm} eine
Zerlegung von [a,b] mit T(x)=ck für x c (xk-1,xk), k c {1,..., m}. Dann heißt die Zahl

∫ ∑
=

−−⋅=
b

a

m

k

dx
1

1kkk )x(xc:T(x)  das Integral von T auf [a,b].

)�U�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�JHOWHQ�IROJHQGH�HLQIDFK�QDFK]XZHLVHQGH�(LJHQVFKDIWHQ�

(1.4) Lemma: Sind T und S Treppenfunktionen auf [a,b], ¹,º c R, so gilt:
1) ¹$S+º$T ist eine Treppenfunktion auf [a,b] und es gilt

∫ ∫ ∫⋅+⋅=⋅+⋅
b

a

b

a

b

a

dxdxdx T(x)S(x)T)(x)S( βαβα

2) ∫∫ ∞
⋅−≤≤

b

a

b

a

dxdx Ta)(bT(x)T(x)

3) ∫ ∫≤
b

a

b

a

dxdx S(x)T(x) , wenn T(x) [ S(x), für x c [a,b]

:LU�ZROOHQ�QXQ�GHQ�,QWHJUDOEHJULII�DXI�HLQH�JU|�HUH�.ODVVH�YRQ�)XQNWLRQHQ�DXVGHKQHQ��QlPOLFK�DXI�GLH�.ODVVH
GHU�5HJHOIXQNWLRQHQ��XQG�]ZDU�VR��GD��GLH�$XVVDJHQ�YRQ�/HPPD�������DXFK�ZHLWHUKLQ�VLQQJHPl��JHOWHQ�

(1.5) Definition: Sei Ì R ein Intervall mit den Randpunkten a und b, wobei -¢ [ a < b [ ¢.
Eine Funktion f: ItR heißt eine Regelfunktion auf I, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt:
1) für x0 c (a,b) existieren f(x)lim:f(x)lim

0
00

xx

xxxx
>

+ →→
=  und f(x)lim:f(x)lim

0
0

xx
o xxxx

<

− →→
=

2) ist a c I, so existiert f(x)lim
+→ax

3) ist b c I, so existiert f(x)lim
−→bx

�(I) bezeichne die Menge aller Regelfunktionen auf I.
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6LQG�I�XQG�J�5HJHOIXQNWLRQHQ�DXI�GHP�,QWHUYDOO�I��VR�ZHUGHQ�GXUFK�VLH�HLQH�JDQ]H�5HLKH�QHXHU�5HJHOIXQNWLRQHQ
DXI�I�HU]HXJW��'HU�IROJHQGH�6DW]�ID�W�HLQLJH�GDYRQ�]XVDPPHQ�XQG�NDQQ�DOV�hEXQJVDXIJDEH�EHZLHVHQ�ZHUGHQ�

(1.6) Satz: Sei I`R ein Intervall mit den Randpunkten a und b, a<b. Sind f und g
Regelfunktionen auf I, so sind auch die folgenden Funktionen Regelfunktionen auf I:
1) xfx: ItR mit xfx(x):=xf(x)x für x c I
2) f$g: ItR mit (f$g)(x):=f(x)$g(x) für x c I
3) max(f,g): ItR mit max(f,g)(x):= max{f(x),g(x)}, x c I
4) min(f,g): ItR mit min(f,g)(x):= min{f(x),g(x)}, x c I
5) f+: ItR mit f+(y):= f(x)lim

+→ yx
 für ygb und f+(b):= f(b), wenn b c I

6) f-: ItR mit f-(y):= f(x)lim
−→ yx

 für yga und f-(a):= f(a), wenn a c I

(1.7) Satz: Ist Ì R ein Intervall, f: ItR stetig oder monoton, so ist f eine Regelfunktion
auf I.

Beweis:

Ist f: ItR stetig, so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition.
Ist f  monoton wachsend auf I und x0 c I mit x0>a, wobei a linker Randpunkt von I ist, dann
gilt: f(x0)mf(x) für x c (a,x0), d.h. s:= sup{f(x): x c (a,x0)} existiert.
Sei e>0, wir wählen n c (a,x0) mit s-e < f(n), dann gilt: s-e < f(x) [ s für alle x c (n,x0).
Also gilt s= f(x)lim

0
−→xx

.

Ähnlich zeigt man für x0<b, b rechter Randpunkt von I, daß
f(x)lim

0
+→xx

= t:= inf{f(x): x c (x0,b)}.

(1.8) Definition: Sei Ì R ein Intervall. Eine Funktion f: ItR heißt stückweise monoton
bzw. stückweise stetig, wenn es eine Zerlegung Z={x0, x1, ..., xm} zu [a,b]`I mit a<b
gibt, so daß f in jedem Teilintervall (xj-1,xj), j c {1, ..., m} monoton bzw. stetig ist und
in jedem Punkt x c I der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert existiert.

8QPLWWHOEDU�DXV�GHP�%HZHLV�]X�6DW]�������HUJLEW�VLFK

(1.9) Korollar: Sei Ì R ein Intervall und f: ItR stückweise stetig oder stückweise
monoton. Dann ist f eine Regelfunktion auf I.

*UXQGODJH�I�U�GLH�EHDEVLFKWLJWH�(UZHLWHUXQJ�GHV�,QWHJUDOEHJULIIHV�DXI�HLQH�JU|�HUH�.ODVVH�YRQ�)XQNWLRQHQ�LVW�GHU
IROJHQGH�$SSUR[LPDWLRQVVDW]��GHU�]HLJW��GD��VLFK�5HJHOIXQNWLRQHQ�GXUFK�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�DSSUR[LPLHUHQ�ODVVHQ�

(1.10) Satz: Für eine Funktion f: [a,b]tR sind folgende Aussagen äquivalent:
1) f ist eine Regelfunktion auf [a,b]
2) zu jedem e>0 existiert eine Treppenfunktion T: [a,b]tR mit xf(x)-T(x)x< e für

alle x c [a,b]
3) zu jedem e>0 existiert eine Treppenfunktion T: [a,b]tR mit yf-Ty

¢
< e

4) es gibt eine Folge (Tj)j c N von Treppenfunktionen Tj auf [a,b] mit 0Tflim =−
∞∞→j
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%HPHUNXQJ��'LH�(LJHQVFKDIW�yI¥7y
¢�[�e�EHGHXWHW�JHRPHWULVFK��GD��GHU�*UDSK�YRQ�7�LQ�GHP�³e�6WUHLIHQ§�YRQ�I

YHUOlXIW��GLH�7UHSSHQIXQNWLRQ�7�DOVR�LQ�LKUHP�JDQ]HQ�9HUODXI�DXI�,�GLFKW�JHQXJ�EHL�I�EOHLEW�

Beweis:

1) u 2):
Angenommen, 2) gilt nicht: es gibt e0>0, so daß für jede Treppenfunktion T: [a,b]tR ein
xT c [a,b] mit xf(xT)-T(xT)x>e0 existiert.

Durch Halbierung des Intervalles erhalten wir 



 +





 +

b,
2

ba
,

2

ba
a, .

Auf einem dieser Teilintervalle gilt 2) ebenfalls nicht, dieses Teilintervall sei [a1,b1]. Durch
Halbierung von [a1,b1] erhalten wir [a2,b2], auf dem 2) wieder nicht gilt.
Wir konstruieren also eine Folge ([an,bn])n c N von Intervallen mit 0)ab(lim nn =−

∞→n
 und

[an+1,bn+1] ` [an,bn] für n c N und der Eigenschaft
(*) zu jedem n c N und zu jeder Treppenfunktion Tn: [an,bn]tR existiert ein Punkt

xT,n c [an,bn] mit xf(xT,n)-Tn(xT,n)x> e0.
Die Intervallschachtelung definiert einen Punkt x0 c (a,b). Da f Regelfunktion ist, existieren
cr:= f(x)lim

0
+→xx

 und cl:= f(x)lim
0
−→xx

. Zu e0 existiert ein ¼>0 mit

xf(x)-crx< e  für x c (x0,x0+¼] und xf(x)-clx< e0 für x c [x0-¼,x0).
Wähle N c N so groß, daß [aN,bN] ` [x0-¼,x0+¼]. Auf [aN,bN] betrachte Treppenfunktion S:

S(x):=






∈
=

∈

]b,(xxc

xx)f(x

)x,[axc

N0r

00

0Nl

, dann gilt:

xf(x)-S(x)x< e0 für alle x c [aN,bN] ist im Widerspruch zu (*).

2) u 3)
Aus xf(x)-T(x)x< e für alle x c [a,b] folgt yf-Ty

¢ =
b][a, x 

sup
∈

xf(x)-T(x)x[ e

3) u 4)

Zu j c N existiert eine Treppenfunktion Tj auf [a,b] mit yf-Ty
¢ [

j

1
, so daß 

∞→j
lim yf-Ty

¢
 = 0.

4) u 1)
Wir beweisen nur f(x)lim

0
+→xx

 für x0 c [a,b) beliebig.

Sei e>0, dann existiert eine Treppenfunktion T: [a,b]tR mit yf-Ty
¢
<

2

ε
. Sei (x0,t) ein

Intervall, auf dem T konstant ist. Dann gilt für alle x,y c (x0,t):
xf(x)-f(y)x[xf(x)-T(x)x+xT(x)-f(y)x< e. Nach dem Cauchy-Kriterium existiert der
rechtsseitige Grenzwert. q.e.d.

(1.11) Korollar: Sei Ì R ein Intervall: f: ItR ist genau dann eine Regelfunktion auf I, wenn
zu jedem Intervall [a,b]̀I eine Folge von Treppenfunktionen Tn: [a,b]tR mit

∞∞→
− nTb][a,flim

n
= 0(x)Tf(x)suplim n

],[

=−
∈∞→ baxn

 (d.h. Tn konvergiert auf [a,b]

gleichmäßig gegen f)
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$XFK�IROJHQGH�&KDUDNWHULVLHUXQJ�YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ�HUZHLVW�VLFK�DOV�Q�W]OLFK�

(1.12) Korollar: Eine Funktion f: [a,b]tR ist genau dann eine Regelfunktion auf [a,b], wenn
eine Folge (Tn)n c N von Treppenfunktionen auf [a,b] existiert, so daß
1) yTny¢< ¢ für n c N

2) ∑
∞

=
∞

∞<
1

jT
j

3) f(x)= ∑
∞

=1
j (x)T

j

 für jedes x c [a,b]

Beweis:

„u“: Sei f eine Regelfunktion, zu j c N existiert Treppenfunktion Sj mit yf-Sjy¢< j2

1
.

Wir setzen S0:= 0, Tj:= Sj-Sj-1, j c N. Dann gilt: yTjy¢ = ySj-Sj-1y¢ [ ySjy¢ +ySj-1y¢ < ¢

xf(x)- ∑
=

n

j 1
j (x)T x=xf(x)- ∑

=
−−

n

j 1
1jj (x)S(x)S x=xf(x)-Sn(x)x[yf-Sny¢ < n2

1
.

nt¢ liefert f(x)=∑
∞

=1
j (x)T

j

.

Da yTjy=ySj-Sj-1y[ySj-fy+yf-Sj-1y<
jjj 2

3

2

1

2

1
1

=+
−

, gilt

∑ ∑
∞

=

∞

=

∞<⋅≤
1 1

j
2

1
3T

j j
j

.

„s“: f habe die angegebene Darstellung, wir betrachten die Folge (Sn)n der Partialsummen

Sn=∑
=

n

j 1
jT  von f(x)=∑

∞

=1
j (x)T

j

.

Sei e>0, dann existiert wegen 2) ein N
e
 c N mit ∑

+=
∞

<
n

mj 1
jT ε  für alle m,n m N

e
      (n>m)

u ySn-Smy¢ =
∞+=

∑
n

mj 1
jT [ ∑

+=
∞

n

mj 1
jT < e

u (ySny¢)n c N ist Cauchyfolge bzgl. y.y
¢
, insbesondere ist (Sn(x))n eine Cauchyfolge in R für

jedes x, also konvergent in R
u xSm(x)-Sn(x)x< e u xf(x)-Sn(x)x[ e   für mt ¢ und alle x c [a,b]
u yf-Sny¢ t 0 , nt ¢. q.e.d.

(1.13) Korollar: Sei I ein Intervall mit den Randpunkten a und b. Dann gilt für jede
Regelfunktion f: ItR:
1) f ist beschränkt auf I, wenn I=[a,b]
2) f ist stetig auf I \ I0, wobei I0`I eine höchstens abzählbare Teilmenge ist
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Beweis:

ad 2)

Da (a,b) =U
N n

1
b,

n

1
a

∈




 −+

n

(-¢,b) =U
Nn∈





 −−

n

1
bn,

(a,¢) =U
Nn∈





 + n,

n

1
a R = [ ]U

Nn∈

− nn, ,

genügt es, die Behauptung für [a,b] zu zeigen. Da f Regelfunktion ist, gibt es eine Folge (Tj)j

von Treppenfunktionen auf [a,b] mit f(x)=∑
∞

=1
j (x)T

j

, x c [a,b].

f ist in x0 c [a,b] höchstens dann unstetig, wenn mindestens eine der Treppenfunktionen Tj in
x0 unstetig ist.
Da jede Treppenfunktion nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, folgt die Behauptung.

q.e.d.

)�U� GLH�'HILQLWLRQ� GHV� ,QWHJUDOV� YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ� �EHU� NRPSDNWH� ,QWHUYDOOH� LVW� GDV� IROJHQGH� (UJHEQLV� YRQ
HQWVFKHLGHQGHU�%HGHXWXQJ�

(1.14) Satz: Sei f eine Regelfunktion auf [a,b]. Seien (Tj)j und (Sk)k Folgen von Treppen-

funktionen auf [a,b] mit 0Sflim k =−
∞∞→k

 und 0Tflim j =−
∞∞→j

. Dann existieren die

Grenzwerte ∫∞→

b

a
j

dx(x)Tlim j  und ∫∞→

b

a
k

dx(x)Slim k , und es gilt:

∫∞→

b

a
j

dx(x)Tlim j = ∫∞→

b

a
k

dx(x)Slim k .

Beweis:

Da

( ) ( )

( ) ,  TffTa)(bTTa)(b

TT(x)T(x)T(x)T(x)T(x)T(x)T

ljlj

ljljljlj

∞∞∞

∞

−+−⋅−≤−⋅−≤

−≤−≤−=− ∫∫∫∫∫
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxdxdxdxdx

bilden die Zahlen In:= ∫
b

a

dx(x)Tn  eine Cauchyfolge in R, die in R gegen einen Grenzwert

konvergiert. Ebenso konvergiert Jm:= ∫
b

a

dx(x)Sm  gegen einen Grenzwert in R.

Wir mischen die Folgen (Sj)j , (Tk)k (Reißverschlußprinzip), etwa S1,T1,S2,T2,S3,T3,...; die

neue Folge von Treppenfunktionen sei (Rp)p c N genannt. Es ist 0Rflim p =−
∞→p

. Der Grenz-

wert ∫∞→

b

a
p

dx(x)Rlim p  existiert ebenfalls, etwa gegen I. Deshalb konvergieren die Teilfolgen In

und Jm ebenfalls gegen I. q.e.d.
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'LHVHV�(UJHEQLV�UHFKWIHUWLJW�HUVW�GLH�IROJHQGH�'HILQLWLRQ�

(1.15) Definition: Sei I ein Intervall, f: ItR eine Regelfunktion. Seien a,b c I mit a<b. Ist
(Tj)j eine Folge von Treppenfunktionen auf [a,b] mit 0Tflim n =−

∞∞→n
, dann heißt der

Grenzwert ∫ ∫∞→
=

b

a

b

a
n

dxdx (x)Tlim:f(x) n  das Integral von f über [a,b] und f über [a,b]

integrierbar . Wir setzen:

∫∫∫ −==
b

a

a

b

a

a

dxdxdx f(x):f(x)und0:f(x)

'DV�,QWHJUDO�LVW�VRPLW�I�U�MHGH�DXI�>D�E@`I�VW�FNZHLVH�VWHWLJH�E]Z��VW�FNZHLVH�PRQRWRQH�)XQNWLRQ�HUNOlUW�

Beispiel:

Sei f: [0,1]tR mit f(x):=




∩−∈
∩∈

]1,0[)Q(Rx0

]1,0[Qx1
Ist f integrierbar? Nein!

(V�JHOWHQ�GLH� IROJHQGHQ�*UXQGUHJHOQ��GLH�ZLU� LQ�HLQHP�6DW]� ]XVDPPHQIDVVHQ�XQG�GHUHQ�%HZHLVH� DOV� OHLFKWH
hEXQJVDXIJDEHQ�EHDUEHLWHW�ZHUGHQ�N|QQHQ�

(1.16) Satz: Sei I`R ein Intervall. Seien f: ItR, g: ItR Regelfunktionen, ¹,º c R. Dann

sind ¹$f+º$g, f$g und – falls xg(x)xmc>0 für x c I ist – auch 
g

f
 Regelfunktionen auf I.

Für beliebige a,b c I gilt:

1) ( )∫ ∫∫ ⋅+⋅=⋅+⋅
b

a

b

a

b

a

dxdxdx g(x)f(x)(x)gf βαβα

2) ∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a

dxdxdx f(x)f(x)f(x)  für c c I mit a<b<c

(eigentlich c beliebig, da ∫
a

b

... für a<b auch definiert ist)

3) f(x)supa)(bfa)(bf(x)f(x)
],[ bax

b

a

b

a

dxdx
∈

∞
⋅−=⋅−≤≤ ∫∫

4) ∫ ∫≤
b

a

b

a

dxdx g(x)f(x) , wenn f(x)[g(x) für x c [a,b]. Sind f und g stetig auf [a,b] und

gilt f(x0)<g(x0) für ein x0 c [a,b], dann gilt ∫ ∫<
b

a

b

a

dxdx g(x)f(x)
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5) Ist (fn)n c N eine gleichmäßig konvergente Folge von Regelfunktionen auf [a,b],
dann ist die Grenzfunktion f: [a,b]tR mit f(x):= (x)flim n∞→n

 eine Regelfunktion

auf [a,b]. Es gilt: ∫ ∫∫ ∞→∞→
==

b

a

b

a
nn

b

a

dxdxdx (x)flim(x)flimf(x) nn .

6DW]��������OLHIHUW�RKQH�JUR�H�6FKZLHULJNHLWHQ�GHQ�0LWWHOZHUWVDW]��GHU�LQ�HLQHP�6SH]LDOIDOO�JHRPHWULVFK�ZLH�IROJW
JHGHXWHW� ZHUGHQ� NDQQ�� 'HU� )OlFKHQLQKDOW� XQWHU� GHP� *UDSKHQ� HLQHU� �SRVLWLYHQ�� )XQNWLRQ� I� LVW� JOHLFK� GHP
)OlFKHQ�LQKDOW� HLQHV�5HFKWHFNV� �EHU� >D�E@�PLW� HLQHP�JHHLJQHWHQ�PLWWOHUHQ� )XQNWLRQVZHUW� YRQ� I� DOV�+|KH��'LH
6FKZLHULJNHLW�GDEHL�ZLUG�DQJHGHXWHW�GXUFK�GDV�:RUW�³JHHLJQHW§��GD�PDQ�QLFKW�JHQDX�ZHL���DQ�ZHOFKHU�6WHOOH�LP
,QWHUYDOO�>D�E@�GHU�)XQNWLRQVZHUW�]X�EHUHFKQHQ�LVW�

(1.17) Satz: (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung):
Sei Ì R ein Intervall. Sei f: ItR stetig. Sei p: ItR eine Regelfunktion mit p(x)m0 für

x c [a,b]̀ I. Dann gibt es ein n c [a,b], so daß ∫∫ ⋅=⋅
b

a

 p(x))(fp(x)f(x) dxdx
b

a

ξ .

Insbesondere gibt es ein n c [a,b] mit a)-(b)(ff(x) ⋅=∫ ξ
b

a

dx .

Die Funktion p: [a,b]tR heißt oftmals auch Gewichtsfunktion.

Beweis:

f ist stetig auf [a,b]. Also existieren M:= f(x)max
],[ bax∈

 und m:= f(x)min
],[ bax∈

. Ebenso gilt

m$p(x)[f(x)$p(x)[M$p(x) für x c [a,b] und damit ∫∫∫ ⋅≤⋅≤⋅
b

a

b

a

b

a

dxdxdx p(x)Mp(x)f(x)p(x)m .

Also gibt es l c [m,M] mit ∫ ∫ ⋅=⋅
b

a

b

a

dxdx p(x)f(x)p(x)µ . Da f auf [a,b] stetig, gilt nach dem

Zwischenwertsatz:
es gibt n c [a,b] mit l=f(n). q.e.d.

Beispiel:

1m

ab
x

1m1m
m

+
−=

++

∫
b

a

dx

Beweis:

f: [a,b]tR mit f(x)=xm ist stetig, damit eine Regelfunktion auf [a,b], a<b.

Sei Z={x0, x1, ..., xn} die Zerlegung von [a,b] mit j
n

ab
ax j ⋅−+= , setze Tn(x):= m

1jx −  für

x c [xj-1,xj) u ( )∑∑∫
==

−−
−






 −




 −+=−⋅=

n

j

n

j

b

a

dx
1

m

1
1jj

m
1jn n

ab
1j

n

ab
a)x(xx(x)T .



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

Es gilt: yf-Tny¢ =
m

1j
m
j

},...,1{
n

m

),[
n

m

],[

xxsup(x)Txsup(x)Txsup

},...,1{
1

−
∈∈

−≤−=−
∈

− njxxbax
nj
jj

   =
mm

},...,1{
1)(j

n

ab
aj

n

ab
asup 





 −⋅−+−





 ⋅−+

∈ nj

Speziell für a=0, b>0:

u ∑∫
−

=

+

⋅




=

1

1

m
1m

0

n j
n

b
(x)T

n

j

b

dx  und yf-Tny¢ [ ( )mm
m

},...,1{
1)(jj

n

b
sup −−⋅







∈ nj

Setze g(x):= xm-(x-1)m u g‘(x) = m$xm-1-m$(x-1)m-1 = m$(xm-1-(x-1)m-1) m 0
u g(x) monoton steigend

u yf-Tny¢ [ 














 −−⋅=−−⋅







m
mmm

m

n

1n
1b)1)(n(n

n

b

u 0Tflim n =−
∞∞→n

u ∑∑∫∫
−

=

+

∞→

−

=

+

∞→∞→
⋅





=⋅





==

1

1

m
1m1

1

m
1m

0

n
m j

n

b
limj

n

b
lim(x)Tlimx

n

j
n

n

j
n

b

n

b

a

dxdx

Nun gilt: ∑∑
=

+

−

=
+ ≤

+
≤

n

j

n

j 1

m

1m

1

1

m

1m
j

n

1

1m

1
j

n

1
 für alle n c N

u 
n

1
j

n

1
n

n

1
j

n

1

1m

1
j

n

1 1

1

m

1m

m

1m

1

1

m

1m

1

1

m

1m
+=+≤

+
≤ ∑∑∑

−

=
++

−

=
+

−

=
+

n

j

n

j

n

j

u 
1m

b
j

n

b
limx

1m1

1

m
1m

0

m

+
=⋅





=

+−

=

+

∞→ ∑∫
n

j
n

b

dx

u 
1m

ab
xxx

1m1m

0

m

0

mm

+
−=−=

++

∫∫∫
abb

a

dxdxdx q.e.d.
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§ 2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

'HU�+DXSWVDW]�GHU�'LIIHUHQWLDO��XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ�EULQJW�GLH� WKHRUHWLVFK�VHKU�ZLFKWLJH�(UNHQQWQLV��GD�� MHGH
5HJHOIXQNWLRQ�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�EHVLW]W��(U�JLEW�HLQH�VROFKH�6WDPPIXQNWLRQ�DQ� LQ�*HVWDOW�HLQHV� ,QWHJUDOV�PLW
YDULDEOHU� REHUHU� *UHQ]H� EHL� EHOLHELJ� IL[LHUWHU� XQWHUHU� *UHQ]H�� 'HU� +DXSWVDW]� YHUPLWWHOW� GDU�EHU� KLQDXV� EHL
.HQQWQLV� HLQHU� 6WDPPIXQNWLRQ� GLH� ZLFKWLJH� ,QIRUPDWLRQ�� ZLH� GHU� :HUW� GHV� ,QWHJUDOV� PLW� +LOIH� HLQHU
6WDPPIXQNWLRQ�EHUHFKQHW�ZHUGHQ�NDQQ�
:LU�JHEHQ�HLQH�VHKU�DOOJHPHLQH�'HILQLWLRQ�HLQHU�6WDPPIXQNWLRQ�

(1.18) Definition: Sei I`R ein Intervall. Eine Funktion F: ItR heißt eine Stammfunktion
von f: ItR auf I, wenn
1) F stetig auf I ist
2) F‘(x)=f(x) für alle x c I \ I0, wobei I0 eine höchstens abzählbare Teilmenge ist

,Q�GHQ�PHLVWHQ�/HKUE�FKHUQ�ZLUG�I�U�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�)�GLH�'LIIHUHQ]LHUEDUNHLW�XQG�,GHQWLWlW�)© I�DXI�JDQ]�,
YHUODQJW�� $EHU� EHUHLWV� HLQIDFKVWH� $QZHQGXQJHQ�� ]XP� %HLVSLHO� EHL� 'LIIHUHQWLDOJOHLFKXQJHQ� PLW� XQVWHWLJHQ
6WHXHUXQJVIXQNWLRQHQ��ZLH�VLH�LQ�1DWXUZLVVHQVFKDIW�XQG�7HFKQLN�RIW�DXIWUHWHQ��UHFKWIHUWLJHQ�GHQ�JHQDQQWHQ�HWZDV
DOOJHPHLQHUHQ�XQG�IOH[LEOHUHQ�%HJULII�6WDPPIXQNWLRQ�LP�6LQQH�GHU�'HILQLWLRQ��������
)�U�6WDPPIXQNWLRQHQ�JHOWHQ�GLH�IROJHQGHQ�$XVVDJHQ�

(1.19) Satz: Seien F: ItR und G: ItR Stammfunktionen von f: ItR bzw. g: ItR, I`R
ein Intervall, a,b c R. Dann ist
1) a$F+b$G eine Stammfunktion von a$f+b$g auf I
2) F+c eine Stammfunktion von f auf I für jede Konstante c
3) F-F1 konstant, wenn F1 eine Stammfunktion von f auf I ist

Beweis:

1) + 2) folgen unmittelbar aus der Definition
3) folgt aus (1.20)

(1.20) Lemma: Sei Ì R ein Intervall, I0`I eine höchstens abzählbare Teilmenge. Sei F stetig
auf I und differenzierbar auf I \ I0. Ferner gebe es eine Konstante L>0 mit xF‘(x)x[ L
für alle x c I \ I0. Dann gilt xF(x1)-F(x2)x[ L$xx1-x2x für alle x1,x2 c I.

(1.21) Korollar: Seien F,G stetige Funktionen auf I, die auf I \ I0 differenzierbar sind, wobei
I0 eine höchstens abzählbare Teilmenge des Intervalles I`R ist. Gilt F‘(x) = G‘(x) für
alle x c I \ I0, dann gilt F(x)=G(x)+c für alle x c I, c eine Konstante.
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,VW�)�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�YRQ�I��VR�QHQQW�PDQ�GLH�*HVDPWKHLW�GHU�)XQNWLRQHQ�)�F��F�c�R��GDV�XQEHVWLPPWH

,QWHJUDO� YRQ� I� XQG� EHVFKUHLEW� GLHV� GXUFK� GDV� 6\PERO� ∫ dx f(x) � LP� 8QWHUVFKLHG� ]XP� EHVWLPPWHQ� ,QWHJUDO

∫
b

a

dx f(x) �

Beweis zu (1.20):

Seien x1,x2 c I mit x1<x2. Für e>0 definiere F
e
(x):=xF(x)-F(x1)x-(L+e)$xx-x1x, x c I.

Zu zeigen: F
e
(x2)[0 für jedes e>0.

Angenommen, es gibt ein e0 mit 
0

Fε (x2)>0. Da I0 höchstens abzählbar ist, ist auch 
0

Fε (I0)

höchstens abzählbar, also existiert ein » v 
0

Fε (I0) mit 
0

Fε (x1)=0<»<
0

Fε (x2). Sei c die größte

Zahl in [x1,x2] mit 
0

Fε (c)=», dann gilt »<
0

Fε (x) für alle x c (c,x2].

Ferner gilt für x c (c,x2]

(*) w(x):= 0
cx

(x)F

cx

(c)F(x)F
000 >

−
−

=
−
− γεεε

Andererseits gilt:

w(x)=
cx

xc)L()F(xF(c)xx)L()F(xF(x) 101101

−
−⋅++−−−⋅+−− εε

        =
( )

cx

xcxx)L()F(xF(c))F(xF(x) 11011

−
−−−⋅+−−−− ε

        =
cx

)xcx(x)L()F(xF(c))F(xF(x) 11011

−
+−−⋅+−−−− ε

        = ( )0
11 L

cx

)F(xF(c))F(xF(x)
ε+−

−
−−−

        [ ( )0
11 L

cx

)F(xF(c))F(xF(x)
ε+−

−
+−−

        = 0L
cx

F(c)F(x) ε−−
−
−

Da » v 
0

Fε (I0) u c v I0 mit 
0

Fε (c)=»

u F ist in c differenzierbar

Da xF‘(x)x[ L für alle x c I \ I0, gibt es ein offenes Intervall (c,d) mit

0L
cx

F(c)F(x) ε+≤
−
−

 für alle x c (c,d)

u w(x)[0 für alle x c (c,d) im Widerspruch zu (*).
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Also ist die Annahme falsch

u 0)(xFlim 20
≤

→ εε
 u 

12

12

xx

)F(x)F(x

−
−

[ L q.e.d.

Bemerkung:

f: ItR und g: ItR  F‘(x)=f(x) x c I \ I0 F=∫ dxf(x)

∫ dxf(x) = ∫ dxg(x)           u   F=G

     u   F=G+c

:HOFKH�)XQNWLRQHQ�EHVLW]HQ�GHQQ��EHUKDXSW�6WDPPIXQNWLRQHQ"�*HKW�PDQ�GDEHL�YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ�DXV��GD
I�U�GLHVH�)XQNWLRQHQ�,QWHJUDOH�HUNOlUW�ZHUGHQ��VR�HUKDOWHQ�ZLU�GLH�$QWZRUW�LQ�GHP�IROJHQGHQ�+DXSWVDW]�

(1.22) Satz: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Sei Ì R ein Intervall, sei a c I beliebig. Sei f: ItR eine Regelfunktion auf I.

Sei F: ItR definiert durch F(x):=∫
x

a

dtf(t)  für x c I. Dann gilt:

1) F ist stetig in I
2) In jedem Punkt x0 c I ist F linksseitig und rechtsseitig differenzierbar mit

f+(x0) = F+‘(x0) := 
0

0

xx

)F(xF(x)
lim

0 −
−

+→xx
und

f-(x0) = F-‘(x0) := 
0

0

xx

)F(xF(x)
lim

0 −
−

−→xx

3) F ist eine Stammfunktion von f auf I

4) Für jede Stammfunktion G von f auf I und jedes a,b, c I gilt ∫
b

a

dxf(x) =G(b)-G(a)

Beweis:

ad 1)
Sei x c I; sei h c R, so daß x+h c I

F(x+h)-F(x) = ∫∫∫
++

=−
hx

x

x

a

hx

a

dtdtdt f(t)f(t)f(t)

u xF(x+h)-F(x)x=
∞

+

∞

++

⋅≤⋅≤≤ ∫∫∫ fhff(t)f(t)
hx

x

hx

x

hx

x

dtdtdt

[xF(x)-F(y)x[ L$xx-yx Lipschitz-Stetigkeit]

u 0F(x)h)F(xlim
0

=−+
→h

u F stetig in I
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ad 2)
gezeigt wird die rechtsseitige Differenzierbarkeit in x c I:
Sei e>0, wähle ¼>0 mit xf(y)-f+(x)x< e für alle y c (x,x+¼)

u ( )(x)fx)(yF(x)F(y)
xy

1
(x)f

xy

F(x)F(y)
++ ⋅−−−⋅

−
=−

−
−

      ∫∫∫ ++ −⋅
−

=−⋅
−

=
y

x

y

x

y

x

dtdtdt (x)ff(t)
xy

1
(x)ff(t)

xy

1

      εε =−⋅⋅
−

≤−⋅
−

≤ ∫ + xy
xy

1
(x)ff(t)

xy

1
y

x

dt

für alle y c (x,x+¼)

u F+‘(x) = f+(x)

Ebenso zeigt man F-‘(x) = f-(x)

Ist f in x stetig u F‘(x) = f(x)
ad 3)
f Regelfunktion u f stetig in I \ I0 u F‘(x) = f(x) für x c I \ I0, I0`I höchstens abzählbar
u F Stammfunktion auf I.

ad 4)
Die Behauptung ist trivial für F. Ist G eine Stammfunktion von f auf I, so existiert eine
Konstante c mit G=F+c (Satz (1.19)). Dann gilt

G(b)-G(a) = F(b)+c-F(a)-c = F(b)-F(a) =∫
b

a

dt f(t) q.e.d.

(1.23) Korollar: Sei Ì R ein Intervall. Sei f: ItR eine Regelfunktion auf I. f besitzt genau
dann eine Stammfunktion F: ItR auf I mit F‘(x) = f(x) für alle x c I, wenn f auf I
stetig ist.

Beweis:

„u“:
Sei f eine Regelfunktion auf I mit F‘(x) = f(x)für alle x c I. Sei x c I, sei (xn)n`I eine Folge
mit xn>x und lim xn= x. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert für n c N

ein nn c (x,xn) mit )(f)(’F
xx

F(x))F(x

n

n
nn ξξ ==

−
−

u f(x) = F‘(x) =
∞→n

lim F‘(nn) =
∞→n

lim f(nn) = f+(x)

Ebenso für den linksseitigen Grenzwert

u f-(x) = f+(x) = f(x) u f stetig in x, wenn x innerer Punkt ist. Ist x Randpunkt von I,
so gelten die analogen Aussagen entsprechend.

„s“: klar q.e.d.
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'LH�IROJHQGHQ�%HLVSLHOH�HUJHEHQ�VLFK�XQPLWWHOEDU�DXV�GHQ�'LIIHUHQWLDWLRQVUHJHOQ�

Beispiele: (Grundintegrale)

f = F‘ F=�f dx
a a$x
xa    (ag-1)

1a

x 1a

+

+

x -1=
x

1
    (xg0)

lnxxx

ex ex

ax    (a>0 und ag1)

aln

a

cos x sin x
sin x -cos x

2sin x

1 -cot x

2 xcos

1 tan x

Für die Hyperbelfunktionen gilt (man beachte die Ähnlichkeit mit den trigonometrischen Fkt.)

cos x = ∑
∞

=

−

⋅−=+
0

2k
k

ixix

(2k)!

x
1)(

2

ee

k

cosh x = ∑
∞

=

−

=+
0

2kxx

(2k)!

x

2

ee

k

sin x = ∑
∞

=

+−

+
⋅−=−

0

12k
k

ixix

1)!(2k

x
1)(

2i

ee

k

sinh x = ∑
∞

=

+−

+
=−

0

12kxx

1)!(2k

x

2

ee

k

f = F‘ F=�f dx
cosh x sinh x
sinh x cosh x

xsinh

1
2

-coth x

xcosh

1
2

tanh x
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Umkehrfunktionen:

f(-1) (f(x)) = x
ableiten

⇒ f(-1) (f(x))f ‘(x) = 1

Fortsetzung: (Grundintegrale)

F F

2x1

1

−

arcsin x = -arccos x

2x1

1

+
arctan x = -arccot x

2x1

1

+
arsinh x = )1x(xln 2 ++

1x

1
2 −±

    xxx>1 arcosh x = )1xln(x 2 −+±

2x1

1

−
    xxx<1 artanh x =

x1

x1
ln

2

1

−
+⋅

2x1

1

−
    xxx>1 arcoth x = 

1x

1x
ln

2

1

−
+⋅

'LH�QlFKVWHQ�EHLGHQ�)ROJHUXQJHQ�DXV�GHP�+DXSWVDW]� ]HLJHQ��GD��HLQ� ,QWHJUDQG� LQ� HLQHP�JHZLVVHQ�8PIDQJ
PRGLIL]LHUW�ZHUGHQ�NDQQ��RKQH�GD��GHU�:HUW�GHV�,QWHJUDOV�VLFK�GDEHL�YHUlQGHUW�

(1.24) Korollar: Sei I`R ein Intervall. Seien f: ItR und g: ItR Regelfunktionen mit
f(x)=g(x) für alle x c I \ I0, wobei I0`I höchstens abzählbar ist. Dann gilt:

1) ∫∫ = dxdx g(x)f(x)

2) ∫∫ =
b

a

b

a

dxdx g(x)f(x) a,b c I

Insbesondere gilt für Regelfunktionen ∫∫∫ −+ == dxdxdx (x)f(x)ff(x)

(1.25) Korollar: Sei Ì R ein Intervall, I0 c I höchstens abzählbar. Sei f: I\I0tR eine

Funktion. Sind 1f
∧

: ItR und 2f
∧

: ItR Regelfunktionen auf I mit

1f
∧

(x) = 2f
∧

(x) = f(x) für x c I \ I0, dann gilt:

1) ∫∫
∧∧

= dxdx 21 ff

2) ∫∫
∧∧

=
b

a

b

a

dxdx 21 ff a,b c I
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0LW�+LOIH�GLHVHV�(UJHEQLVVHV�Ol�W�VLFK�GHU�,QWHJUDOEHJULII�DXI�)XQNWLRQHQ�HUZHLWHUQ��GLH�PLW�HLQHU�5HJHOIXQNWLRQ�ELV
DXI�HLQH�K|FKVWHQV�DE]lKOEDUH�0HQJH��EHUHLQVWLPPHQ�

(1.26) Definition: Sei I`R ein Intervall, I0 c I höchstens abzählbar. Sei f: I\I0tR eine

Funktion, zu der eine Regelfunktion 
∧
f : ItR existiert mit f(x) =

∧
f (x) für x c I \ I0.

Dann heißt ∫∫
∧

= dxdx (x)ff(x)  eine Stammfunktion von f auf I.

5HJHOIXQNWLRQHQ�VLQG�DOVR�LPPHU�$EOHLWXQJVIXQNWLRQHQ�HLQHU�IDVW��EHUDOO�GLIIHUHQ]LHUEDUHQ�)XQNWLRQ��'RFK�JLEW�HV
DXFK�$EOHLWXQJHQ�YRQ� GLIIHUHQ]LHUEDUHQ� )XQNWLRQHQ�� GLH�NHLQH�5HJHOIXQNWLRQHQ� VLQG��ZLH� GDV� IROJHQGH�%HLVSLHO
]HLJW�

Beispiel:

Sei F: RtR definiert durch

F(x):=






=

≠⋅

0xfür0

0xfür
x

1
sinx 2

u   F‘(x)=






=

≠−⋅⋅

0xfür0

0xfür
x

1
cos

x

1
sinx2  , da

0 [ 0xlim
x

1
sinxlim

x

0
x

1
sinx

lim
x

F(0)F(x)
lim

0000
00

2

00
=≤⋅=

−⋅
=−

≠≠≠≠
→→→→
xxxx

xxxx

f=F‘ ist keine Regelfunktion
Behauptung: f besitzt in x0=0 keinen rechtsseitigen Grenzwert:

0x
2k

1
x kk ∞→

→⇒=
kπ

(k c N)

1)2kcos()2ksin(
2k

1
2lim)x(’Flim −=





 −⋅=

∞→∞→
ππ

πk
k

k

0y
)1j2(

1
y jj ∞→

→
+

=
jπ

(j c N) , aber

( ) ( ) 1)1j2(cos)1j2(sin
)1j2(

1
2lim)y(’Flim j =





+−+

+
⋅=

∞→∞→
ππ

πjj
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'LHVHV�%HLVSLHO�]HLJW�DXFK��GD��GLH�6WDPPIXQNWLRQ�)�]X�I�PLW�




 ⋅⋅=

0
x

1
cos-

x

1
sinx2f(x)

QLFKW�PLW�+LOIH� HLQHV� ,QWHJUDOV� I�U� 5HJHOIXQNWLRQHQ� HU]HXJW�ZHUGHQ� NDQQ�� I� LVW� VRPLW� HLQH� )XQNWLRQ�� GLH� NHLQH
5HJHOIXQNWLRQ�LVW��XQG�GHQQRFK�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�EHVLW]W��G�K��GLH�0HQJH�DOOHU�)XQNWLRQHQ��GLH�HLQH�6WDPP�
IXQNWLRQ�EHVLW]HQ��LVW�HLQH�HFKWH�2EHUPHQJH�GHU�0HQJH�GHU�5HJHOIXQNWLRQHQ��G�K��

     {f: [a,b]tR: f stückweise stetig / stückweise monoton}
G  {f: [a,b]tR: f Regelfunktion}
G  {f: [a,b]tR: f besitzt eine Stammfunktion}

(1.27) Definition: Sei Ì R ein Intervall; F: ItR heißt fast überall differenzierbar (bzw.
fast überall stetig differenzierbar), wenn F in I \ I0 differenzierbar ist (in I \ I0 stetig
differenzierbar ist und F‘ in x c I0 sowohl den linksseitigen als auch den rechtsseitigen
Grenzwert besitzt), wobei I0`I höchstens abzählbar ist.

(UJHEQLV��)��ItR�LVW�DOVR�JHQDX�GDQQ�IDVW��EHUDOO�VWHWLJ�GLIIHUHQ]LHUEDU��ZHQQ�)�6WDPPIXQNWLRQ�HLQHU�5HJHO�
IXQNWLRQ�DXI�I�LVW��5HJHOIXQNWLRQHQ�VLQG�MD�³IDVW��EHUDOO§�VWHWLJ�
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§ 3 Integrationsmethoden

0LW� GHP� +DXSWVDW]� GHU� 'LIIHUHQWLDO�� XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� Ol�W� VLFK� GDV� ,QWHJUDO� ∫
b

a

dx f(x) � I�U� HLQH� 5HJHO�

IXQNWLRQ�I��ItR�PLW�>D�E@`I�GDQQ�HLQIDFK�EHUHFKQHQ��ZHQQ�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�)�YRQ�I�DXI�I�EHNDQQW�LVW�
,Q�GLHVHP�$EVFKQLWW�VROOHQ�PHKUHUH�9HUIDKUHQ�XQG�5HJHOQ�KHUJHOHLWHW�ZHUGHQ��PLW�GHQHQ�VLFK�6WDPPIXQNWLRQHQ
DQJHEHQ�ODVVHQ��'LHVH�5HJHOQ�UHVXOWLHUHQ�DXV�GHQ�HQWVSUHFKHQGHQ�5HJHOQ�I�U�GLH�'LIIHUHQWLDWLRQ�

Produktregel der Differentiation      fg’g’fg)’(f ⋅+⋅=⋅  liefert

(1.28) Satz: (Regel für Produktintegration – partielle Integration):
Seien f: ItR und g: ItR fast überall stetig differenzierbar (d.h. f und g sind
Stammfunktionen von Regelfunktionen). Dann ist f$g: ItR fast überall stetig
differenzierbar auf I und es gilt:

1) ∫∫ ⋅−⋅=⋅ dxdx f)(x)(g’g(x)f(x)g)(x)’(f

2) ( ) [ ] ∫∫ ⋅−⋅=⋅ =
=

b

a

b

a

dxdx f(x)(x)g’g(x)f(x)g(x)(x)’f bx
ax ,

wobei a,b c I und [ ] f(b)f(a)g(b)f(b):g(x)f(x) bx
ax ⋅−⋅=⋅ =

=

Beweis:

F ist stetig differenzierbar in I \ I0, g ist stetig differenzierbar in I \ I1, wobei I0`I und I1`I
höchstens abzählbar sind, und f ‘ bzw. g‘ besitzen in jedem Punkt x c I einen rechtsseitigen
und linksseitigen Grenzwert. Damit haben auch f und g in jedem x c I einen rechtsseitigen
und linksseitigen Grenzwert. f$g ist in I \ (I04I1) stetig differenzierbar und es gilt in I \ (I04I1)
die Produktregel fg’gf’g)’(f ⋅+⋅=⋅ .
Da f ‘$g  und g’$f Regelfunktionen auf I sind, besitzen f ‘$g  und g’$f Stammfunktionen auf I
und es gilt die Behauptung. q.e.d.

Beispiele:

1) xxxxxx e1)(xeexe1exex ⋅−=−⋅=⋅−⋅=⋅ ∫∫ dxdx

2) ∫∫ ⋅⋅−⋅=⋅ − dxdx x1nxnxn exnexex ; n c N

3) )1x(lnxxxlnx
x

1
xxlnxxln1xln −⋅=−⋅=⋅−⋅=⋅= ∫∫∫ dxdxdx

4) ∫∫∫ −⋅−⋅=⋅= dxdxdx )xsin(xsinxcosxsinxcosxcosxcos 2

      ∫∫ −+⋅=+⋅= dxdx )xcos1(xcosxsinxsinxcosxsin 22

      ∫−+⋅= dxxcosxxcosxsin 2

u xxcosxsinxcos2 2 +⋅=⋅ ∫ dx

u 
2

x xcossin x
xcos 2 +⋅=∫ dx
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5) ∫∫ −− ⋅−+⋅⋅== dxdx xcos
n

1n
xsinxcos

n

1
xcos 2n1nn

K ; nm2

6) ∫∫ −− ⋅−+⋅⋅−== dxdx xsin
n

1n
xcosxsin

n

1
xsin 2n1nn

K

7) )
1n

1
x(lnx

1n

1
xlnx 1nn

+
−⋅⋅

+
=⋅ +∫ dx

0LW� +LOIH� GHU� IROJHQGHQ� 5HJHO� XQG� GHP� +DXSWVDW]� GHU� 'LIIHUHQWLDO�� XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� HUKlOW� PDQ� GLH
0HWKRGH�GHU�6XEVWLWXWLRQ�

Kettenregel der Differentiation: H(x)=F(g(x))
u H‘(x) = F‘(g(x))$g‘(x) = f(g(x))$g‘(x), wenn F‘=f
liefert Substitutionsregel

(1.29) Satz: Sei f: ItR eine Regelfunktion und F: ItR eine Stammfunktion von f.
Sei a,b c I, a[b. Sei g: [a,b]tR stetig differenzierbar mit g([a,b])̀I. Dann ist F)g eine
Stammfunktion von f(g(x))$g‘(x) auf [a,b] und es gilt:

∫∫ =⋅
)(

)(

f(x)(t)g’f(g(t))
bg

ag

b

a

dxdt

Beispiele:

1) 




 =⇒==+ ∫∫

+

+
+==

dtdx
dt

dx
dxdt

cb

ca
cttgx

b

a

1f(x)c)f(t
)(

2) cg0: 




 ⋅=⇒=⋅=⋅⋅⋅=⋅ ∫∫∫

⋅

⋅
⋅==

dtdx
dt

dx
dxdtdt

bc

ac

b

a
tctgx

b

a

ccf(x)
c

1
 ct)f(c

c

1
t)f(c

)(

3) g(x)ln
g(t)

(t)g’
)(ln tgx

dt
=

=∫ Setze xlnF(x)
x

1
f(x) =⇒=

4) ag0:

∫∫

∫∫

+⋅+
⋅







⋅
⋅−⋅+

+⋅+

+⋅
⋅⋅=

+⋅+

+⋅⋅=
+⋅+⋅

+⋅

dxdx

dxdx

a

c
x

a

b
x

1

a2

b
BC

a

1

a

c
x

a

b
x

a

b
x2

2

B

a

1

a

c
x

a

b
x

CxB

a

1

cxbxa

CxB

22

2
2

(*)

Setze Q(x)=
a

c
x

a

b
x 2 +⋅+ u Q‘(x)=

a

b
x2 +⋅

u 

a

c
x

a

b
x

CxB

Q(x)

CxB

Q(x)

1

a2

b
BC

Q(x)

(x)Q’

2

B

2 +⋅+

+⋅=+⋅=⋅






⋅
⋅−+⋅
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Fortsetzung von (*)

∫∫
+⋅+

⋅






⋅
⋅−⋅++⋅+⋅⋅=

+⋅+⋅
+⋅

dxdx

a

c
x

a

b
x

1

a2

b
BC

a

1

a

c
x

a

b
xln

2

B

a

1

cxbxa

CxB

2

2

2

Untersuche ∫
+⋅+

dx

a

c
x

a

b
x

1

2

Quadratische Ergänzung:

2

2222
2

a4

ca4b

a2

b
x

a

c

a2

b

a2

b
x

a

b
x0

⋅
⋅⋅−−







⋅
+=+







⋅
−







⋅
+⋅+=

1. Fall:

a

c
x

a

b
   xd.h. ,   bca4 22 +⋅+>⋅⋅  hat keine reellen Nullstellen

u ∫∫ ++
=

+⋅+
dxdx

22
2 )x(

1

a

c
x

a

b
x

1

βα
 mit 

2

2
2

a4

bca4
,

a2

b

⋅
−⋅⋅=

⋅
= βα

        yarctan
1

y1

11

x
1

11
2222

⋅=⋅
+

⋅=






 ++

⋅= ∫∫ +
= β

β
β

β
αβ

β
α

dydx
x

y

u 
222

bca4

bxa2
arctan

bca4

2

cxbxa

1

−⋅⋅

+⋅⋅⋅
−⋅⋅

=
+⋅+⋅∫ dx , wenn 0bca4 2 >−⋅⋅ .

2. Fall:

2bca4 =⋅⋅ u 
a

c
x

a

b
x 2 +⋅+  hat doppelte Nullstelle

u ∫∫







⋅
+

⋅=
+⋅+⋅

dxdx
2

2
2

a2

b
x

1

a

1

cxbxa

1

bxa2

2

a2

b
x

1

a

1

+⋅⋅
−=

⋅
+

⋅−=
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3.Fall:

cxbxa 2 +⋅+⋅  habe zwei verschiedene reelle Nullstellen ( ca4b2 ⋅⋅> )

cxbxa 2 +⋅+⋅ 





+

⋅
−

⋅
+⋅+⋅=





 +⋅+⋅=

a

c

a4

b

a4

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xa

2

2

2

2
22

          ( )22

2

22

)x(a
a4

ca4b

a2

b
aa γα −+⋅=











⋅
⋅⋅−−







⋅
+⋅

  mit 
2

2

a4

a4b
;

a2

b

⋅

⋅−=
⋅

= γα

= 














 +−⋅⋅−=









−




 +⋅⋅
2

2

2

2 x
1a1

x
a

γ
αγ

γ
αγ

u ∫∫





 +−

⋅
⋅

−=
+⋅+⋅

dx
dx

222
x

1

1

a

1

cxbxa

γ
αγ

Setze 
y1

y1
ln

a2

1

y1

1

a

1

cxbxa
:

x
y

222 −
+

⋅
⋅⋅

−=
−

⋅
⋅

−=
+⋅+⋅

⇒+= ∫∫ γγγ
α

dy
dx

ZUSAMMENFASSUNG:


















>⋅⋅−
+⋅⋅+⋅⋅−

−⋅⋅−⋅⋅−⋅
⋅⋅−

=−⋅⋅
+⋅⋅

−

>−⋅⋅
−⋅⋅

⋅⋅






⋅
+

⋅
−⋅⋅

=
+⋅+⋅∫

NS)reelle(zwei0ca4b;
bxa2ca4b

bxa2ca4b
ln

ca4b

1

NS)reelle(doppelte0bca4;
bxa2

2

NS)reelle(keine0bca4;
bca4

a4
a2

b
x

arctan
bca4

2

cxbxa

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

dx
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5) Integration rationaler Funktionen 
q(x)

p(x)
f(x) = ; p,q Polynome.

Schritt 1:

Wenn grad p m grad q, dann Polynomdivision u 
q(x)

r(x)
u(x)f(x) += , wobei grad r < grad q

und u ein Polynom ist.

Schritt 2:

n
n10

m
m10

xbxbb

xaxaa

q(x)

r(x)

⋅++⋅+
⋅++⋅+

=
K

K

 mit amg0, bng0, n>m

         =
(x)*qb

xaxaa

n

m
m10

⋅
⋅++⋅+ K

 mit n

n

1

n

0 xx
b

b

b

b
(x)*q ++⋅+= K

Bestimme Nullstellen von q*(x) als Produkt von Polynomen (x-¹)r und (x2+º$x+»)s, wobei
r,s c N, ¹,º,» c R und x2+º$x+» keine reellen Nullstellen mehr hat (4$»-º2>0)

Schritt 3:

q(x)

r(x)
 sei in der Form von Schritt 2 dargestellt, jedem Faktor (x-¹)r ordne man zu:

r
r

)x(

A

)x(

A

x

A
2

21

ααα −
++

−
+

−
K

Jedem Faktor (x2+º$x+»)s ordne man zu:

s)xx(

CxB

)xx(

CxB

xx

CxB
2

ss
22

22
2

11

γβγβγβ +⋅+
+⋅

++
+⋅+

+⋅
+

+⋅+
+⋅

K

wobei die Koeffizienten A1, ..., Ar, B1, ..., Bs, C1, ..., Cs zu bestimmen sind.
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Beispiel:

∫ ⋅−⋅+⋅
−+

dx
245

45

x4x2x2

1xx

Schritt 1: Polynomdivision

1x2

_______________

)x2x(x

x4x2x2

1x2

2

1
)x4x2x(2:1)x(x

2

245

245

2
24545

−⋅

⋅−+−
⋅−⋅+⋅

−⋅+=⋅−⋅+⋅−+

Schritt 2:

2)x2(x1)(xx
2

1
x

2)x(xx
2

1
x

)x2x(x2

1x2

x4x2x2

1x2

q(x)

r(x)
22

2

232

2

245

2

245

2

+⋅+⋅−⋅

−
=

−+⋅

−
=

⋅−+⋅
−⋅=

⋅−⋅+⋅
−⋅=

wobei x2+2x+2 = (x+1)2 +1 keine reellen Nullstellen hat

Schritt 3:

2x2x

DxC

1x

B

x

A

x

A

2)x2(x1)(xx
2

1
x

2
111

2
21

22

2

+⋅+
+⋅

+
−

++=
+⋅+⋅−⋅

−

w

1)(xx)Dx(C2)x2(xxB

2)x2(x1)(xA2)x2(x1)(xxA
2

1
x

2
11

22
1

2
2

2
1

2

−⋅⋅+⋅++⋅+⋅⋅+

+⋅+⋅−⋅++⋅+⋅−⋅⋅=−

w

)x(xD)x(xC

)x2x2(xB2)x(xAx)2x(xA
2

1
x

23
1

34
1

234
1

23
2

34
1

2

−⋅+−⋅+

⋅+⋅+⋅+−+⋅+⋅−+⋅=−
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w

21112
2

11121
3

111
42

A2)A2(x)DB2(Ax

)DCB2A(Ax)CB(Ax
2

1
x

⋅−⋅−⋅+−⋅+⋅+

+−⋅++⋅+++⋅=−

u

2

1

112

11121

111

A2
2

1

A20

DB2A1

DCB2AA0

CBA0

⋅−=−

⋅−=
−⋅+=

+−⋅++=
++=

Löse lineares Gleichungssystem !!!

u 
20

11
D/

10

1
C/

10

1
B/

4

1
A/0A 11121 −=−====

2x2x
20

11
x

10

1

1)(x10

1

x4

1

2

1

x4x2x2

1xx
22245

45

+⋅+

+
−

−⋅
+

⋅
+=

⋅−⋅+⋅
−+

2)x2(x20

11x2

1)(x10

1

x4

1

2

1
22 +⋅+⋅

+⋅−
−⋅

+
⋅

+=

2x2x

1

20

9

2x2x

2x2

20

1

1)(x10

1

x4

1

2

1
222 +⋅+

⋅−
+⋅+

+⋅⋅−
−⋅

+
⋅

+=

u

444 3444 21

4 Bsp. von Fall 1.
 NS reelle keine

2

2

245

45

2x2x

1

20

9
2x2xln

20

1
1xln

10

1

x4

1
x

2

1

x4x2x2

1xx

⇒

∫∫ +⋅+
⋅−+⋅+⋅−−⋅+

⋅
−⋅=

⋅−⋅+⋅
−+

dxdx

6) (1) ∫ 





+⋅ dxn

1

b)x(ax,R a,b c R, ag0, m c N, R rationale Funktion

Substitution: n

1

b)x(ag(x)y +⋅==

u ∫∫ 





+⋅=⋅−⋅ − dxdy n

1
1n

n

b)x(ax,Ryy),
a

by
R(

a

n

(2) ∫ dx)R(eax ag0

Substitution: axeg(x)y ==

u ( )∫∫ =⋅⋅ dxdy  eR
y

1
R(y)

a

1 ax
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(3) 
2

t
tang(t)ysint)R(cost, ==∫ dt

u 
( ) 





+

=
+

=
+

⋅
=

+
−

=
2222

2

y1

2

g(t)1

2
(t)g’

y1

y2
sin t

y1

y1
 tcos

liefert: ∫ +
⋅





+

⋅
+
−

dy
222

2

y1

2

y1

y2
,

y1

y1
R

(4) ∫ +⋅⋅+⋅ dx)cxb2xaR(x, 2
a,b,c c R    ,   b2

g4$a$c

quadratische Ergänzung liefert folgende Typen

(4a) ∫ + dt)1tR(t, 2 Substitution usinh=t  liefert )ucosh(ucosh1t 2 dudt ==+

(4b) )1t()1tR(t, 2 ≥−∫ dt Substitution ucosht ±=  liefert usinh1t 2 =−
       )usinh( dudt ±=

(4c) )1t()t1R(t, 2 ≤−∫ dt Substitution ucos±=t  liefert usint1 2 =− ,

   )usin( dudt m=

=XU� 8QWHUVXFKXQJ� XQG� QXPHULVFKHQ� %HUHFKQXQJ� QLFKW�HOHPHQWDUHU� 6WDPPIXQNWLRQHQ� VWHKHQ� RIW� 5HLKHQGDU�
VWHOOXQJHQ� ]XU� 9HUI�JXQJ�� GLH� DXV� 5HLKHQGDUVWHOOXQJHQ� GHU� ,QWHJUDQGHQ� JHZRQQHQ� ZHUGHQ� N|QQHQ�� 'LH� ]XU
+HUOHLWXQJ�HUIRUGHUOLFKH�JOLHGZHLVH�,QWHJUDWLRQ�HLQHU�5HLKH�UHFKWIHUWLJW�PDQ�LQ�YLHOHQ�)lOOHQ�PLW�+LOIH�YRQ�

(1.30) Satz: Für n c N sei fn: [a,b]tR eine Regelfunktion mit

∞<∑
∞

=
∞

1
nf

n

. Dann ist f:= ∑
=∞→

m

k
n

1
kflim  eine Regelfunktion auf [a,b], und es gilt:

∑∫∫
∞

=
=

1

b

a

k (x)ff(x)
k

b

a

dxdx

Beweis:

∞<≤= ∑
∞

=
∞

∈ 1
knn

],[
ff(x)fsup

kbax
.

Sei e>0, dann existiert N=N(e) mit 
2

f
1

k

ε<∑
∞

+= Nk

u ¤ pmN:
2

ffff
1

k
1

k
1

k

ε<≤=− ∑∑∑
∞

+=
∞

∞

∞

+=∞= pkpk

p

k

Da ∑
=

N

k 1
kf  eine Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion T: [a,b]tR mit

2
Tf

1
k

ε<−
∞=

∑
N

k
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u ε<−+−≤−
∞=∞=

∞ ∑∑
N

k

N

k 1
k

1
k TfffTf

u f ist Regelfunktion und ∫
b

a

dxf(x)  existiert.

Für pmN gilt ∫ ∑∫∑∫∑∫∫ 





−=−=−

===

b

a

p

k

b

a

p

k

b

a

p

k

b

a

b

a

dxdxdxdxdx
1

k
1

k
1

k (x)ff(x)(x)ff(x)(x)ff(x)

    a)(b
2

ff(x)ff(x)
1

k
1

k −⋅<−≤−≤ ∫ ∑∫ ∑ ∞
==

εb

a

p

k

b

a

p

k

dxdx

u Behauptung q.e.d.

Beispiel:

Potenzreihen:∑
∞

=
−⋅

0

n
0n )x(xa

n

Konvergenzradius R>0: x c R mit xx-x0x< R, d.h. [x0-x,x0+x]:

∑ ∑∫∫ ∑
∞

=

∞

=

+++ ∞

= +
⋅=−⋅=−⋅

0 0

1n

n
n

0n
0

n
0n 1n

x
a)x(ta)x(ta

0

0

0

0
n n

xx

x

xx

x n

dtdt
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§ 4 Uneigentliche Integrale

Bisher: Integration von Regelfunktionen über einem kompakten Intervall [a,b]. Man möchte
nun auch – falls möglich – Regelfunktionen über nicht kompakte Intervalle, z.B. [a,b), a<b[¢

integrieren.

Das bisherige Verfahren kann nicht direkt angewandt werden, da der Approximationssatz
(1.10) nur für kompakte Intervalle [a,b] gültig ist.

Das neue Verfahren besteht in der Kombination aus Ausschöpfung des nicht kompakten
Intervalls durch Kompakta und aus Integration über diese Kompakta.

(1.31) Definition: Sei Ì R ein Intervall mit Randpunkten a und b, wobei -¢[a<b[¢. Eine
Regelfunktion f: ItR heißt
1) uneigentlich integrierbar über [a,b), a c R, wenn der Grenzwert

∫∫ −→
=

β

β
a

b

b

a

dxdx f(x)lim:f(x)  existiert.

2) uneigentlich integrierbar über (a,b], b c R, falls der Grenzwert

∫∫ +→
=

b

a

b

a

dxdx
α

α
f(x)lim:f(x)  existiert.

3) uneigentlich integriebar über (a,b), wenn c c (a,b) existiert, so daß f über (a,c]
und [c,b] uneigentlich integrierbar ist. Man setzt dann

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxdxdx f(x)f(x):f(x) .

4) uneigentlich absolut-integrierbar, wenn xfx über I uneigentlich integrierbar ist.

Ist f uneigentlich integrierbar (bzw. uneigentlich absolut integrierbar), so heißt das

uneigentliche Integral ∫
b

a

dxf(x)  konvergent (bzw. absolut konvergent).

Bemerkung:

Ist I=[a,b] kompaktes Intervall und f: [a,b]tR Regelfunktion, dann stimmt das in (1.15)
eingeführte Integral über [a,b] mit den uneigentlichen Integralen über [a,b), (a,b], (a,b)
überein.
Denn wegen der Stetigkeit der Stammfunktion von f auf [a,b] (1.22) gilt:

∫∫∫ +− →→
==

b

a
a

b

b

a

dxdxdx
α

α

β

β
f(x)limf(x)limf(x) .
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Beispiele:

1)






≤∞

>
−=∫

∞

1p,

1p,
1p

1

x

1

1
p

dx , da für º>1   






=

≠−⋅
−=

−

∫
1pln

1p)1(
1p

1

x

1 1

1
p

β

ββ p

dx

2)






≥∞

<
−=∫

1p

1p
p1

1

x

11

0
p

dx , da für 0<¹<1   






=−

≠−⋅
−=

−

∫
1pln

1p)1(
p1

1

x

1 11

p

α

α

α

p

dx

(Folglich: ∞=∫
∞

0
px

1
dx )

3) ∫
∞

0

xcos dx  konvergiert nicht, da β
β

sinxcos
0

=∫ dx  und 1n1)(
2

)1n2(sin +−=




 ⋅+⋅ π

4) π=
+∫

∞

∞−

dx
2x1

1
, denn 

2
arctan

x1

1

0
2

πβ
β

→=
+∫ dx  für ∞→β  und

2
arctan

x1

10

2

πα
α

→−=
+∫ dx  für −∞→α

5)
k

1
e

0

kx =∫
∞

− dx  für k>0, denn ( )
k

1
e1

k

1
e k

0

kx

∞→

−− →−⋅=∫
β

β
β

dx

=XP� 1DFKZHLV� GHU� DEVROXWHQ� .RQYHUJHQ]� Ol�W� VLFK� KlXILJ� HLQ� 0DMRUDQWHQNULWHULXP
DQZHQGHQ�� (V�ZLUG� KLHU� ]ZDU� OHGLJOLFK� I�U� GHQ� HUVWHQ� 7\S� XQHLJHQWOLFKHU� ,QWHJUDOH
IRUPXOLHUW��VLQQJHPl��JLOW�HV�DEHU�DXFK�I�U�GLH�EHLGHQ�DQGHUHQ�

(1.32) Satz: (Vergleichskriterium):
Sei f: [a,b)tR eine Regelfunktion. Sei g: [a,b)tR eine Funktion.
1) Ist g uneigentlich integrierbar und gilt xf(t)x[g(t), t c [a,b), dann ist f uneigentlich

absolut-integrierbar (und damit uneigentlich integrierbar) über [a,b) mit

∫∫∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a

dtdtdt g(t)f(t)f(t)

2) Divergiert ∫
b

a

dtg(t)  und gilt 0[g(t)[f(t), t c [a,b), dann divergiert auch ∫
b

a

dtf(t)
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Beweis:

ad 1)

Für x c [a,b) seien F(x):=∫
x

a

dtf(t) , H(x):=∫
x

a

dtf(t)  und G(x):=∫
x

a

dtg(t) . Dann gilt

für x,y c [a,b) xF(x)-F(y)x[xG(x)-G(y)x und ebenso xH(x)-H(y)x[xG(x)-G(y)x.
Da 

−→bβ
lim G(º) existiert, erfüllen F und H bezüglich ºtb- die Cauchy-Konvergenzkriterien.

Also existiert ∫∫ =
−→

b

aa
b

dtdt f(t)f(t)lim
β

β
. Weiterhin gilt nach (1.16)

∫∫∫∫ =≤≤
−−− →→→

b

aa
b

a
b

a
b

dtdtdtdt g(t)g(t)limf(t)limf(t)lim
β

β

β

β

β

β
.

ad 2)

Angenommen ∫
b

a

dtf(t)  konvergiert, dann konvergiert nach 1) wegen 0[g(t)[f(t) auch

∫
b

a

dtg(t) u Widerspruch. q.e.d.

Beispiele:

1) ∫∫∫
∞∞∞

++
=

++⋅+
=

+⋅+ 0
2

0
2

0
2 41)(t

t

14t2t

t

5t2t

t
dtdtdt  divergiert, denn für tm5 gilt

t

1

2

1

3t

1

t

5
2t

1

5t2t

t
2

⋅≥
+

≥
++

=
+⋅+

u ∫∫∫∫
∞∞∞

∞=⋅≥
+⋅+

+
+⋅+

=
+⋅+ 55

2

5

0
2

0
2 t2

1

5t2t

t

5t2t

t

5t2t

t dt
dtdtdt

2) ∫
∞

− ⋅
0

t sinte dt  ist absolut konvergent, da tt esinte −− ≤⋅  und 1e
0

t =∫
∞

− dt   (nach (1.31))

3) ∫
∞

0 x

sin x
dx  konvergiert, da 1

x

sin x
lim

0
=

+→x
 (weil 1)0cos()0(sin’

0x

)0sin(xsin
lim

0
===

−
−

→x
)

ist f(x)=






=

≠

0x  1

0x
x

sin x
 stetig.

u ∫
1

0

f(x) dx  existiert. Nach (1.24) existiert auch ∫
1

0 x

sin x
dx .



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

Sei º>1: ∫∫ −−=
ββ

β
β

1
2

1 t

tcoscos
)1cos(

x

xsin
dtdx .

Wegen 
22 t

1

t

tcos ≤  und ∞<∫
∞

1
2t

1
dt , ist auch ∞<∫

∞

1 x

sin x
dx

4) ∫
∞

0 x

sin x
dx  existiert nicht, denn für x c (k$o,(k+1)$o), k c N 4 {0} ist

π⋅+
≥

)1k(

1

x

1
, daher ist

ππ

π

π

π

π ⋅+
=⋅

⋅+
≥ ∫∫

⋅+

⋅

⋅+

⋅ )1k(

2
xsin

)1k(

1

x

xsin
)1()1( k

k

k

k

dxdx  und daraus folgt

∑∫
=

⋅+

+
⋅≥

k

j

k

dx
0

)1(

0 1j

12

x

sin x

π

π

; die harmonische Reihe divergiert aber.

(Also ist 
x

sin x
 auf [0,¢) uneigentlich integrierbar, aber nicht absolut uneigentlich

integrierbar).

(1.33) Satz: (Grenzwertkriterium):
Seien f,g: [a,b)tR Regelfunktionen mit g(x)>0, x c [a,b).

Falls 
g(x)

f(x)
lim

−→bx
 und ∫−→

β

β
0

g(x)lim dx
b

 existieren, dann existiert auch

∫∫ =
−→

b

aa
b

dxdx f(x)f(x)lim
β

β
.

Beweis:

Sei k:=
g(x)

f(x)
lim

−→bx
, dann existiert ein ¹ c [a,b) mit xf(x)x[(1+xkx)$g(x)

für x c [a,b).

Nach dem Vergleichskriterium (1.32) existieren dann auch ∫
b

dx
α

f(x)  und damit

auch ∫
b

a

dxf(x) . q.e.d.
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Beispiel:

Für ¹>0 ist die Gammafunktion definiert als ®(¹):= ∫
∞

−− ⋅
0

t1 et dtα ; das uneigentliche Integral

ist konvergent und hat die Eigenschaften:

1) ®(¹+1) = ¹$®(¹)
2) ®(1) = 1

3) ®(n+1) = n! für n c N 4 {0}

Beweis:

∫ −− ⋅
1

0

t1 et dtα  ist für ¹m1 ein eigentliches Integral und somit konvergent.

Für 0<¹<1 gilt α
α

−
−− <⋅<

1

1

t

1
et0 t , für t c (0,1), da ∞<∫ −

1

0
1t

1
dtα  für 0<¹<1 gilt

u ∞<⋅∫ −−
1

0

t1 et dtα  für 0<¹<1.

Für ¹ c R gilt

0etlim

e

et
lim 2

t
1

2

t

t1

=⋅=⋅ −−

∞→−

−−

∞→

α
α

tt
 und ∞<∫

∞ −

1

2

t

e dt

Wegen (1.33) folgt die Konvergenz von ∫
∞

−− ⋅
1

t1 et dtα .

Die Eigenschaften 1) – 3) lassen sich nachrechnen. q.e.d.

(LQHQ� =XVDPPHQKDQJ� ]ZLVFKHQ� XQHLJHQWOLFKHQ� ,QWHJUDOHQ� XQG� 5HLKHQ� VWHOOW� GDV
IROJHQGH�.ULWHULXP�KHU�

(1.34) Satz: (Integralkriterium):
Sei f: [1,¢)tR monoton fallend mit f(x)m0 für x c [1,¢). Dann gilt:

1) Die Folge (an)n c N der Abweichungen an:= ∫∑
+

=
−

1

11

f(x)f(k)
nn

k

dx , n c N, konvergiert

mit )1(falim0 n ≤≤
∞→n

2) Die Reihe∑
∞

=1

f(k)
k

 konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral

∫
∞

1

f(x) dx  konvergiert.
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Beweis:

Für x c [k,k+1] gilt f(k) m f(x) m f(k+1), damit f(k) m ∫
+1

 f(x)
k

k

dxm f(k+1). Durch vollständige

Induktion zeigt man, daß die Folge (an)n monoton wächst und daß 0 [ an [ f(1)-f(n+1) gilt
u Behauptung q.e.d.

Beispiele:

1) ∑
∞

=1 k

1

k

   harmonische Reihe

Betrachte 
x

1
f(x) =  u )1nln(

x

1
f(x)

1

1

1

1

+== ∫∫
++ nn

dxdx

Da f monoton fällt, existiert

c)1nln(
k

1
lim:clim

1
n =





 +−= ∑

=∞→∞→

n

k
nn

Eulersche Konstante

2) ∑
∞

=1 k

1

k
α  ist für ¹>1 konvergent.
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§ 5 Riemannsche Summen, Riemannsche Integrale

,Q� GHQ� YRUOLHJHQGHQ�$EVFKQLWWHQ� ZXUGH� QLFKW�PLW� GHP� 5LHPDQQVFKHQ� ,QWHJUDO� EHJRQQHQ�� ZLH� YLHOIDFK� �EOLFK�
VRQGHUQ� GDV� ,QWHJUDO� YRQ� 7UHSSHQ�� XQG� 5HJHOIXQNWLRQHQ� HLQJHI�KUW�� 0DQ� VSULFKW� EHL� GLHVHP� ,QWHJUDOEHJULII
JHOHJHQWOLFK�DXFK�YRP�&DXFK\VFKHQ� ,QWHJUDO��'D�VR�JXW�ZLH�DOOH�SUDNWLVFK� YRUNRPPHQGHQ� )XQNWLRQHQ�5HJHO�

IXQNWLRQHQ�VLQG��YJO��'HILQLWLRQ���������EHGHXWHW�GLHV�NDXP�HLQHQ�9HUOXVW�DQ�$OOJHPHLQKHLW���7DWVlFKOLFK�VLQG�GLH
)XQNWLRQHQ��GLH�]ZDU�5LHPDQQ�LQWHJULHUEDU�VLQG�DEHU�NHLQH�5HJHOIXQNWLRQHQ��DOV�$XVQDKPHQ�]X�EHWUDFKWHQ��6R

LVW�I��>����@tR�PLW�I�[�� 
x

1
sin �I�U�[g��XQG�I��� ��HLQH�VROFKH�)XQNWLRQ�

'LH�(LQI�KUXQJ�GHV� ,QWHJUDOV��EHU�7UHSSHQ��XQG�5HJHOIXQNWLRQHQ�HUVFKHLQW�HWZDV�GXUFKVLFKWLJHU�DOV��EHU� GDV
5LHPDQQVFKH�,QWHJUDO��GD�PDQ�GLH�PHLVWHQ�,QWHJUDOHLJHQVFKDIWHQ�EHL�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�XQPLWWHOEDU�HLQVLHKW�XQG
VLH�GDQQ� I�U�5HJHOIXQNWLRQHQ�GXUFK�*UHQ]�EHUJDQJ� OHLFKW� JHZLQQW�� 'LH� (LQI�KUXQJ� GHV�&DXFK\VFKHQ� ,QWHJUDOV
KDW�DXFK�HLQHQ�JHZLVVHQ�0RGHOOFKDUDNWHU�I�U�HLQ�KlXILJHV�9RUJHKHQ�LQ�GHU�PRGHUQHQ�$QDO\VLV��,QVEHVRQGHUH�LQ
GHU�)XQNWLRQDODQDO\VLV� YHUIlKUW�PDQ�DXFK�YLHOIDFK�VR��GD��PDQ�HLQHQ�%HJULII� ]XQlFKVW� I�U�HLQH�NOHLQHUH��EHU�
VFKDXEDUH�0HQJH�YRQ�)XQNWLRQHQ�HUNOlUW�XQG� LKQ�GDQQ� LQ�JHHLJQHWHU�:HLVH�� HWZD� GXUFK�*UHQ]�EHUJDQJ�� DXI
HLQH� XPIDVVHQGHUH� )XQNWLRQHQPHQJH� �EHUWUlJW�� ,Q� GHU� )XQNWLRQDODQDO\VLV�� GHU� 'LVWULEXWLRQHQWKHRULH�� GHU
0D�WKHRULH�XQG�GHU�:DKUVFKHLQOLFKNHLWVOHKUH�VW�W]W�PDQ�VLFK�DXI�GDV�/HEHVJXHVFKH�,QWHJUDO��GDV�I�U�HLQH�QRFK
ZHLWHUH�)XQNWLRQHQNODVVH�DOV�GDV�5LHPDQQVFKH�,QWHJUDO�HUNOlUW�LVW�
,Q�GLHVHP�$EVFKQLWW�VROO�QXQ�GHU�=XVDPPHQKDQJ�]ZLVFKHQ�GHP�,QWHJUDO�HLQHU�5HJHOIXQNWLRQ� I�� >D�E@tR�XQG
GHQ�5LHPDQQVFKHQ�6XPPHQ�QlKHU�XQWHUVXFKW�ZHUGHQ�� ,QVEHVRQGHUH�ZLUG�HLQH� QRWZHQGLJH� XQG� KLQUHLFKHQGH
%HGLQJXQJ�GDI�U�KHUJHOHLWHW��ZDQQ�I�U�HLQH�)XQNWLRQ�I��>D�E@tR�MHGH�)ROJH�YRQ�5LHPDQQVFKHQ�6XPPHQ�YRQ�I
JHJHQ�HLQ�XQG�GHQVHOEHQ�*UHQ]ZHUW�NRQYHUJLHUW��/HEHVJXHVFKHV�,QWHJUDELOLWlWVNULWHULXP��

(1.35) Definition: Sei f: [a,b]tR eine Funktion. Sei Z={x0, x1, ..., xn} eine Zerlegung
von [a,b]. Sei B={n1, n2, ..., nn} mit nj c [xj-1,xj], j c {1, ..., n}, eine Besetzung zur
Zerlegung Z. Dann heißt

1) R(Z,B,f):=∑
=

−−⋅
n

j
j

1
1jj )x(x)(f ξ  eine Riemannsche Summe von f bezüglich der

Zerlegung Z und der Besetzung B.

2) Ist f beschränkt auf [a,b], dann heißen U(Z,f):=∑
=

−−⋅
n

j 1
1jjj )x(xm  mit

mj=inf{f(x): x c [xj-1,xj]}, j c {1, ..., n}, Untersumme von f bezüglich Z und

O(Z,f):= ∑
=

−−⋅
n

j 1
1jjj )x(xM  mit Mj=sup{f(x): x c [xj-1,xj]}, j c {1, ..., n},

Obersumme von f bezüglich Z.
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%HL�9HUIHLQHUXQJHQ�QHKPHQ�8QWHUVXPPHQ�]X�XQG�2EHUVXPPHQ�DE��ZLH�GDV�IROJHQGH
/HPPD�]HLJW�

(1.36) Lemma: Sei f: [a,b]tR beschränkt. Seien Z, Z1, Z2 Zerlegungen von [a,b], sei Z‘ eine
Verfeinerung von Z. Dann gilt:
1) U(Z,f) [ U(Z‘,f) [ R(Z‘,B‘,f) für jede Besetzung B‘ zu Z‘
2) R(Z‘,B‘,f) [ O(Z‘,f) [ O(Z,f) für jede Besetzung B‘ zu Z‘
3) O(Z‘,f)-U(Z‘,f) [ O(Z,f)-U(Z,f)
4) U(Z1,f) [ U(Z0,f) [ R(Z0,B0,f) [ O(Z0,f) [ O(Z2,f), wobei Z0=Z1 4 Z2 und B0 eine

beliebige Besetzung von Z0 ist

(1.37) Definition: Sei Z={x0, x1, ..., xm} eine Zerlegung von [a,b].
l(Z):=max{xj-xj-1: j c 1, ..., m} heißt Feinheit der Zerlegung.
Eine Folge (Zk)k c N von Zerlegungen Zk von [a,b] heißt eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge, wenn 0)(Zlim k =

∞→
µ

k
.

Die enge Beziehung zwischen Untersummen, Obersummen und Riemannschen Summen
erläutert

(1.38) Satz: Für eine Funktion f: [a,b]tR sind folgende Aussagen äquivalent:
1) Zu jedem e>0 existiert ein ¼>0, so daß für alle Zerlegungen Z1, Z2 von [a,b] mit

l(Z1)<¼ und l(Z2)<¼ sowie für jede Besetzung B1 zu Z1 und B2 zu Z2 gilt:
xR(Z1,B1,f)-R(Z2,B2,f)x< e

2) Für jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Zk)k c N von [a,b] und für jede Besetzung
Bk zu Zk gilt 

∞→k
lim R(Zk,Bk,f)=: IR(f)< ¢

3) f ist beschränkt und zu jedem e>0 existiert eine Zerlegung Z von [a,b] mit
O(Z,f)-U(Z,f)< e

Beweis:

1) u 2)
Sei e>0, dann existiert ein ¼>0 mit den Eigenschaften von 1). Sei (Zk)k c N eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge, dann existiert ein n=n(¼) mit l(Zk)<¼ für alle kmn(¼)
u für n,m m n(¼): xR(Zn,Bn,f)-R(Zm,Bm,f)x< e

u (R(Zk,Bk,f))k ist eine Cauchyfolge in R, die in R konvergiert.
Sei (Zk‘) k c N eine weitere ausgezeichnete Zerlegungsfolge mit den Besetzungen Bk‘ zu Zk‘.

Dann gilt für die „gemischte Folge“ kZ
~

(Z1, Z1‘, Z2, Z2‘, Z3, Z3‘, ...) und die Besetzungsfolge

kB
~

(B1, B1‘, B2, B2‘, ...) 0)Z
~

(lim k =
∞→

µ
k

, damit konvergiert auch (R( kk B
~

,Z
~

,f))k c N in R, und

die Teilfolgen (R(Zk,Bk,f))k c N und (R(Zk‘,Bk‘,f) )k c N konvergieren  gegen denselben Grenz-
wert Ik(f).

2) u 3)
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Angenommen, f ist nicht beschränkt auf [a,b], dann sei o.B.d.A. ∞=
∈

f(x)sup
],[ bax

. Da [a,b]

kompakt ist (=beschränkt + abgeschlossen), existiert n c [a,b], so daß für jede e-Umgebung U
e

von n  auch ∞=
∩∈

f(x)sup
],[ baUx

. Wir nehmen an, daß n c (a,b).

Sei  Z={x0, x1, ..., xn} eine Zerlegung von [a,b] mit n v Z, dann liegt n etwa in (xk-1,xk);

Für j c {1, .., n}, jgk, wähle nj c [xj-1,xj] beliebig. Sei R=∑
≠
=

−−⋅
n

j
j

kj
1

1jj )x(x)(f ξ .

Da n c (xk-1,xk) und da ∞=
−∈

f(x)sup
),( 1 kk xxx

, kann man zu jedem M>0 ein nk,M c (xk-1,xk) finden.

f(nk,M)>
1kk xx

RM

−−
−

 u )x(x)(f)x(x)(f)x(x)(f 1kk,
1

1jj
1

1jj −
=

−
=

− −⋅+−⋅=−⋅ ∑∑
≠

Mj

n

j
j

n

j
j

kj

ξξξ

> M)x(x
xx

RM
R 1kk

1kk

=−⋅
−
−+ −

−

Also läßt sich eine Folge (R(Zk,Bk,f))k c N von Riemannschen Summen konstruieren mit
0)Z(lim k =

∞→
µ

k
 und 

∞→k
lim R(Zk,Bk,f)= ¢

u f ist beschränkt auf [a,b] und es existieren Ober- und Untersumme von f bezüglich jeder
Zerlegung Z von [a,b]. Ähnlich läßt es sich argumentieren, wenn n Randpunkt von [a,b] ist.
Sei (Zk)k c N eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge. Sei e>0, dann existiert k

e
 mit

IR(f)-
3

ε
< R( ,B,Z

εε nn f) < IR(f)+
3

ε
, wobei 

εnB  eine beliebige Besetzung von 
εnZ  ist.

u IR(f)-
3

ε
[ U(

εnZ ,f) [ O(
εnZ ,f) [ IR(f)+

3

ε

u O(
εnZ ,f)-U(

εnZ ,f) < e.

3) u 1)

Sei e>0, dann existiert eine Zerlegung Z0 von [a,b] mit O(Z0,f)-U(Z0,f)<
5

ε
.

Da f beschränkt auf [a,b], ist D:= 0f(x)inff(x)sup
],[],[

>−
∈∈ baxbax

(für konstante Funktionen folgt 1) unmittelbar)

Sei ¼:= ε⋅
⋅⋅ mD5

1
, wobei m die Anzahl der Teilintervalle von Z0 ist.

Sei Z1={x0
(1), ..., xr

(1)) eine Zerlegung von [a,b] mit l(Z1)<¼, B1 eine beliebige Besetzung zu
Z1. Z1,0:=Z14Z0 ist eine Verfeinerung von Z1, die aus Z1 durch Hinzunahme von höchstens m
Teilintervallen entsteht. Sei B1,0 eine beliebige Besetzung zu Z1,0, dann gilt:

( ) ( ) ≤−
−−

f,B,ZRf,B,ZR 1,0]x,[x1,01]x,[x1 (1)
k

(1)
1k

(1)
k

(1)
1k

 D$(xk
(1)-xk-1

(1)) [ D$l(Z1)

u xR(Z1,B1,f)-R(Z1,0,B1,0,f)x[ m$D$l(Z1), ebenso gilt für die Zerlegung Z2 von [a,b] mit
l(Z2)<¼
xR(Z2,B2,f)-R(Z2,0,B2,0,f)x[ m$D$l(Z2), wobei B2, B2,0 beliebige Besetzungen von
Z2, Z2,0:=Z24Z0

u xR(Z1,B1,f)-R(Z2,B2,f)x[x R(Z1,B1,f)-R(Z1,0,B1,0,f)x+xR(Z1,0,B1,0,f)-R(Z0,B0,f)x
         +xR(Z0,B0,f)-R(Z2,0,B2,0,f)x+xR(Z2,0,B2,0,f)-R(Z2,B2,f)x
        [ m$D$l(Z1) +xR(Z1,0,B1,0,f)-R(Z0,B0,f)x
         +xR(Z0,B0,f)-R(Z2,0,B2,0,f)x+m$D$l(Z2);
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da B2,0, B1,0 und B0 beliebig sind, gilt
xR(Z1,B1,f)-R(Z2,B2,f)x[ m$D$l(Z1)+O(Z1,0,f)-U(Z0,f)+O(Z0,f)-U(Z2,0,f)+m$D$l(Z2)

   [ m$D$l(Z1)+O(Z0,f)-U(Z0,f)+O(Z0,f)-U(Z0,f)+m$D$l(Z2)
   [ m$D$¼+2$(O(Z0,f)-u(Z0,f))+m$D$¼

   [ εεεε <
⋅⋅

⋅⋅+⋅+
⋅⋅

⋅⋅
mD5

Dm
5

2
mD5

Dm q.e.d.

,Q� GHU� /LWHUDWXU� ZLUG� GLHVHV� .ULWHULXP� DOV� GDV� 5LHPDQQVFKH� ,QWHJUDELOLWlWVNULWHULXP� I�U� GLH� 5LHPDQQ�
,QWHJULHUEDUNHLW�YRQ�)XQNWLRQHQ�I��>D�E@tR�EH]HLFKQHW�

(1.39) Definition: Eine Funktion f: [a,b]tR heißt Riemann-integrierbar über [a,b], wenn
für jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Zn)n c N und jede Besetzung Bk zu Zk, k c N,

∞→n
lim R(Zn,Bn,f)=:IR(f) < ¢.

Die Zahl IR(f) heißt das Riemann-Integral von f über [a,b].

:LU�ZHUGHQ�]HLJHQ��GD��MHGH�5HJHOIXQNWLRQ�I�DXI�>D�E@�DXFK�5LHPDQQ�LQWHJULHUEDU�LVW
XQG�GD��GDV�5LHPDQQ�,QWHJUDO�YRQ�I��EHU�>D�E@�PLW�GHP�,QWHJUDO�GHU�5HJHOIXQNWLRQ�I
�EHU� >D�E@� �EHUHLQVWLPPW�� 'HQQRFK� JLEW� HV� 5LHPDQQ�LQWHJULHUEDUH� )XQNWLRQHQ� �EHU
HLQHP�,QWHUYDOO�>D�E@��GLH�NHLQH�5HJHOIXQNWLRQHQ�VLQG�ZLH�GLH�)XQNWLRQ
LP� %HLVSLHO� XQWHQ� ]HLJW�� :DV� GLH� ([LVWHQ]� HLQHU� 6WDPPIXQNWLRQ� XQG� GLH� ([LVWHQ]� HLQHV� 5LHPDQQ�,QWHJUDOV
DQJHKHQ��VR�VHL�KLHU�EHWRQW��GD��([LVWHQ]�HLQHU�6WDPPIXQNWLRQ�XQG�([LVWHQ]�GHV�5LHPDQQ�,QWHJUDOV�EHJULIIOLFK
]ZHL�Y|OOLJ�YHUVFKLHGHQH�'LQJH�VLQG�XQG�GHVKDOE�VRUJIlOWLJ�DXVHLQDQGHUJHKDOWHQ�ZHUGHQ�P�VVHQ��6R�EUDXFKW�GLH
$EOHLWXQJ� HLQHU� )XQNWLRQ� QLFKW� 5LHPDQQ�LQWHJULHUEDU� VHLQ�� REZRKO� GLHVH� $EOHLWXQJVIXQNWLRQ� �WULYLDOHUZHLVH�� HLQH
6WDPPIXQNWLRQ�EHVLW]W�

Beispiel:

f:[-1,1]tR f(x):=






=

≠

0x0

0x
x

1
sin  ist Riemann-integrierbar, aber keine Regelfunktion.

(1.40) Satz: Sei f: [a,b]tR eine Regelfunktion. Zu jedem e>0 existiert ein ¼>0 mit

xR(Z,B,f)- ∫
b

a

dxf(x) x< e für jede Zerlegung Z von [a,b] mit l(Z)<¼ und jede

Besetzung B zu Z.

Beweis:
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1) Ist f konstant, so ist die Aussage unmittelbar klar.
2) Sei f eine Treppenfunktion auf [a,b] mit genau einer Sprungstelle x1. Sei e>0, sei

∞
⋅

=
f4

:
εδ . Sei Z eine Zerlegung von [a,b] mit l(Z)<¼, sei B eine Besetzung zu Z, dann

gilt:

∫−
b

a

dxf(x)f)B,R(Z, [ ∫−
1

1
f(x)f)B,,R(Z ]x[a,

x

a

dx  + ∫−
b

x

dx
1

1
f(x)f)B,,ZR(

b],[x

        [ 2$yfy
¢
$l(Z) + 2$yfy

¢
$l(Z) < e.

3) Die Behauptung sei richtig für jede Treppenfunktion mit höchstens m Sprungstellen. Sei S
eine Treppenfunktion auf [a,b] mit m+1 Sprungstellen, dann existieren eine
Treppenfunktion Sm auf [a,b] mit m Sprungstellen und eine Treppenfunktion S1 auf [a,b]

mit einer Sprungstelle. Sei e>0, wähle ¼m 






mS,
2

ε
 und ¼1 







1S,
2

ε
 derart, daß die

Behauptung mit 
2

ε
 gilt. Nun wähle ¼:=min(¼m,¼1).

Also gilt die Behauptung für alle Treppenfunktionen auf [a,b].
4) Sei f: [a,b]tR eine Regelfunktion. Sei e>0, dann existiert eine Treppenfunktion

T: [a,b]tR mit yf-Ty
¢
<

a)(b3 −⋅
ε

. Ferner existiert ein ¼=¼ 






T,
3

ε
>0, so daß für jede

Zerlegung Z von [a,b] mit l(Z)<¼ und jede Besetzung B zu Z gilt:

(Z={x0, x1, ..., xr}, B={ n1, n2, ..., nr}:
3

T(x))x(x)(T
1

1jj

εξ <−−⋅ ∫∑
=

−

b

a

r

j
j dx )

∫∫

∫∑∑∑

∫∑

−+

−−⋅+−⋅−−⋅≤

−−⋅⇒

=
−

=
−

=
−

=
−

b

a

b

a

b

a

r

j
j

r

j
j

r

j
j

b

a

r

j
j

dxdx

dx

dx

f(x)T(x)

T(x))x(x)(T)x(x)(T)x(x)(f

f(x))x(x)(f

1
1jj

1
1jj

1
1jj

1
1jj

ξξξ

ξ

εεε =+−⋅−⋅=−++−⋅−≤
∞∞

=
−∞ ∫∑

3
fTa)(b2fT

3
)x(xTf

1
1jj

b

a

r

j

dx q.e.d.

(1.41) Korollar: Sei f: [a,b]tR eine Regelfunktion. Sei (Zn)n c N eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge von Zerlegungen Zk von [a,b]. Sei Bk eine beliebige Besetzung zu Zk,

k c N. Dann ist IR(f) = 
∞→k

lim R(Zk,Bk,f) = ∫
b

a

dxf(x) .
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Hölder-Ungleichung:

Cauchy-Schwarz:
2

1

1

2

k

2

1

1

2

k
1

kk yxyx 




⋅





≤⋅ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

= kkk

l2={(xk)k c N: ∞<∑ 2

kx }

y Hölder-Ungleichung:
q

k

qp

k

p

k

p

1

1
k

x

1

1
k

1
kk yxyx 





⋅





≤⋅ ∑∑∑

∞

=

=

∞

=

∞

=
43421

mit ∞<<=+ p1;1
q

1

p

1

lp={(xk)k c N: ∞<∑ p

kx }; 1[p<¢

qb

a

pb

a

b

a

dxdxdx

1

q

1

p
g(x)f(x)g(x)f(x) 





⋅





≤⋅ ∫∫∫

(1.42) Satz: Seien f: [a,b]tR und g: [a,b]tR Regelfunktionen.

Seien p,q c R mit pm1, qm1 und 1
q

1

p

1 =+ . Dann gilt mit yfyp:=
pb

a

dx

1

p
f(x) 





∫

∫ ⋅
b

a

dxg(x)f(x) [ yfyp$ygyq   (Höldersche Ungleichung für Integrale)

'DV� IROJHQGH�.ULWHULXP�YRQ�/HEHVJXH� GULQJW�ZHVHQWOLFK� WLHIHU� LQ� GLH� %H]LHKXQJ� HLQ�� GLH� ]ZLVFKHQ�6WHWLJNHLWV�
HLJHQVFKDIWHQ� HLQHU� )XQNWLRQ� XQG� GHU� 5LHPDQQ�,QWHJULHUEDUNHLW� GHU� )XQNWLRQ� EHVWHKHQ�� 'LH� HQWVFKHLGHQGH
.OlUXQJ� ZLUG� GHU� %HJULII� GHU� 1XOOPHQJH� EULQJHQ�� HLQ� %HJULII�� GHU� JHUDGH� EHL� GHU� (LQI�KUXQJ� GHV� /HEHVJXH�

,QWHJUDOV�HLQH�QRFK�JU|�HUH�%HGHXWXQJ�KDEHQ�ZLUG��YJO��'HILQLWLRQ���������

(1.43) Definition: Eine Menge M`R heißt eine Menge vom Lebesgue-Maß 0
(kurz: Lebesgue-Nullmenge), wenn zu jedem e>0 höchstens abzählbar viele Intervalle
I1, I2, ... existieren mit

1) M`U
∞

=1
jI

j

und

2) ε<∑
∞

=1
jI

j

, wobei xIjx die Intervallänge von Ij bezeichne.

Die Intervalle Ij können offen oder abgeschlossen sein.
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'DV�IROJHQGH�/HPPD�EHVFKUHLEW�HLQH�)�OOH�YRQ�0HQJHQ��GLH�YRP�/HEHVJXH�0D����VLQG�

(1.44) Lemma:
1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge
2) Die Vereinigung von höchstens abzählbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge
3) Jede höchstens abzählbare Teilmenge von R ist eine Nullmenge
4) Eine kompakte Teilmenge K von R ist genau dann eine Nullmenge, wenn zu

jedem e>0 endlich viele Intervalle existieren, die K überdecken und deren Längen-
summe [e ist

Beweis:

ad 2)
Seien Mj, j c N höchstens abzählbar viele Nullmengen, sei außerdem e>0. Zu Mj existieren

höchstens abzählbar viele abgeschlossene Intervalle Ij1, Ij2, ... mit Mj`U
∞

=1
jkI

k

 und 
j

1
jk

2
I

ε<∑
∞

=k

Dann gilt U
∞

=1
jM

j

` UU
∞

=

∞

= 1
jk

1

I 
kj

 und ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

=<
1 1

j
1

jk
2

I
j jk

εε

ad 3)
Sei M:={rj, j c N}`R eine abzählbare Teilmenge. Sei e>0, dann gilt für k c N

rk c (rk– 2k2 +

ε
,rk+ 2k2 +

ε ) und damit M=U
∞

=1k

(rk– 2k2 +

ε
,rk+ 2k2 +

ε ). Ferner gilt für

Ik:= (rk– 2k2 +

ε
,rk+ 2k2 +

ε ) stets xIkx=
1k2 +

ε
, so daß εεεε <=





 −== ∑∑∑

∞

=

∞

=
+

∞

= 2
1

2

1

22
I

0
k

1
1k

1
k

kkk

ad 4)
Sei K̀ R eine kompakte Nullmenge, sei außerdem e>0, dann existieren höchstens abzählbar

viele offene Intervalle I1, I2, ... mit K̀ U
∞

=1
jI

j

 und ε<∑
∞

=1
jI

j

. Da K kompakt ist, reichen nach

dem Überdeckungssatz von Heine-Borel bereits endlich viele der Intervalle Ij zur
Überdeckung aus, und deren Längensumme ist erst recht < e.
In umgekehrter Richtung ist die Aussage trivial. q.e.d.

(1.45) Satz: (Lebesguesches Integrabilitätskriterium)::
Für eine Funktion f: [a,b]tR sind folgende Aussagen äquivalent:
1) f ist beschränkt auf [a,b] und stetig auf [a,b] \ M, wobei M`[a,b] eine Lebesgue-

Nullmenge ist
2) Für jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Zn)n c N von [a,b] und jede Besetzung Bn

zu Zn, n c N, gilt: 
∞→n

lim R(Zn,Bn,f)=IR(f)

3) F ist auf [a,b] Riemann-integrierbar
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Beweis:

1) u 2)
f ist auf [a,b] beschränkt, d.h. xf(x)x[ k für alle x c [a,b]. Für die Menge M der Unstetigkeits-
stellen von f und zu e>0 existieren höchstens abzählbare offene Intervalle I1,I2,... mit

M` U
Nj ∈

jI  und ε<∑
∞

=1
jI

j

u M `U
∞

=1
jI

j

 und ε<∑
∞

=1
jI

j

Sei x0 c [a,b] \ M, dann ist f in x0 stetig und es existiert ein Intervall 
0xJ  mit x0 c 

0xJ  und

ε<−
∩∈

f(y)f(x)sup
0

],[, xJbayx

; 
0xJ  abgeschlossenes Intervall. Das System aller Intervalle 

0xJ ,

x0 c [a,b] \ M und aller I1,I2,... ist eine offene Überdeckung von [a,b]. Nach Heine-Borel
existiert ein endliches System 

s1r21 xxjjj J,...,J,I,...,I,I  von offenen Intervallen, das [a,b]

überdeckt. Dann wird [a,b] auch überdeckt durch 
s1r21 xxjjj J,...,J,I,...,I,I .

Wähle eine so feine Zerlegung Z von [a,b], etwa Z={x0, x1, ..., xp}, daß jedes der Teil-

intervalle [xj-1,xj]in einem der abgeschlossenen Intervalle 
s21r21 xxxjjj J...,J,J,I,...,I,I  liegt.

Dann gilt:
O(Z,f)-U(Z,f)

= ∑∑∑

=
−

=
− ⊆

=
−

⊆

=
−

=
− −⋅−+−⋅−=−⋅−

p

Jxx

l

p

Ixx

l

p

l
s

k
kxll

r

k
kjll UU

1
1

1
1 ],[

1
1llll

],[

1
1llll

1
1llll )x(x)m(M)x(x)m(M)x(x)m(M

[ 2$k$e+e$(b-a) = (2$k+(b-a))$e , wenn Ml=sup{f(x): x c [xl-1,xl]} und ml=inf{f(x): x c [xl-1,xl]}
u Satz (1.38) liefert Behauptung

2) u 1)
f ist beschränkt auf [a,b]. M sei die Menge der Unstetigkeitsstellen von f, sei x c [a,b], sei
Wf(x):= f(t)f(s)suplim

)(],[,0
−

∩∈→ +
xJbats δ

δ
, wobei J¼(x)=(x-¼,x+¼) (Oszillation)

Für m c N gilt M`U
∞

=1
mD

m

, wobei Dm:={x c [a,b]: Wf(x)m
m

1
}.

Wir zeigen: Für m c N ist Dm eine Lebesgue-Nullmenge.
Sei m c N und DmgÃ. Zu e>0 existiert eine Zerlegung Z

e,m von [a,b] mit

O(Z
e,m,f)-U(Z

e,m,f)<
m2 ⋅

ε
.

Sei J die Menge aller Teilintervalle Ik von Z
e,m und Ik 3 Dm g Ã, dann gilt Dm` U

JIk ∈
kI .
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Enthält Ik einen inneren Punkt nk, dann existiert ¼>0 mit I¼(nk)`Ik und

m

1
f(t)f(s)sup

)(,

≥−
∈ kJts ξδ

.

Sei J*̀  J die Menge aller Teilintervalle Ik von Z
e,m deren Inneres mindestens einen Punkt von

Dm enthält.

u ∑∑
∈∈

⋅−≤⋅
*

kkk
*

k I)m(MI
m

1

JIJI kk

[ O(Z
e,m,f)-U(Z

e,m,f)<
m2 ⋅

ε

Zu den Teilpunkten x0, x1, ..., xr der Zerlegung Z
e,m findet man abgeschlossene Intervalle

’I,...,’I,’I r10  mit xj c ’I j  und 
2

’I
1

j

ε<∑
=

r

j

. Dann wird Dm überdeckt von dem endlichen System

J* 4 { ’I,...,’I,’I r10 }, deren Längensumme < εεε =+
22

 ist.

2) w 3) entspricht Definition (1.39) q.e.d.



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

����.XUYHQ�XQG�.XUYHQLQWHJUDOH

:LU� ZROOHQ� QXQ� GHQ� ,QWHJUDOEHJULII� HWZDV� HUZHLWHUQ�� LQGHP� ZLU� GDV
,QWHJUDWLRQVLQWHUYDOO�>D�E@�HUZHLWHUQ�]X�HLQHU�.XUYH�LQ�GHU�(EHQH�E]Z��HLQHU�.XUYH�LP
Rn�� $XI� GLHVH� :HLVH� ZROOHQ� ZLU� SK\VLNDOLVFKH� %HJULIIH� ZLH� $UEHLW� RGHU� 0DVVH
HUOlXWHUQ�� ,P�0LWWHOSXQNW� GHU� 8QWHUVXFKXQJHQ� ZHUGHQ� ]XQlFKVW� GLH� .XUYHQ� LP� Rn

VWHKHQ� XQG� DQVFKOLH�HQG� GLH� ,QWHJUDOH�� GHUHQ� ,QWHJUDWLRQVEHUHLFK� JHUDGH� GLH
JHHLJQHWHQ�.XUYHQ�VLQG�

§ 1 Kurven im 5Q

:LU� YHUZHQGHQ� HLQHQ� .XUYHQEHJULII�� GHU� LQ� GHU� .LQHPDWLN� ZXU]HOW�� (U� LVW� GLH� PDWKHPDWLVFKH� $EVWUDNWLRQ� GHU
%HZHJXQJ� HLQHV� 3XQNWHV� LP� 5DXP�� GLH� GXUFK� GLH� $QJDEH� GHV� 2UWHV� »(t) = (»1(t),»2(t),»3(t))� ]XP
=HLWSXQNW�W�EHVFKULHEHQ�ZLUG�

(2.1) Definition:
1) Eine Kurve im Rn ist eine stetige Abbildung  »: ItRn mit

tx»(t)=(»1(t),..., »n(t)) eines Intervalles I`R. I heißt der Parameterbereich der
Kurve und t der Parameter

2) Ist I=[a,b], so heißt »(a) der Anfangspunkt und »(b) der Endpunkt der Kurve
3) » heißt differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar), wenn jede Koordinaten-

funktion »i, i c {1,...,n} differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar) ist
4) Der Wertebereich »(I) heißt Spur der Kurve
5) Eine stetig differenzierbare Kurve »: ItRn heißt glatt (=regulär) an der

Parameterstelle t0 c I, wenn »‘(t 0)=(»1‘(t), »2‘(t),..., »n‘(t) )g(0,0,...,0)
6) Die Kurve heißt glatt (=regulär) wenn sie in jedem Punkt t0 c I glatt ist

:LU�I�JHQ�GLHVHU�'HILQLWLRQ�QRFK�HLQLJH�HUJlQ]HQGH�%HPHUNXQJHQ�XQG�(UNOlUXQJHQ�EHL��=XQlFKVW�VHL�EHWRQW��GD�
GLH�%H]HLFKQXQJVZHLVH�QLFKW�JDQ]�HLQKHLWOLFK� LVW��%HL�+HXVHU�ZLUG�HLQH�.XUYH�HLQ�:HJ�JHQDQQW�XQG�GLH�6SXU
HLQHU�.XUYH�HLQ�%RJHQ��(LQH�.XUYH� LVW�QLFKW�EOR��HLQH�3XQNWPHQJH��QlPOLFK�GHU�:HUWHEHUHLFK�»(I)��DOVR� GLH
6SXU��]X�LKU�JHK|UW�ZHVHQWOLFK�GHU�GXUFK�GLH�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ�»�YHUPLWWHOWH�³=HLWSODQ§�GHU�'XUFKODXIXQJ�GHU
6SXU��'LH�.XUYH�LVW�VR]XVDJHQ�³RULHQWLHUW§��LQ�GHP�6LQQH��GD��»(t1)�³YRU§�»(t2)�NRPPW��ZHQQ�t1<t2�LVW�

Beispiele:

1)   »: [0,2o]tR2
»(t)=(cos(t),sin(t))

u »(0)=(1,0) und »(2o)=(1,0) Spur von »=S1(0),
im mathematisch positiven Sinn durchlaufen

2) »: [0,2o]tR2
»(t)=(cos(t),-sin(t))

u »(0)=(1,0)=»(2o) Spur von »=S1(0),
im mathematisch negativen Sinn durchlaufen
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3) »: [0,o]tR2
»(t)=(cos(2$t),sin(2$t))

u Spur von »=S1(0) mathematisch positiv durchlaufen, aber „doppelt so schnell“
durchlaufen

4) »: [0,6o]tR2
»(t)=(cos(t),sin(t))

u Spur von »=S1(0), aber dreimal durchlaufen
5) »: [a,b]tRn 

»
-: [a,b]tRn

»
-(t):=»(a+b-t)

u »-(a)=»(b) und »-(b)=»(a)
»

- ist die umgekehrt durchlaufene Kurve zu ».

(2.2) Definition: Seien x c Rn, y c Rn, xgy. Unter der Verbindungsstrecke xy von x nach
y versteht man die Kurve »: [0,1]tRn mit »(t) = x+t$(y-x). Sind die Punkte
x1, x2, ..., xp c Rn gegeben, so heißt die Vereinigung der Verbindungsstrecken

p1p3221 xxxxxx −∪∪∪ K  Polygonzug von x1 nach xp durch x1, x2, ..., xp-1, xp.

Sei Z eine Zerlegung von [a,b] für die stetig differenzierbare Kurve.

»: [a,b]tRn, etwa Z={t0, t1, ..., tr}, dann ist s(Z,»)=∑
=

−−
r

j
jj

1
1 )t()t( γγ  die Länge

des Polygonzuges von »(t0) nach »(tr) über »(t0), »(t2), »(tr).

'HQ� 3RO\JRQ]XJ� EHQXW]HQ� ZLU�� XP� ]X� HLQHU� VLQQYROOHQ� /lQJHQGHILQLWLRQ� I�U� HLQH
VWHWLJH��GLIIHUHQ]LHUEDUH��.XUYH�»��>D�E@tRn�]X�JHODQJHQ��,VW�»��,tRn�HLQH�VWHWLJH
.XUYH��GDQQ�GHILQLHUW�MHGH�=HUOHJXQJ�= ^W��W��������WP`�YRQ�,�GHQ�3RO\JRQ]XJ�»�W���c
Rn�QDFK�»�WP��c�R

n�GXUFK�GLH�3XQNWH�»�W���� ���� �»�WP�����'LH� /lQJH�GLHVHV�3RO\JRQ�

]XJHV�EHWUlJW� V�=�»�� ∑
=

m

j 1
1-jj )(t-)(t γγ �ZREHL�y�y� GLH� HXNOLGLVFKH�1RUP� DXI�Rn�PLW

y[y�� 
2

1

1

2

jx 





∑

=

n

j

�I�U�[� ��[��������[Q��c�R
n�EH]HLFKQH��,VW�=�r=�HLQH�9HUIHLQHUXQJ�YRQ

=��VR�JLOW�V�=����»��r�V�=���»��
,QVEHVRQGHUH�JLOW� I�U�]ZHL�=HUOHJXQJHQ�=��XQG�=��YRQ� >D�E@�VWHWV�V�=��4�=��� ��»��r
PD[^V�=����»����V�=����»�`�

(2.3) Definition: Eine stetige Kurve »: ItRn heißt rektifizierbar (=von endlicher
Länge), wenn die Menge der Längen aller Polygonzüge s(Z,»), Z Zerlegung von I,
beschränkt ist.
Gegebenenfalls heißt s(»)=

Z
sup s(Z,») die Länge von ».

:LU�ZROOHQ�]HLJHQ��GD��GLH�/lQJH�HLQHU�VWHWLJ�GLIIHUHQ]LHUEDUHQ�.XUYH�»��>D�E@tRn�JHUDGH�V�»� ∫
b

a

dt(t)’γ

EHWUlJW��,P�%HZHLV�YHUZHQGHQ�ZLU�GDV�,QWHJUDO�HLQHV�Q�7XSHOV�YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ�

(2.4) Lemma: Sei f=(f1, ..., fn) ein n-Tupel von Regelfunktionen fj: [a,b]tR.
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Sei 





= ∫∫∫∫

b

a

b

a

b

a

b

a

dxdxdxdx (x)f,,(x)f,(x)f:f(x) n21 K . Dann gilt:

∫ ∑∫∫∑ ∫ 





=≤=













==

b

a

n

j

b

a

b

a

n

j

b

a

dxdxdxdx
2

1

1

2

j

2

1

1

2

j (x)ff(x)f(x)(x)f .

Beweis:

Im Fall eines n-Tupels von Treppenfunktionen handelt es sich um eine Abschätzung zwischen
Summen und diese ergibt sich unmittelbar mit der Dreiecksungleichung der Norm. Dabei darf
o.B.d.A. angenommen werden, daß alle Treppenfunktionen dieselben Sprungstellen haben.
Im allgemeinen Fall folgt dann die Behauptung wörtlich wie in Satz (1.14) für n=1.

q.e.d.

(2.5) Satz: Sei »: [a,b]tRn eine Kurve mit dem (kompakten) Parameterintervall [a,b] und
»=(»1, ..., »n), so daß für j c {1,...,n} eine Regelfunktion »j‘: [a,b]tR existiert, die »j

als Stammfunktion besitzt. Dann ist » rektifizierbar, und es gilt

s(»)= ∫ ∑∫ 





=

=

b

a

n

j
j

b

a

dtdt
2

1

1

2
)t(’)t(’ γγ .

Beweis:

Sei Z={t0, t1, ..., tm} eine Zerlegung von [a,b]. Dann gilt für den Polygonzug von »(t0) nach
»(tm) über »(t1), ..., »(tm-1):

s(Z,») = ∫∑ ∫∑ ∫∑ =≤=−
===

−

−−

b

a

m

j

t

t

m

j

t

t

m

j
jj dtdtdt

j

j

j

j

)t(’)t(’)t(’)t()t(
1

)4.2(

11
1

11

γγγγγ

u s(») [ ∫
b

a

dt)t(’γ . Also ist » rektifizierbar.

Sei e>0: Zu »k‘ gibt es eine Treppenfunktion Tk mit x»k‘(t)-T k(t)x
2 <

2

2

a)(bn4 −⋅⋅
ε

für alle t c [a,b]

u y»‘(t)-T(t)y2 =
2

2

1

2

a)(b4
)t()t(’

−⋅
<−∑

=

εγ
n

k
kk T , d.h. y»‘(t)-T(t)y[

a)(b2 −⋅
ε

für T=(T1, ..., Tn).
Wir wählen eine Zerlegung Z={t0, t1, ..., tm} von [a,b] so fein, daß T=(T1, ..., Tn) konstant ist
auf jedem Teilintervall [tj-1,tj], j c {1,...,m}.

Dann gilt: ( )∫∫∫
−−−

−−≥
j

j

j

j

j

j

t

t

t

t

t

t

dtdtdt
111

T(t)(t)’T(t))t(’ γγ .
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Da T in [tj-1,tj] konstant ist, gilt

∫∑∑∑ ∫∫
−−−

=




⋅−=





 −⋅=














=

=
−

=
−

=

j

j

j

j

j

j

t

t

n

k

n

k

n

k

t

t

t

t

dtdtdt
111

T(t)ctt)t(tc(t)TT(t)
2

1

1

2

k1jj

2

1

1

2

1jjk

2

1

1

2

k .

Wegen Lemma (2.4) gilt

)t(t
a)(b2

T(t)(t)’T(t)(t)’ 1jj

11

−−⋅
−⋅

≤−≤− ∫∫
−−

εγγ
j

j

j

j

t

t

t

t

dtdt

u s(Z,») =
2

T(t))t(’
1

1

εγ −≥ ∫∑ ∫
= −

b

a

m

j

t

t

dtdt
j

j

.

Weiter folgt mit yT(t)ymy»©(t)y-yT(t)-»©(t)y

2
)t(’)t(’T(t))t(’T(t)

εγγγ −≥−−≥ ∫∫∫∫
b

a

b

a

b

a

b

a

dtdtdtdt

u s(Z,») m εγ −∫
b

a

dt)t(’

u s(») = ∫
b

a

dt)t(’γ q.e.d.

%HPHUNXQJ��'LH�)ROJHUXQJ�QDFK��������]HLJW��GD��»��>D�E@tRn�HLQH�IDVW��EHUDOO�VWHWLJ�GLIIHUHQ]LHUEDUH�.XUYH�LVW

(2.6) Korollar: Sei f: [a,b]tR eine stetig differenzierbare Funktion. Sei »: [a,b]tR2 mit

»(t)=(t,f(t)) die zugehörige stetig differenzierbare Kurve, deren Spur mit dem
Graphen von f zusammenfällt. Dann gilt für die Länge der Kurve

s(») = ( )∫ +
b

a

dt2(t)’f1 .

Beispiele:

1) Ellipse mit Hauptachsen a und b:
»: [0,2o]tR2

»(t)=(a$cos(t),b$sin(t))
»‘(t)= (-a$sin(t),b$cos(t)), » ist glatt.

Spur-Gleichung: 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=+

2) Hyperbeläste:
»(t)=(!a$cosh(t),b$sinh(t)) , t c R
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Spur-Gleichung: 1
b

y

a

x
2

2

2

2

=− , » ist glatt.

3) Neilsche Parabel:
»: RtR2

»(t)=(t2,t3)
Spur-Gleichung: y2=x3

Wegen »‘(t)=(2$t,3$t2) ist » in t=0 nicht glatt.
4) Zykloide:

»: RtR2
»(t)=(t-sin(t),1-cos(t))

»‘(t)=(1-cos(t),sin(t)), nicht glatt für t=2$k$o

5) Spiralen:
»: RtR2

»(t)=(f(t)$cos(t) , f(t)$sin(t)), wobei f streng monoton ist.

6) Schraubenlinie:
»: RtR3

»(t)=(r$cos(t),r$sin(t),h$t), 2$o$h Ganghöhe
Spur liegt auf einem Zylinder Z={(x,y,z) c R3: x2+y2=r2}    [z ist beliebig!]
Die Kurve ist glatt.

,VW�HLQH�VWHWLJ�GLIIHUHQ]LHUEDUH�.XUYH�LQ�HLQHP�3XQNW�W��c�>D�E@�QLFKW�JODWW��VR�JLOW�I�U�GLH�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ
»�� >D�E@tRn��»©�W���  ���� GLHV� EHGHXWHW�� GD�� LP� )DOOH� Q �� GLH� *HVFKZLQGLJNHLW� GHU� %HZHJXQJ� Wx»�W�� LP
=HLWSXQNW�W��1XOO�LVW��'LH�7DWVDFKH��GD��GLH�.XUYH�LP�3XQNW�»�W���QLFKW�JODWW�LVW��PX��VLFK�QLFKW�DQ�GHU�6SXU�GHU
.XUYH�]HLJHQ��VLH�LVW�DOVR�DEKlQJLJ�YRQ�GHU�JHZlKOWHQ�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ�

(2.7) Definition: Sei »: [a,b]tRn eine differenzierbare Kurve. Dann heißt
1) »‘(t)=(»1‘(t), ..., »n‘(t)) der Tangentialvektor oder auch

Geschwindigkeitsvektor der Kurve » an der Parameterstelle t
2) y»‘(t)y die Geschwindigkeit der Kurve an der Stelle t

3) T(t):=
)t(’

)t(’

γ
γ

 der Tangentialeinheitsvektor an der Stelle t, wenn »‘(t)g0.

'HU�7DQJHQWLDOYHNWRU�LVW�DOVR�]X�HLQHU�3DUDPHWHUVWHOOH��QLFKW�]X�HLQHP�2UW�GHU�.XUYH
GHILQLHUW�

Beispiele:

1) »(t) = (t2-1,t3-t), t c [-2,2] »(1) = (0,0) = »(-1)
»‘(t) = (2$t ,3$t2-1) »‘(1) = (2,2)

»‘(-1) = (-2,2)

2) »: [0,o]tR2 mit »(t)=(cos(t),sin(t)) » 






2

π
= (0,1) »‘ 







2

π
= (-1,0)

γ~ : [-1,1]tR2 mit γ~ = (t, 2t1 − ) γ~ (0) = (0,1)
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’~γ (0) = (1,0) g »‘ 






2

π

'HU�IROJHQGH�6DW]�]HLJW��GD��GLH�6SXU�HLQHU�JODWWHQ�.XUYH�LP�R2�RKQH�YHUWLNDOH�7DQJHQWHQ�ORNDO�DOV�*UDSK�HLQHU
VWHWLJ�GLIIHUHQ]LHUEDUHQ� )XQNWLRQ� I� DXIJHID�W�ZHUGHQ� NDQQ��'LHVHU� 6DW]� LVW� HLQ� HLQIDFKHU� )DOO� GHV� 6DW]HV� �EHU
LPSOL]LWH�)XQNWLRQHQ�

(2.8) Satz: Sei »: ItR2 eine stetig differenzierbare Kurve mit »(t) = (»1(t),»2(t)). In I habe
»1‘(t) keine Nullstelle. Dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion
f: J:=»1(I) tR, deren Graph die Spur von » ist.

Es gilt in x0:=»1(t0) f ‘(x0) =
)t(’

)t(’

01

02

γ
γ

 und (gegebenenfalls)

f ‘‘(x 0) = ( )3
01

02010201

)t(’

)t(’)t(’’)t(’’)t(’

γ
γγγγ ⋅−⋅

Beweis:

»1‘ ist stetig auf I und »1 streng monoton auf I. »1 besitzt eine Umkehrfunktion t1: JtI

u »(t)=»1(t) , »2(t)=(»1(t),»2(t1(»1(t)))) =:(»1(t),f(»1(t))) mit f=»2)t1

u in x0=»1(t0)   f ‘(x0) = »2‘(t1(x0))$t1‘(x0) =
)t(’

)t(’

01

02

γ
γ

     (da t1(»1(t0))=t0)

f ‘‘(x 0) = »2‘‘ (t1‘(x0))2 +t1‘‘(x 0)$»2‘(t1(x0)), wobei t1‘‘(x 0) = ( )3
01

01

)t(’

)t(’’

γ
γ

− . q.e.d.

1LFKW�LPPHU�KDW�GHU�3DUDPHWHU�W�I�U�HLQH�.XUYH�»��ItRn�HLQH�QDW�UOLFKH�%HGHXWXQJ��)�U�PDQFKH�)UDJHQ�LVW
HV�]ZHFNPl�LJ��]X�HLQHU�.XUYH�º��EHU]XJHKHQ��ZHOFKH�GLHVHOEH�6SXU�KDW��GLHVH�6SXU�DEHU�PLW�HLQHP�QHXHQ
=HLWSODQ�Vxº�V��GXUFKOlXIW��*HRPHWULVFKH�%HJULIIH�VLQG�GDQQ�GDGXUFK�DXVJH]HLFKQHW��GD��VLH�HLQHQ�3DUDPHWHU�
ZHFKVHO�RKQH�bQGHUXQJ��EHUVWHKHQ�

(2.9) Definition: Eine stetige (bzw. k-mal stetig differenzierbare) Abbildung r: ItJ eines
Intervalles Ì R auf ein Intervall J heißt
1) eine stetige (bzw. Ck-) Parametertransformation, k c N, wenn sie bijektiv ist

und die Umkehrfunktion r-1: JtI ebenfalls stetig ist (bzw. zur Klasse Ck gehört)
2) orientierungstreu, wenn sie streng monoton wächst
3) orientierungsumkehrend, wenn sie streng monoton fällt
Ist »: ItRn eine Kurve und r: ItJ eine stetige Parametertransformation, dann ist

º: JtRn mit º(s):=»(r-1(s)) , s c J, eine neue (parametrisierte) Kurve, diese hat
dieselbe Spur. Die Kurve º nennt man auch die Umparametrisierung von »
mittels r.



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

Eigenschaften:

Gehören » sowie r und r-1 zur Klasse Ck, so auch º. Ist r eine C1-Parametertransformation,
so gilt r‘(t)g0 für alle t c I. In diesem Fall ist r orientierungstreu für r‘(t)>0 und
orientierungsumkehrend für r‘(t)<0.

Beispiel:

Ist »: [a,b]tRn eine Kurve und r: [a,b]t[-b,-a] mit r(t)=-t die orientierungsumkehrende

Parametertransformation, so gilt º(s):=»(r-1(s))=»(-s), s c [-b,-a], d.h. º hat dieselbe Spur
wie », wird aber entgegengesetzt durchlaufen.

Invarianten bei Parameterwechsel sind:

1) die Länge der Kurve, da eine Parametertransformation r: ItJ mindestens stetig und
streng monoton ist und die Menge der einbeschriebenen Polygonzüge sich beim
Parameterwechsel nicht ändert (falls » c C1 oder » Stammfunktion zur Regelfunktion »‘
ist, dann folgt die Behauptung mit der Substitutionsregel).

2) Tangenten, da für C1-Parametertransformation r: ItJ stets

º‘(s)=»‘ (r-1(s))$ ( ))s(’

1
1−σσ

 für s c J, d.h. mit r=r(t), º‘ (r(t))=»‘(t) $
)t(’

1

σ
 die

Tangentialvektoren º‘(r) und »‘(t) parallel sind.
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§ 2 Kurvenintegrale für Vektorfelder

9HNWRUIHOGHU�WUHWHQ�LQ�0DWKHPDWLN�XQG�3K\VLN�LQ�PDQQLJIDFKHU�:HLVH�DXI��6LH�ZHUGHQ
RIW� LP� =XVDPPHQKDQJ� PLW� NUXPPOLQLJHQ� .RRUGLQDWHQV\VWHPHQ� XQG� DOV� 6\VWHPH
JHZ|KQOLFKHU�'LIIHUHQWLDOJOHLFKXQJHQ�EHQXW]W�

(2.10) Definition: Sei U_Rn, ein Vektorfeld v auf U ist eine Funktion, die jedem x c U
einen Vektor v(x) c Rn zuordnet.
v: UtRn. Ist v k-mal stetig differenzierbar, so heißt v ein Ck-Vektorfeld,
k c N 4 {0}.

Physikalische Interpretation:
Ein Vektorfeld v auf U ̀ R3 wird oft als Geschwindigkeitsfeld einer stationären, also einer
zeitunabhängigen Strömung, oder als  Kraftfeld gedeutet, wobei v(x) der Geschwindigkeits-
vektor am Punkt x c U ist.

Beispiele:

1) konstante Felder definiert durch v(x):=v c Rn für alle x c U
2) Zentralfelder sind auf einer Kugelschale KI(0)_Rn definiert, wobei Ì R ein Intervall mit

Randpunkten r1,r2 (r1[r2) und f: ItR eine Funktion v: KI(0)tRn mit v(x):=f(yxy)$x.

Es gilt also KI(0)= (0)K
2r

\ (0)K
1r

, I=[r1,r2], oder

KI(0)= (0)K
2r

\ (0)K r1 , I=(r1,r2], usw.

3) Rotationsfelder auf einem Kreisring KI(0)_R2, v: KI(0)tR2 mit v(x):=f(yxy)$(-x2,x1) für
x=(x1,x2) c KI(0), wobei f: ItR, I Intervall mit Randpunkten r1[r2

4) Gradientenfelder Ist f: U_Rn
tR eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge

U_Rn, so wird das Gradientenfeld grad f: UtRn definiert durch

grad f(x)= 





∂
∂

∂
∂

(x)
x

f
,,(x)

x

f

n1

K  für alle x=(x1,...,xn) c U

Wir wollen nun Vektorfelder längs einer Kurve integrieren.

Physikalische Motivation:
Sei im R3 ein Kraftfeld R3

tR3 gegeben und ein Partikel P bewegt sich längs einer Kurve »

in diesem Feld. Seien »(tj-1) und »(tj) nahe beieinanderliegende Punkte, so leistet das Kraft-
feld bei der Bewegung von »(tj-1) nach »(tj) Arbeit, die näherungsweise <k(nj),»(tj)-»(tj-1)>
ist, wobei nj=»(tj) ein Punkt auf der Kurve ist. Die Gesamtheit ist dann

∑
=

− >−<
n

j
jjj

1
1 )t()t(),(k γγξ .

Durch infinitesimale Verfeinerung – Grenzwert der Summen – wird die gesuchte Arbeit
definiert.
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(2.11) Definition: Sei »: [a,b]tRn eine Kurve. Eine Vektorfeld v: U:=»([a,b])tRn heißt
längs » integrierbar , wenn eine Zahl I existiert mit der Eigenschaft: zu jedem e>0
existiert ein ¼>0, so daß für jede Zerlegung Z={t0,t1,...,tp}, p c N, von [a,b] mit
Feinheit l(Z)<¼ und zu jeder Besetzung B={t1,...,tp} zur Zerlegung Z gilt:

xS(Z,B,v)-Ix< e, wobei S(Z,B,v):= ( )∑
=

− >−<
n

j
jjj

1
1 )t()t(,)(v γγτγ . I heißt dann

Integral von v längs », in Zeichen ∫ ><
γ

dt,v

Bemerkung:

Ist »:= id: [a,b]tR, »(t)=t und v: U=»([a,b])=[a,b]tR eine Funktion, so sind die
Riemannschen Summen identisch mit S(Z,B,v) [nach Satz (1.35)]. Ist v eine Regelfunktion

auf [a,b], so existiert das Kurvenintegral ∫
γ

dtv , und es gilt ∫∫ =
b

a

dtdt v(t)v
γ

.

Stetige Vektorfelder sind nicht längs beliebiger Kurven integrierbar.

(2.12) Definition: Eine Kurve »: [a,b]tRn heißt Integrationsweg, wenn zu »=(»1,...,»n)
Regelfunktionen »j‘ existieren, »j‘: [a,b]tR, so daß »j Stammfunktion zu »j‘ ist,
j c {1,...,n}.

Bemerkung:

Aus Bemerkung zu Satz (2.5) folgt, daß jeder Integrationsweg rektifizierbar ist mit

s(»)=∫
b

a

dt(t)’γ

(2.13) Satz: Sei »: [a,b]tRn ein Integrationsweg. Sei v: ÙRn
tRn ein stetiges Vektorfeld

mit »([a,b])_U. Dann ist v längs » integrierbar, und es gilt

( ) ( )∑∫∫∫
=

⋅=><=><
n

j

b

a

j

b

a

dtdtdt
1

j (t)’(t)v(t)’,(t)v,v γγγγ
γ

.

Beweis:

Der Integrationsweg hat endliche Länge s(»). Da v stetig und »j Stammfunktion zu »j‘ ist, ist
» und damit auch vj)» auf [a,b] stetig. Zu e>0 wähle man ¼>0, so daß für alle s,t c [a,b] mit
xs-tx<¼ gilt:

xvj(»(s))-vj(»(t))x<
)(sn γ

ε
⋅

 für j c {1,...,n}. Ferner sei Z={t0,...,tp} eine Zerlegung von [a,b]

mit Feinheit l(Z)<¼ und B={t1,...,tp} eine Besetzung zu Z.
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Sei I:= ( )∑ ∫
=

n

j

b

a

j dt
1

j  (t)’(t)v γγ , dann gilt wegen »j(tr-1)-»j(tr) = dt
r

r

t

t

j∫
−1

(t)’γ  mit

S(Z,B,v):= ( )∑
=

><
p

j 1
1-jjj )(t-)(t,)(tv γγγ

xS(Z,B,v)-Ix=x ( )∑
=

><
p

j 1
1-jjj )(t-)(t,)(tv γγγ - ( )∑∫

=

n

j

b

a

j dt
1

j  (t)’(t)v γγ x

          = ( )( ) ( )∑ ∫∑∑∑
= == =

−
p

r

t n

j
j

p

r

n

j
j

r

1 t 1
j

1 1
1-rrrj

1-r

(t)’(t)v)(t-)(t)(tv γγγγγ

          = ( ) ( )∑∑ ∫∑∑ ∫
= == = −−

−
p

r

n

j

t

t

j

p

r

n

j

t

t

j

r

r

r

r

dtdt
1 1

j
1 1

rj

11

 (t)’(t)v (t)’)(tv γγγγ

          = ( ) ( )( )∑∑ ∫
= = −

−
p

r

n

j

t

t

j

r

r

dt
1 1

jrj

1

 (t)’(t)v)(tv γγγ

          [ ( ) ( )( )∑∑ ∫
= =

−

−
p

r

n

j

t

t

j

r

r

dt
1 1

jrj

1

 (t)’(t)v)(tv γγγ

          [ εγ
γ
εγ

γ
ε =<

⋅ ∫∑ ∫
=

b

a

j

n

j

b

a

j dtdt  (t)’
)s(

 (t)’
)s(n 1

Hierbei gilt für x c Rn und x = (x1,x2,...,xn) die Ungleichung (Cauchy-Schwarz)

xnnx1x1xx
2

1

1

2

j

2

1

1

2
2

1

1

2

j
1

j
1

j =⋅





=





⋅





≤⋅= ∑∑∑∑∑

=====

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

q.e.d.

Beispiele:

1) ¹m1, »
¹
: [0,1]tR »

¹
(t) = (t,t¹) »

¹
(0) = (0,0)

»
¹
(1) = (1,1)

v(x,y) = (y2,1)

( )∫∫ ><=><
1

0

)t(’,)t(v,v αα
γ

γγ
α

dt

»
¹
‘(t) = (1, ¹$t¹-1)   u ( ) 1

12

1
t11t,v

1

0

12 +
+⋅

=⋅⋅+⋅=>< ∫∫ −

α
α αα

γ α

dtdt

Alle Kurven haben denselben Anfangs- und Endpunkt, die Integrale aber haben
verschiedene Werte

2) »: [a,b]tR2 sei eine Kurve mit »(t)g0, als Vektorfeld sei gewählt das Windungsfeld /
die Windungsform

v(x,y) = x)y,(
yx

1
22

−⋅
+

v: R2 \ {0}t R2

( ) ( )∫∫ +
⋅+⋅−

=><
b

a

dtdt
2

2
2

1

2112

)t()t(

)t(’)t()t(’)t(
,v

γγ
γγγγ

γ
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:LU�VWHOOHQ�QXQ�HLQLJH�VHKU�HLQIDFKH�(LJHQVFKDIWHQ�YRQ�.XUYHQLQWHJUDOHQ�]XVDPPHQ�

(2.14) Satz: (Rechenregeln für Kurvenintegrale):
1) Sind v und w längs einer Kurve » integrierbar, so ist auch ¹$v+º$w längs »

integrierbar mit ∫∫∫ ><⋅+><⋅=>⋅+⋅<
γγγ

βαβα dtdtdt ,w,v , wv

2) Sei a<b<c und »: [a,b]tRn stetig. Ist v längs der Teilkurve »1:=»[a,b] und längs
der Teilkurve »2:=»[b,c] integrierbar, so ist v längs » integrierbar mit

∫∫∫ ><+><=><
21

,v,v,v
γγγ

dtdtdt

3) Sei t: [¹,º]t[a,b] eine bijektive, stetige Funktion mit t=t(s). Sei v längs der
Kurve »: [a,b]tRn integrierbar. Dann ist v auch längs der Kurve ») t integrierbar,

und es gilt: ∫∫ ><±=><
γγ

dtds
t

,v,v
o

.

Dabei gilt „+“, wenn t monoton wächst, und „–“, wenn t monoton fällt.

Insbesondere gilt ∫∫ ><−=><
− γγ

dtdt ,v,v

4) ∫ ><
γ

dt,v [ s(»)$ 
],[

max
bat ∈
yv(»(t))y, wenn »: [a,b]tU`Rn

Beweis:

1) – 3) lassen sich leicht anhand der Definition nachweisen

ad 4)
Sei M:=

b][a, t 
max
∈

yv(»(t))y, dieses Maximum ist vorhanden, da v und » stetige Funktionen sind

und [a,b] kompakt ist. Für die Riemannschen Summen ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

≤><≤><
p

j

p

j

p

j 1
1-jjj

1
1-jjj

1
1-jjj )(t-)(t)(tv)(t-)(t,)(tv)(t-)(t,)(tv γγγγγγγγγ

 ≤⋅≤ ∑
=

p

1j
1-jj )(t-)(tM γγ M$s(») q.e.d.
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§ 3 Wegunabhängigkeit von Kurvenintegralen, Gradientenfelder und
Potentiale

-HGH� VWHWLJH� )XQNWLRQ� I�� >D�E@tR� EHVLW]W� QDFK� GHP� +DXSWVDW]� GHU� 'LIIHUHQWLDO�� XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� HLQH

6WDPPIXQNWLRQ�)��>D�E@tR��VR�GD��)©�[�� �I�[��I�U�DOOH�[�c�>D�E@��VLHKH��������XQG����������,P�*HJHQVDW]�]XP
HLQGLPHQVLRQDOHQ�)DOO� H[LVWLHUW�QLFKW� ]X� MHGHP�VWHWLJHQ�9HNWRUIHOG� Y�DXI�HLQHU�RIIHQHQ�0HQJH�8�HLQH�6WDPP�
IXQNWLRQ�
:LU�GLVNXWLHUHQ�GLH�,QWHJUDWLRQ�YRQ�9HNWRUIHOGHUQ��GLH�HLQH�6WDQPPIXQNWLRQ�EHVLW]HQ
XQG� ]HLJHQ�� GD�� GLH� ([LVWHQ]� YRQ� 6WDPPIXQNWLRQHQ� ]XU� :HJXQDEKlQJLJNHLW� GHU
.XUYHQLQWHJUDOH�JOHLFKZHUWLJ�LVW�

In R: F(a)F(b)f(t) −=∫
b

a

dt , wenn F‘= f.

Gegeben seien

v = (v1,v2,...,vn) f = f(x1,...,xn) j
j

v
x

f =
∂
∂

grad f = 





∂
∂

∂
∂

n1 x

f
,,

x

f
K  ist die adäquate Verallgemeinerung zu F‘

(2.15) Definition: Sei Ù Rn eine offene Menge, v: UtRn ein Vektorfeld mit v=(v1,...,vn).
Eine differenzierbare Funktion f: UtR heißt eine Stammfunktion oder ein Potential
von v auf U, wenn grad f(x) = v(x) für alle x c U, d.h.

( )n21
n21

v,,v,v
x

f(x)
,,

x

f(x)
,

x

f(x)
KK =





∂
∂

∂
∂

∂
∂

 gilt für alle x c U.

v heißt dann Gradientenfeld, Potentialfeld oder konservatives Vektorfeld.
v heißt exakt auf U, wenn v stetiges Potentialfeld auf U ist.

%HL� GHU� )UDJH�� RE� HLQ� 9HNWRUIHOG� HLQH� 6WDPPIXQNWLRQ� EHVLW]W�� LVW� JHQDX� DXI� GHQ
'HILQLWLRQVEHUHLFK� ]X� DFKWHQ�� (V� JLEW� 9HNWRUIHOGHU�� GLH� DXI� HLQHU� RIIHQHQ� 0HQJH� 8
NHLQH�6WDPPIXQNWLRQ�EHVLW]HQ��MHGRFK�DXI�JHHLJQHWHQ�7HLOPHQJHQ�YRQ�8�

(2.16) Definition: Eine nichtleere Teilmenge ÙRn heißt
1) zusammenhängend, wenn je zwei Punkte aus U durch eine Kurve verbunden

werden können, die ganz in U liegt
2) sternförmig, wenn es ein a c U gibt, Zentrum  genannt, so daß für jedes x c U die

Verbindungsstrecke ax  von a nach x in U liegt
3) konvex, wenn sie mit je zwei ihrer Punkte auch die Verbindungsstrecke enthält
4) ein Gebiet, wenn U offen und zusammenhängend ist
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(2.17) Satz: Ist f auf der offenen Menge U`Rn eine Stammfunktion des stetigen
Vektorfeldes v: UtRn, so gilt für jeden in U verlaufenden Integrationsweg » mit dem
Anfangs-punkt a c U und dem Endpunkt b c U

f(a)f(b),f grad,v −=><=>< ∫∫
γγ

dtdt

Beweis:

»: [¹,º]tU mit »(¹)=a, »(º)=b, »=(»1,...,»n) , da »j Stammfunktion zu »j‘: [¹,º]tR,

j c {1,...,n}, ist » stetig. f ist Stammfunktion von v, d.h. j
j

v
x

f =
∂
∂

 sind stetig, j c {1,...,n}, f

stetig partiell differenzierbar u f ist stetig.

Betrachte w: [¹,º]tR mit w(t)=f(»(t))
u w‘(t) = <grad f(»(t)),»‘(t)> (Kettenregel)

f(b)-f(a) = w(º)-w(¹) = ( )∫∫ ><=
β

α

β

α

γγϕ dtdt )t(’,)t(fgrad)t(’ = ∫∫ ><=><
γγ

dtdt ,v,f grad

q.e.d.

(2.18) Korollar: Besitzt das stetige Vektorfeld v: UtRn auf der offenen Menge ÙRn eine
Stammfunktion, so gilt
1) für jeden geschlossenen Integrationsweg » (d.h. Anfangspunkt gleich Endpunkt)

in U 0,v =><∫
γ

dt

2) für zwei Integrationswege »1 und »2 in U mit demselben Anfangspunkt und

demselben Endpunkt ∫∫ ><=><
21

,v,v
γγ

dtdt

(2.19) Definition: Sei Ù Rn offen, v: UtRn stetig. Gilt für beliebige Integrationswege »1

und »2 in U mit demselben Anfangspunkt und demselben Endpunkt

∫∫ ><=><
21

,v,v
γγ

dtdt , so heißt das Kurvenintegral von v in U wegunabhängig.

Man schreibt auch ∫∫ ><=><
b

a

dtdt ,v,v
γ

(LQ�H[DNWHV�9HNWRUIHOG�NDQQ�DOVR�ZHJXQDEKlQJLJ�LQWHJULHUW�ZHUGHQ��'LH�:HJXQDEKlQJLJNHLW�GHV�.XUYHQLQWHJUDOV
LVW� VRPLW� I�U� GLH� ([LVWHQ]� HLQHU� 6WDPPIXQNWLRQ� I�U� HLQ� VWHWLJHV� 9HNWRUIHOG� QRWZHQGLJ�� ,QWHUHVVDQWHUZHLVH� JLOW
KLHUYRQ�DXFK�GLH�8PNHKUXQJ��'HU�IROJHQGH�6DW]�JLEW�LQ�$QDORJLH�]XP�+DXSWVDW]�GHU�'LIIHUHQWLDO��XQG�,QWHJUDO�
UHFKQXQJ� HLQH� 6WDPPIXQNWLRQ� DQ� LQ� *HVWDOW� HLQHV� .XUYHQLQWHJUDOV� PLW� IHVW� JHZlKOWHP� $QIDQJVSXQNW� XQG

YDULDEOHP�(QGSXQNW��YJO��GD]X�6DW]��������
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(2.20) Satz: Sei U`Rn ein Gebiet. Ein stetiges Vektorfeld v: UtRn besitzt genau dann eine
Stammfunktion auf U, wenn es in U wegunabhängig integriert werden kann. Im Falle
der Wegunabhängigkeit ist eine Stammfunktion von f: UtR gegeben durch

f(x):= ∫ ><
x

a

dt,v  für x c U, wobei a c U ein fester Punkt ist.

Beweis:

U`Rn Gebiet u U offen, x c U. Es existiert ein r>0 mit Kr(x)={y c Rn: yy-xy< r} ` U, sei h
mit yhy<r, dann liegt die Verbindungsstrecke von x nach x+h in U, die Verbindungsstrecke
habe die Parameterdarstellung »(t):=x+th, t c [0,1] u »‘(t)=h

u f(x+h)-f(x) = ( ) ∫∫∫ >+<=><=><
1

0

1

0

hth),v(x)t(’,)t(v,v dtdtdt γγ
γ

u f(x+h)-f(x)-<v(x),h> =∫ >−+<
1

0

v(x)th)v(x dt

xf(x+h)-f(x)-<v(x),h>x[ ∫∫ ⋅−+≤>−+<
1

0

..1

0

hv(x)th)v(xv(x)th)v(x dtdt
SC

  [ ∫⋅⋅−+
∈

1

0
]1,0[

hv(x)th)v(xmax dt
t

u 0v(x)th)v(xmax
h

hv(x),f(x)h)f(x
]1,0[

→−+≤><−−+
∈t

 für ht0

u v(x) totales Differential von f in x q.e.d.

'DV�VWHWLJH�9HNWRUIHOG�Y�DXI�GHP�*HELHW�8`Rn�LVW�DOVR�JHQDX�GDQQ�HLQ�*UDGLHQWHQIHOG��ZHQQ�GDV�,QWHJUDO��EHU
Y�ZHJXQDEKlQJLJ�LVW��9RP�SUDNWLVFKHQ�6WDQGSXQNW�DXV�JHVHKHQ�ZLUG�GLHVH�$QWZRUW�QLFKW�YROO�EHIULHGLJHQ��GD�GLH
%HUHFKQXQJ�HLQHV�.XUYHQLQWHJUDOV�VHKU�VFKZLHULJ�VHLQ�NDQQ�XQG�GDU�EHUKLQDXV�DOOH�P|JOLFKHQ�.XUYHQLQWHJUDOH
EHUHFKQHW� ZHUGHQ� P�VVHQ�� :HLWDXV� ]ZHFNPl�LJHU� ZlUH� HV�� VWDWW� HLQHV� ³,QWHJUDONULWHULXPV§� HLQ� ³'LIIHUHQWLDO�
NULWHULXP§�EHQXW]HQ�]X�N|QQHQ��)ROJHQGH�OHLFKW�QDFKSU�IEDUH�%HGLQJXQJ�LVW�VHKU�Q�W]OLFK�

(2.21) Satz: Sei Ù Rn ein Gebiet. Das stetig differenzierbare Vektorfeld v:UtRn besitze
auf U eine Stammfunktion. Dann gilt für alle x c U:

k

j

j

k

x

(x)v

x

(x)v

∂
∂

=
∂

∂
;   j,k c {1,...,n} (Integrabilitätsbedingungen)

Beweis:

Satz von Schwarz, v = grad f, d.h. 
kx

f

∂
∂

=kv

u 
k

j

jk

2

kj

2

j

k

x

(x)v

xx

f(x)

xx

f(x)

x

(x)v

∂
∂

=
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂

q.e.d.
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n=2: zu zeigen:
1

2

2

1

x

(x)v

x

(x)v

∂
∂

=
∂

∂

n=3: zu zeigen:

0
x

(x)v

x

(x)v

0
x

(x)v

x

(x)v

0
x

(x)v

x

(x)v

2

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3

=
∂

∂
−

∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂

w rot v(x) = 0

(2.22) Satz: (Poincaré):
Sei U`Rn ein sternförmiges Gebiet. Das stetig differenzierbare Vektorfeld v: UtRn

besitzt genau dann eine Stammfunktion auf U, wenn die Integrabilitätsbedingungen

k

j

j

k

x

(x)v

x

(x)v

∂
∂

=
∂

∂
 für alle U und j,k c {1,...,n} erfüllt sind.

Beweis:

o.B.d.A. sei a=0 Zentrum von U, sei »(t):=tx, t c [0,1] die Verbindungsstrecke von 0 nach x,
»‘(t)=x.

Sei f(x)= ( ) ( ) ∫∑∫∑∫∫
==

==><=><
1

0 1
jj

1

0 1
jj

1

0

x(tx)vx)t(v)t(’,)t(v,v
n

j

n

j

dtdtdtdt γγγ
γ

( )∫ ∫ ∫ ∑∑∑ 





+⋅⋅

∂
∂

=
∂

∂=
∂

∂=
∂
∂

===

1

0

1

0

1

0 1
kj

k

j

1
jj

k

)23.2(

1
jj

kk

(tx)vxt
x

(tx)v
x(tx)v

x
x(tx)v

xx

)(f
dtdtdt

x n

j

n

j

n

j

          ( ) 





+⋅=










+⋅⋅

∂
∂

= ∫∫ ∑
=

− 1

0

kk

1

0 1
kj

j

k
.

.
(tx)v(tx)v

dt

d
t(tx)vxt

x

(tx)v
dtdt

n

j

Integr

beding

 ( ) [ ]10k

1

0

k (tx)tv(tx)tv
d

d == ∫ dt
t

= vk(x) q.e.d.

,P� %HZHLV� ZXUGHQ� 'LIIHUHQWLDWLRQ� XQG� ,QWHJUDWLRQ� LQ� LKUHU� 5HLKHQIROJH� YHUWDXVFKW�
'LHV� LVW� LP� DOOJHPHLQHQ� QLFKW� RKQH� ZHLWHUHV� P|JOLFK�� 'HU� IROJHQGH
'LIIHUHQWLDWLRQVVDW]�SDUDPHWHUXQDEKlQJLJHU� ,QWHJUDOH�JLEW� MHGRFK�HLQH�KLQUHLFKHQGH
%HGLQJXQJ�DQ��ZLH�VLH�DXFK�LQ�6DW]��������HUI�OOW�ZLUG�
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(2.23) Satz: (Differentiation parameterabhängiger Integrale):
Sei U`Rn eine offene Menge, [a,b]`R ein kompaktes Intervall. Sei f: U % [a,b] t R

stetig. Sei F: UtR definiert durch F(x):= ∫
b

a

dtt)f(x, .

Ist für jedes t c [a,b] die Funktion xxf(x,t) nach xk partiell differenzierbar und die

Funktion (x,t)x
kx

t)f(x,

∂
∂

 stetig auf U % [a,b], dann ist F stetig partiell differenzierbar

nach xk, und es gilt für x c U ∫∫ ∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ b

a

b

a

dtdt t)f(x,
x

t)f(x,
xx

F(x)

kkk

.

Beweis:

U`R: Sei x0 c U beliebig, e>0 beliebig. Wir setzen w(x,t):=
k

0

k x

t),f(x

x

t)f(x,

∂
∂

−
∂

∂

u w ist stetig auf U % [a,b] mit w(x0,t)=0
u W:={(x,t) c U % [a,b]: xw(x,t)x< e} ist offene Umgebung von {x0} % [a,b]; also existiert
offenes Intervall Ì U mit x0 c I und I % [a,b] ̀  W. Sei x c I, xgx0.
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zwischen x und x0 Stellen n(t) mit

( )
∫∫ ∂

∂
=

−
−

=
b

a

b

a

dt
t

dt
x

t),(f

xx

)t,x(ft)f(x,

x-x

)F(x-F(x)

0

0

0

0 ξ

u 
( ) ( ) ( ) ( )

∫∫∫ ∂
∂

−
∂

∂
≤

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

−
−

b

a

b

a

b

a

dtdtdt
x

t,xf

x

t(t),f

x

t,xf

x

t(t),f

x

t),f(x

xx

)F(x-F(x) 000

0

0 ξξ

     = ( ) a)(bt(t), −⋅<∫ εξϕ
b

a

dt q.e.d.

Beispiele:

1) v: R2 \ {0} t R2 v(x,y):= x)(-y,
yx

1
22 +

u 
x

y)(x,v

)y(x

x-y

y

y)(x,v 2
222

22
1

∂
∂

=
+

=
∂

∂
für alle (x,y)g(0,0)

»(t)=(cos t , sin t) ; t c [0,2o]

<v,dt> = <v(»(t)),»‘(t)> = <(-sin t , cos t) , (-sin t , cos t)> = sin2 t + cos2 t = 1

021,v
2

0

≠==>< ∫∫ π
π

γ

dtdt

'DV�,QWHJUDO�YHUVFKZLQGHW�GHVKDOE�QLFKW�¥�REZRKO�»�HLQH�JHVFKORVVHQH�.XUYH� LVW�¥��ZHLO�R2 \ {0}
NHLQ�VWHUQI|UPLJHV�*HELHW�LVW��$OOHUGLQJV�LVW�GLH�OlQJV�GHU�QHJDWLYHQ�[�$FKVH�JHVFKOLW]WH�(EHQH
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R2 \ {(x,0) c R2: x[0}�VWHUQI|UPLJ�XQG�EHVLW]W�GRUW�HLQH�6WDPPIXQNWLRQ�� ,QVEHVRQGHUH�JLOW�GDQQ

0v, =><∫
γ

dt �I�U�MHGH�LQ�R2 \ {(x,0): x[0}�OLHJHQGH�.XUYH�

2) v(x1,x2,x3):=(x2
2
$cos x1 , 2$x2$sin x1+ 32xe , 2$x2$ 32xe )

2

32x

3

2

1

3

3

1

1

2
12

2

1

x

v
e2

x

v

x

v
0

x

v

x

v
 xcosx2

x

v

3

∂
∂

=⋅=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂

∂
∂

=⋅⋅=
∂
∂

gesucht: f mit grad f = v , d.h. 
3

3
2

2
1

1 x

f
v,

x

f
v,

x

f
v

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=

)x,g(x xsinx)x,x,f(x xcosxv
x

f
321

2
23211

2
21

3

+⋅=⇒⋅==
∂
∂

u 32x
122

!

2

32
12

2

e xsinx2v
x

)x,g(x
 xsinx2

x

f
+⋅⋅==

∂
∂

+⋅⋅=
∂
∂

u 32x

2

32 e
x

)x,g(x
=

∂
∂

u g(x2,x3) = x2$ 32xe +h(x3)
u f(x1,x2,x3) = x2

2
$sin x1+x2$ 32xe +h(x3)

33 2x
23

!

3
2x

2
3

ex2v)(xh’ex2
x

f
⋅⋅==+⋅⋅=

∂
∂

u h‘(x3) = 0   u   h(x3) = const.

u f(x1,x2,x3) = x2
2
$sin x1+x2$ 32xe +c

3) v(x1,x2) = (2$x1+x2
3 , 3$x1$x2

2+4)
gesucht: Stammfunktion f=f(x1,x2) mit f(0,0)=5

1

2122
2

2

211

 x

)x,(x v
3x

 x

)x,(x v

∂
∂

==
∂

∂

Integrabilitätsbedingung in R2 ist erfüllt, daher existiert eine Stammfunktion !!!

gesucht: f mit 3
211

1

x2xv
 x

f
+==

∂
∂

  u   f(x1,x2) = x1
2 + x2

3
$x1 + g(x2)

und 2
2

v
 x

f
=

∂
∂

 w 3$x1$x2
2 + 4 = 3$x2

2
$x1 +

2 x

g

∂
∂

   u   g‘(x2) = 4 u g(x2) = 4$x2 + c

u f(x1,x2) = x1
2 + x2

3
$x1 + 4$x2 + c

Aus f(0,0)=5 u c=5.
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,VW� Y�� 8`5Qt5
Q� HLQ� 3RWHQWLDOIHOG�� VR� NDQQ� PDQ� ]XU� .RQVWUXNWLRQ� HLQHU� 6WDPPIXQNWLRQ� I�� 8t5

Q� HLQHQ
EHOLHELJHQ�3XQNW�[��c�8�ZlKOHQ��HWZD�GDV�=HQWUXP�GHV�VWHUQI|UPLJHQ�*HELHWHV�8��XQG�]X� MHGHP�[�c�8�GDV

,QWHJUDO� ∫ ><=
x

v,f(x)
γ

dt �EHUHFKQHQ��ZREHL�»[�HLQH�.XUYH�PLW�GHP�$QIDQJVSXQNW�[��XQG�GHP�(QGSXQNW�[�LQ

8�LVW��GLH�P|JOLFKVW�VR�JHZlKOW�ZLUG��GD��GLH�%HUHFKQXQJ�GHV�,QWHJUDOV�VHKU�HLQIDFK�LVW�

Zusatz:

( )∫∫ ><=><
1

0

(t)’,(t)vdtv, dt
x

a

γγ

In vielen Fällen: direkter Weg: »(t) = a+t$(x-a) ; t c [0,1], a c Rn
    »‘(t) = x-a , x-a c Rn
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���/HEHVJXH�,QWHJUDO�LP�5Q

����� I�KUWH�+��/HEHVJXH� ������������ HLQHQ� ,QWHJUDOEHJULII� HLQ�� GHU� I�U� YLHOH� 3UREOHPH� GHU� ,QWHJUDOUHFKQXQJ
ZHVHQWOLFKH�QHXH�*HVLFKWVSXQNWH�EUDFKWH�XQG�LQVEHVRQGHUH�HLQH�OHLVWXQJVIlKLJH�7KHRULH�]XU�9HUWDXVFKXQJ�YRQ
/LPHVELOGXQJ� XQG� ,QWHJUDWLRQ� HUP|JOLFKWH�� 'LH� (LQI�KUXQJ� GHV� /HEHVJXH�,QWHJUDOV� JHVFKLHKW� KLHU� DQDORJ� ]X
.DSLWHO����HLQ�I�U�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�LQ�QDKHOLHJHQGHUZHLVH�GHILQLHUWHV�,QWHJUDO�ZLUG�DXI�)XQNWLRQHQ�DXVJHGHKQW�
GLH�EHOLHELJ�JHQDX�GXUFK�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�DSSUR[LPLHUW�ZHUGHQ��$OOHUGLQJV�JHVFKLHKW�GLHVH�$SSUR[LPDWLRQ�QLFKW
ZLH�EHL�GHU�(LQI�KUXQJ�GHV�,QWHJUDOV�YRQ�5HJHOIXQNWLRQHQ�PLW�+LOIH�GHU�6XSUHPXPVQRUP��VRQGHUQ�PLW�+LOIH�GHU
/��+DOEQRUP��'LH�9HUZHQGXQJ�GLHVHU�+DOEQRUP�I�KUW�XQWHU�DQGHUHP�GD]X��GD��GDV�/HEHVJXH�,QWHJUDO�PLW�+LOIH
HLQHU� HLQ]LJHQ� 'HILQLWLRQ� VRIRUW� I�U� )XQNWLRQHQ� PLW� NRPSDNWHP� 7UlJHU� DOV� DXFK� I�U� )XQNWLRQHQ� PLW� QLFKW
NRPSDNWHP�7UlJHU� HLQJHI�KUW� ZHUGHQ� NDQQ�� ,P� *HJHQVDW]� ]X� .DSLWHO� �� ZHUGHQ� LQ� GLHVHP� .DSLWHO� NRPSOH[�
ZHUWLJH�)XQNWLRQHQ�EHWUDFKWHW�� LP��EULJHQ�NDQQ�GLH� YRUOLHJHQGH�'HILQLWLRQ�GHV�/HEHVJXH�,QWHJUDOV�RKQH�JUR�H
0�KH�DXFK�DXI�)XQNWLRQHQ�PLW�:HUWHQ�LQ�HLQHP�%DQDFKUDXP�DXVJHGHKQW�ZHUGHQ�

§ 1 Treppenfunktionen, L1-Halbnorm, Definition des Lebesgue-Integrals

(3.1) Definition: Seien H,Q,W Teilmengen des Rn. Dann heißt
1) H eine Hyperebene des Rn, wenn es ein j c {1,...,n} und ein c c R gibt, so daß

H={(x1,...,xn) c Rn: xj=c}
2) Q ein Quader des Rn, wenn es n Intervalle Ij`R, j c {1,...,n} mit den

Randpunkten aj , bj gibt, wobei –¢ < aj [ bj < ¢ gilt, so daß Q = I1 % I2 % ... % In

3) Q ein ausgearteter Quader des Rn, wenn Q ein Quader ist, der in einer
Hyperebene liegt

4) W ein Würfel des Rn, wenn W = I1 % I2 % ... % In ein Quader ist mit bj-aj = l für
j c {1,...,n} [man spricht von einem ausgearteten Würfel, wenn dieser aus nur
einem Punkt besteht!]

5) H eine Figur im Rn, wenn H die Vereinigung von endlich vielen Quadern ist
6) Vn(Q):= (bn-an)$ ...$ (b1-a1) = xInx$ ...$ xI1x das Volumen des Quaders

Q = I1 % ... % In

$XVJHDUWHWH�4XDGHU�GHV�5Q�KDEHQ�VWHWV�GDV��Q�GLPHQVLRQDOH��9ROXPHQ���

(3.2) Definition: Eine Funktion T: Rn
tC heißt eine Treppenfunktion auf dem Rn, wenn

es endlich viele paarweise disjunkte Quader Q1, ..., Qs gibt, so daß
1) T auf jedem Quader Qj, j c {1,...,s}, konstant ist

2) T(x)=0 für alle x c Rn \ U
s

j 1
jQ

=

n=1:
T: RtR Treppenfunktion nach (3.2). Es gibt endlich viele paarweise disjunkte Intervalle
J1,...,Js, Jj habe Randpunkte aj[bj. Man setze
a:=min{aj, j c {1,...,s}}, b:=max{bj, j c {1,...,s}}, dann ist T eine Treppenfunktion auf [a,b]

im Sinne von (1.1) mit T(x)=0 für x c R \U
s

k 1
kJ

=

.
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Auf der anderen Seite kann jede Treppenfunktion T: [a,b]tC auf [a,b] zu einer Treppen-

funktion T̂  auf R durch T̂ (x)=T(x) für x c [a,b] und T̂ (x)=0 für x c R \ [a,b] erweitert
werden.
Mit T: Rn

tC ist auch xTx: Rn
tR mit xTx(x):= xT(x)x eine Treppenfunktion auf Rn.

(3.3) Definition: Sei À Rn eine Teilmenge. Die Funktion 1A: Rn
tR mit 1A(x):=1 für x c

A und 1A(x)=0 für x c Rn \ A heißt die charakteristische Funktion von A.

Darstellung von Treppenfunktionen als Linearkombination von charakteristischen Funktionen

T =∑
=

⋅
s

j 1

1
jQjc cj c C Q1,...,Qs paarweise disjunkte Quader

(3.4) Definition: Sei T: Rn
tC eine Treppenfunktion mit der Darstellung

T =∑
=

⋅
s

j 1

1
jQjc , wobei  Q1,...,Qs paarweise disjunkte Quader des Rn sind, cj c C. Dann

heißt die Zahl ∑∫
=

⋅=
s

j

dx
1

jnj )(QVc T(x)
nR

 das Integral der Treppenfunktion T.

7UHSSHQIXQNWLRQHQ�KDEHQ�GLH�IROJHQGHQ�(LJHQVFKDIWHQ��YJO���������

(3.5) Lemma: Sind T und S Treppenfunktionen auf dem Rn, ¹,º c C, so gilt:
1) die in (3.4) angegebene Definition des Integrals hängt nicht von der gewählten

Darstellung von T ab
2) ¹$T+º$S ist eine Treppenfunktion auf Rn mit

( ) ∫∫∫ ⋅+⋅=⋅+⋅ dxdxdx  S(x) T(x) sT βαβα

3) ∫∫ ≤ dxdx  T(x) T(x)

4) ∫∫ ≤ dxdx  S(x) T(x) , wenn T(x) [ S(x) für alle x c Rn gilt

Beweis:

Beweis über Induktion bzgl. n: für n=1: (1.4)
n>1: Rn = Rp 

% Rn-p 1[p<n
Quader Q̀ Rn läßt sich darstellen: Q=Qp % Qn-p , Qp`Rp , Qn-p`Rn-p.
Für z=(x,y), x c Rp, y c Rn-p gilt 1Q(z) = 1

pQ (x) $ 1
p-nQ (y)

Sei nun T =∑
=

⋅
s

j 1
Qj j

c 1  eine Treppenfunktion auf Rn:

Für y c Rn-p ist Ty: R
p
tC mit Ty(x) :=∑

=

⋅⋅
s

j 1
QQj (y)(x)c

p-nj,pj,
11 , d.h.

Ty :=∑
=

⋅⋅
s

j 1
QQj pj,p-nj,

(y)c 11 , eine Treppenfunktion auf Rp.
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Für Ty ist das Integral sinnvoll definiert als

(Induktionsvoraussetzung) S(y):)(QV(y)c (x)T
1

pj,pQjy p-nj,
=⋅⋅= ∑∫

=

s

j

dx 1
pR

Damit ist S: Rn-p
tC mit S(y)=∑

=

⋅⋅
s

j 1
pj,pQj )(QV(y)c

p-nj,
1  eine Treppenfunktion auf Rn-p.

Nach Induktionsannahme ist auch das Integral von S sinnvoll definiert durch

∑∑∫
==

⋅=⋅⋅⋅=
s

j

s

j

dy
1

jnj
1

p-nj,p-npj,pj )(QVc)(QV)(QVc: S(y)
p-nR

u ∑∫ ∫
=

⋅=








 s

j

dydx
1

jnjy )(QVc (x)T
p-n pR R

;

die linke Seite hängt nicht von der Darstellung von T ab, also

∫ ∫∫ 









=

p-n pn R RR

dydxdz  (x)T T(z) y q.e.d.

$QKDQG� GLHVHU� 'DUVWHOOXQJ� GHV� ,QWHJUDOV� LP� 5Q� JHZLQQW� PDQ� VFKOLH�OLFK� DXFK� GLH� 5HFKHQUHJHOQ� LQ� GHU
'LPHQVLRQ�Q�DXV�GHQ�5HFKHQUHJHOQ�LP�)DOOH�NOHLQHUHU�'LPHQVLRQ�

(3.6) Korollar: (Satz von Fubini für Treppenfunktionen):
Sei T: Rn+m

tC eine Treppenfunktion auf Rn+m, dann gilt mit z=(x,y), x c Rn, y c Rm:

∫ ∫∫ 









=

+ m nmn R RR

dydxyxd  y)T(x,),( y)T(x, .

:LU�ZHQGHQ�XQV�QXQ�GHU�$SSUR[LPDWLRQ� GHU� 7UHSSHQIXQNWLRQHQ� ]X��'D� KLHUEHL� DXFK� ³:HUWH� LP�8QHQGOLFKHQ§
]XJHODVVHQ�ZHUGHQ�VROOHQ��P�VVHQ�ZLU� ]XQlFKVW� HUOlXWHUQ�� ZDV�:HUWH� LP�8QHQGOLFKHQ� EHL� NRPSOH[HQ� =DKOHQ
EHGHXWHQ�VROOHQ�XQG�ZLH�ZLU�GDV�5HFKQHQ�LP�8QHQGOLFKHQ�RKQH�*UHQ]ZHUWEHUWUDFKWXQJ�UHJHOQ�ZROOHQ�
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Einschub:

komplexe Zahlen: z(x,y) , x,y c R z=x+iy , i2 = –1

P j z=(x,y) = x+iy sei ein Punkt in der komplexen Zahlenebene.

S: CtS½ 






2

1
0,0,  durch z=x+iy x S(z):= 





++

+
++++ 22

22

2222 yx1

yx
,

yx1

y
,

yx1

x
 heißt

stereographische Projektion von P auf die Kugel.

u S: C t S½ 






2

1
0,0,  \ (0,0,1) ist bijektiv.

Die Umkehrabbildung S-1: S½ 






2

1
0,0,  \ (0,0,1) t C ist gegeben durch:

S-1: (n,g,f) x (x,y) mit 
ζ

η
ζ

ξ
-1

:y   ,   
-1

:x ==

Definiere z
¢
:= S-1(0,0,1) [z

¢
 ist keine komplexe Zahl!]

}{z ∞∪= CC    erweiterte komplexe Zahlenebene

},{- ∞∞∪=  RR erweiterte reelle Achse / Zahlengerade

Q Durchstoßpunkt

M=(0,0,½)
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Rechenregeln: 1)  z + z
¢
 = z

¢
 + z = z

¢
   , z c C

2)  z $ z
¢
 = z

¢
 $ z = z

¢
   , z c C , zg0

3)  z
¢
 + z

¢
 = z

¢

4) xz
¢
x = ¢

5)  
∞z

z
= 0   falls z c C

6)  
0

z
= z

¢
   für z c C , zg0

Vereinbarung:

∞=∑
∞

=1
jc

j

 für cj m0, cj c R 4 {¢}, falls ∑ jc  nicht konvergiert.

(3.7) Definition: Sei f: Rn
tC  eine Funktion. Dann heißt

1) w =∑
∞

=

⋅
1

Qj j
c

j

1  eine Hüllreihe zu f, wenn Qj offene Quader des Rn, cj m0 sind und

für jedes x c Rn gilt: xf(x)x[xw(x)x= ∑
∞

=

⋅
1

Qj (x)c
j

j

1

2) I(w):=∑
∞

=

⋅
1

jnj )(QVc
j

 der Inhalt der Hüllreihe  w =∑
∞

=

⋅
1

Qj j
c

j

1

3) yfy1:= inf {I(w): w Hüllreihe zu f} die L1-Halbnorm der Funktion f

Bemerkungen:

1) Jede Funktion f: Rn
tC  besitzt eine Hüllreihe w, nämlich w =∑

∞

=

⋅
1

Q j
1

j

1 , wobei

Qj:= 




−

2

j
,

2

j
% 





−

2

j
,

2

j
% ... % 





−

2

j
,

2

j
 für j c N, denn für x c Rn existiert ein k c N mit

x c Qk+r für alle r c N

u xf(x)x[ ∞=⋅∑
∞

+=
+

rkj

(x)1
rkQ1

yfy1 ist also definiert.

2) f: Rn
tC , daher ist auch xf(x)x= ¢ zugelassen, es kann auch I(w) = ¢ sein, da Hüllreihe

∑
∞

=

⋅
1

Q (x)1
j

j

1 =:w(x) nicht konvergieren muß.
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'DU�EHUKLQDXV�JHOWHQ�GLH�IROJHQGHQ�(LJHQVFKDIWHQ�

(3.8) Lemma: Sei c c C, f: Rn
tC , g: Rn

tC , dann gilt:
1) 0 [ yfy1 [ ¢
2) yc$fy1 = xcx$yfy1

3) yf+gy1 [ yfy1 +ygy1

4) yfy1 [ ygy1, wenn xf(x)x[xg(x)x, x c Rn

Beweis:

Da für jede Hüllreihe w =∑
∞

=

⋅
1

Qj j
c

j

1  wegen cjm0 stets I(w)m0 gilt, folgt 1) unmittelbar.

2) und 4) sind leicht eizusehen, während 3) ein Spezialfall der folgenden allgemeinen
Dreiecksungleichung (3.9) ist. q.e.d.

Beispiel:

A:= I1 % ... % Ij-1 %
{

Intervall
tes-j  

{c} % Ij+1 % ... % In ist ein Quader in der Hyperebene

H:= {(x1,...,xn) c Rn: xj=c} u Vn(A)=0

Sei e>0, Q
e
:= nj

ooo

I...
M3

c,
M3

-cI...I 11 ××






⋅
+

⋅
××× −

εε
,   k

o

I  Inneres von Ik, wobei

M:=∏
≠
=

n

jk
k 1

kk )a-(b , wenn Ik die Randpunkte ak<bk hat.

Dann gilt: Vn(Qe
) = εεε <⋅=

⋅
⋅⋅∏

≠
= 3

2

M3

2
)a-(b

1
kk

n

jk
k

Betrachte f:=1A g 0, dann ist w
e
:=1$1

εQ eine Hüllreihe zu f mit I(w
e
) < e u yfy1 = 0.

'DV� %HLVSLHO� ]HLJW�� GD�� y�y�� NHLQH� 1RUP� DXI� GHP� 9HNWRUUDXP� DOOHU� )XQNWLRQHQ� f: Rn
tC � GHILQLHUW�� 'LH

%HGHXWXQJ�YRQ�yIy� ��ZLUG�LP�=XVDPPHQKDQJ�PLW�GHU�'LVNXVVLRQ��EHU�1XOOPHQJHQ�QRFK�QlKHU�XQWHUVXFKW�

(3.9) Satz: (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung):

Für j c N sei fj: R
n
tR  eine Funktion mit fj(x)m0 für x c Rn. Dann gilt:

∑∑
∞

=

∞

=

≤
1

1j

11
j ff

jj
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Beweis:

Sei e>0, sei j c N. Zu fj wählen wir eine Hüllreihe wj =∑
∞

=
⋅

1
Qjk kj,

c
k

1 mit dem Inhalt

I(wj) =∑
∞

=
⋅

1
kj,njk )(QVc

k

[ yfjy1 + j2

ε
. Dann ist w:= ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

⋅=
1 1

Qjk
1

kj,
c

j kj
j 1ϕ eine Hüllreihe der

Funktion ∑
∞

=1
jf

j

 mit I(w) = ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

=⋅
1

j
1 1

kj,njk )I()(QVc
jj k

ϕ [ εε +≤





 + ∑∑

∞

=

∞

= 1
1

1
j1

f
2

f
jj

,

da e>0 beliebig und I(w) m
11

jf∑
∞

=j

, folgt die Behauptung. q.e.d.

1AA  (x) 11
nR

=∫ dx Sei T Treppenfunktion auf Rn; wir werden zeigen, daß

yTy1 = ∞<∫
nR

dxT(x) .

Erinnerung:

Treppenfunktion: T: Rn
tC , T=∑

=

⋅
s

j 1
Qj j

c 1

Qj disjunkte Quader, endliche Summe

charakteristische Funktion: 




∉
∈

=
j

j
Q Q      x 0

Q      x 1
:

j
1

∑∫
=

⋅=
s

j

dx
1

jnj )(QVcT
nR

Vn(Qj) n-dimensionales Volumen des Quaders Qj

y.y1 L1-Halbnorm auf der Menge der Treppenfunktionen

f: Rn
tC    Funktion

Dann ist die unendliche Reihe w =∑
∞

=

⋅
1

Qj j
c

j

1 , wobei cjm0, Qj offene Quader, aber nicht

notwendig disjunkt, eine Hüllreihe zu f, falls xf(x)x[w(x), I(w):=∑
∞

=

⋅
1

jnj )(QVc
j

,

yfy1:= inf {I( w) x w Hüllreihe zu f} = inf 












⋅=≤⋅ ∑∑
∞

=

∞

= 1
Qj

1
jnj j

c(x)f(x))(QVc
jj

1ϕ
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Wir werden nun zeigen: die L1-Halbnorm yTy1 einer Treppenfunktion T ist gleich dem
Integral der Treppenfunktion xTx. Zunächst wird diese Tatsache für die charakteristische
Funktion eines abgeschlossenen Quaders bewiesen, wobei die Vollständigkeit des Rn

verwendet wird.

(3.10) Fundamental-Lemma: Sei A abgeschlossener Quader im Rn. Dann gilt für die
charakteristische Funktion 1A

y1Ay1 = Vn(A) = ∫
nR

1 dx (x)A .

Beweis:

„[“:
Sei Q̀ Rn ein offener Quader mit A _ Q. Dann ist w0:=1$1Q eine Hüllreihe zu f=1A, so daß
yfy1 = y1Ay1 = inf {I( w): w Hüllreihe zu f} [ I(w0) = I(1Q) = Vn(Q).

Zu jedem e>0 existiert ein offener Quader Q
e
 mit Vn(Qe

) [ Vn(A)+e, daher gilt:
y1Ay1 [ Vn(Qe

) [ Vn(A)+e und damit y1Ay1 [ Vn(A).

„m“:
Um inf{I( w) x w Hüllreihe zu f=1A} = y1Ay1 m Vn(A) zu zeigen, zeigen wir, daß für jede
Hüllreibhe w von f=1A gilt: I(w) m Vn(A).
Also, sei e>0, dann gibt es zu x c A wegen w(x) mxf(x)x=x1A(x)x=1 einen Index N

e
(x) mit

∑
=

⋅
εN

j 1
Qj (x)c

j
1  m 1-e .

Da alle Quader Qj offen sind und obiges eine endliche Summe ist, gibt es eine offene

Umgebung U(x), so daß für alle y c U(x) ebenso gilt: ∑
=

⋅
εN

j 1
Qj (y)c

j
1  m 1-e.

Da A kompakt, existieren endlich viele Punkte x1,...,xp c A, so daß die Umgebungen
U(x1),...,U(xp) ganz A überdecken. Wähle N:=max{N

e
(x1),..., Ne

(xp)}, dann folgt

∑
=

⋅
N

j 1
Qj j

c 1 m (1-e)$1A und wegen Lemma (3.8) / 4) (Monotonie) gilt:

I(w)=∑
∞

=

⋅
1

jnj )(QVc
j

m∑
=

⋅
N

j 1
jnj )(QVc m (1-e)$Vn(A).

Mit et0 folgt I(w)mVn(A). q.e.d.

(3.11) Lemma: Für jede Treppenfunktion T auf Rn gilt

yTy1 = ∞<∫
nR

dxT(x) .
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Beweis:

o.B.d.A.: Sei T(x)m0 für alle x c Rn, da nach Definition von y.y1 (3.7) die Treppenfunktionen
T und xTx dieselbe L1-Halbnorm haben.

„[“:

Sei also T=∑
=

⋅
s

j 1
Q
~j

j
a 1  mit ajm0 und jQ

~
 paarweise disjunkt (möglicherweise abgeschl.)

Quader. Falls jQ
~

 nicht offen ist, so zerlege jQ
~

 disjunkt in jQ
~

 = Qj 4  Rk, wobei Qj der offene

Kern von jQ
~

 und Rk Quader, die auf dem Rand von Qj liegen, sind.

Für diese gilt Vn(Rk)=0. Also

T= ∑∑
==

⋅+⋅
t

k

s

j 1
Rk

1
Qj kj

dc 11 . Da T(x)m0 und alle Quader disjunkt, folgt cjm0, dkm0.

6HL�e!��EHOLHELJ��'D�MHGHU�4XDGHU�5N�LQ�HLQHU�+\SHUHEHQH�OLHJW��H[LVWLHUW�ZHJHQ�9Q�5N� ��HLQ�RIIHQHU�4XDGHU�5N

PLW�5N`5N
�XQG�9Q�5N
��[�e�

Dann ist w:= ∑∑
==

⋅+⋅
t

k

s

j 1
*Rk

1
Qj kj

dc 11  eine Hüllreihe zu T und

yTy1 [ I(w) = ∑∑
==

⋅+⋅
t

k

s

j 1
knk

1
jnj *)(RVd)(QVc [ ∑∑

==

⋅+⋅
t

k

s

j 1
k

1
jnj d)(QVc ε . Mit et0 erhält

man yTy1 [∑
=

⋅
s

j 1
jnj )(QVc [ ∫

nR

dxT(x) .

„m“:

Da T eine Treppenfunktion, existiert ein abgeschlossener Quader A mit U
s

j 1
jQ

~

=

` A, so daß

T(x)=0, für x v A.
Sei m:=max{T(x): x c Rn} = max{T(x): x c A}
Dann ist S:= m$1A-T eine Treppenfunktion auf Rn mit S(x)m0 für alle x c Rn und nach oben
gezeigtem („[“) gilt:

ySy1 [ ∫
nR

dxS(x) . Mit dem Fundamental-Lemma (3.10) folgt:

( ) ∫∫∫∫ −⋅=⋅=
nnnn RRRR

11 dxdxdxdx S(x)m(x)S-mT(x) AA

)10.3(

≤ ym$1Ay1 - ySy1 = yS+Ty1 - ySy1 = yTy. q.e.d.

,Q�GHU�7DW�LVW�y7y��DXI�GHU�0HQJH�GHU�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�DXI�R
n�HLQH�+DOEQRUP�

1DFK� GLHVHQ� 9RUEHUHLWXQJHQ� NRPPHQ� ZLU� ]XU� 'HILQLWLRQ� GHV� /HEHVJXH�,QWHJUDOV�� 'DV� /HEHVJXH�,QWHJUDO� ZLUG
]XQlFKVW�I�U�)XQNWLRQHQ�DXI�Rn�HLQJHI�KUW�XQG�GDQQ�I�U�)XQNWLRQHQ�DXI�7HLOPHQJHQ�GHV�Rn��'DEHL�EHWUDFKWHQ
ZLU�)XQNWLRQHQ��GLH�E]JO��GHU�/��+DOEQRUP�GXUFK�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�EHOLHELJ�JHQDX�DSSUR[LPLHUW�ZHUGHQ�N|QQHQ�



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

(3.12) Definition: Eine Funktion f: Rn
tC  heißt Lebesgue-integrierbar über Rn (kurz:

integrierbar ), wenn es eine Folge (Tj)j c N von Treppenfunktionen Tj auf Rn gibt mit

∞→j
lim yf-Tjy1=0. Die komplexe Zahl ∫

nR

dx f(x) = ∫∞→
nR

dx
j

(x)Tlim j  heißt dann das

Lebesgue-Integral von f.

Schreibweisen sind ebenfalls ∫ xd nf(x)  oder ∫ dxf .

Da für Treppenfunktionen T: Rn
tC, S: Rn

tC stets gilt

∫∫∫ ≤−
nnn RRR

dxdxdx S(x)-T(x)S(x)T(x)
)11.3(

= yT-Sy1 [yT-fy1 + yf-Sy1, ist die Folge

NRn
  j

j (x)T
∈











∫ dx  eine Cauchyfolge in C, also konvergent in C (da C vollständig) und der

Grenzwert ∫∞→
nR

dx
j

(x)Tlim j  ist unabhängig von der approximierten Folge (Tj)j. Somit ist (3.12)

wohldefiniert.

Bemerkung:

1) Jede Treppenfunktion T auf Rn ist auch Lebesgue-integrierbar auf Rn und das Lebesgue-
Integral stimmt mit dem Integral der Treppenfunktion im Sinne der Definition (3.4)
überein.

2) Aus 
1jT-flim

∞→j
=0 kann i.a. nicht (x)T-f(x)lim j∞→j

=0 für jeden Punkt x c Rn gefolgert

werden (d.h.: yfy1 u f=0).
Später wird gezeigt, daß jedoch eine geeignete Teilfolge von (Tj)j existiert, die fast überall
punktweise gegen f konvergiert (f(x)=0 für alle x c Rn \ M, M Nullmenge)

Eigenschaften Lebesgue-integrierbarer Funktionen (vgl. (1.4) und (3.5))

(3.13) Satz: Seien f: Rn
tC , g: Rn

tC  Lebesgue-integrierbar über Rn und ¹,º c C.
Dann gilt:

1) xfx: Rn
tR  mit xfx(x):=xf(x)x, x c Rn ist Lebesgue-integrierbar über Rn und es

gilt: 
1

ff(x)f(x) =≤ ∫∫
nn RR

dxdx < ¢

2) ¹$f+º$g und f  mit f (x):=f(x) , x c Rn sind Lebesgue-integrierbar über Rn mit

( ) ∫∫∫ ⋅+⋅=⋅+⋅
nnn RRR

dxdxdx g(x)f(x)(x)gf βαβα  sowie

∫∫ =
nn RR

dxdx f(x)(x)f

3) Sind f und g reellwertig mit f(x)[g(x) für alle x c Rn, so gilt ∫∫ ≤
nn RR

dxdx g(x)f(x)

4) Wenn g beschränkt ist (d.h. es existiert M>0, so daß xg(x)x[ M, x c Rn), so ist f)g
Lebesgue-integrierbar
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Beweis:

ad 1)

Sei (Tj)j eine Folge von Treppenfunktionen mit 0T-flim
1j =

∞→j
. Da xxfx-xTjxx[xf-Tjx folgt

aus der Monotonie von y.y1 (Lemma (3.8)) yxfx-xTjxy1 [yf-Tjy1, also 
∞→j

lim yxfx-xTjxy1 = 0.

Somit ist xfx auf Rn Lebesgue-integrierbar und

∫∫∫∫ =≤=
∞→∞→

nnnn RRRR

dxdxdxdx
jj

f(x)Tlim(x)Tlimf(x) jj .

Da yfy1 – yf-Tjy1 [ yTjy [ yfy1 + yf-Tjy1 und ∫∫ ==
∞→∞→

nn RR

dxdx
jj

(x)f(x)TlimTlim j1j , folgt

unmittelbar yfy1 [ ∫
nR

dx(x)f [ yfy1.

ad 2)
Seien (Tj)j und (Sk)k Folgen von Treppenfunktionen mit 

∞→j
lim yf-Tjy1=0 und 

∞→k
limyg-Sky1=0,

dann gilt 
∞→j

lim y¹$f+º$g-(¹$Tj +º$Sj)y1 = 
∞→j

lim y¹$f-¹$Tj +º$g-º$Sjy1

     [ 
∞→j

lim x¹x$yf-Tjy1 + 
∞→j

lim xºx$yg-Sjy1 = 0 sowie

∞→j
lim y jT-f y1=0, ferner gilt ∫∫ =

nn RR

dxdx  (x)T (x)T jj

ad 3)

Wegen 1) gilt 0 [ yg-fy1 = ( )∫∫ =
nn RR

dxdx  f(x)-g(x) (x)f-g

ad 4)

Sei e>0, wir wählen eine Treppenfunktion T auf Rn mit yf-Ty1 [
M2 ⋅

ε
sowie eine Treppen-

funktion S auf Rn mit yg-Sy1 [ µ
ε
⋅2

, wobei l>0 eine Konstante mit xT(x)x[ l für alle x c Rn

ist. Dann gilt
yf$g-T$Sy1 = yf$g-T$g+T$g-T$Sy1 [ yf$g-T$gy1 + yT$g-T$Sy1 [ M$yf-Ty1 + l$yg-Sy1

                  [ 
2

ε
+

2

ε
= e, also ist f$g integrierbar q.e.d.

(3.14) Korollar: f: Rn
tC  ist genau dann über Rn Lebesgue-integrierbar, wenn Re(f) und

Im(f) über Rn Lebesgue-integrierbar sind. In diesem Fall gilt

∫∫∫ ⋅+=
nnn RRR

dxdxdx  Im(f)i Re(f) f .
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(3.15) Korollar: Sind f: Rn
tR und g: Rn

tR über Rn Lebesgue-integrierbar, so sind auch
folgende Funktionen über Rn Lebesgue-integrierbar:

1) max(f,g):= ( )( )g-fgf
2

1 ++

2) min(f,g):= ( )( )g-fgf
2

1 −+

3) f +:= max (f,0)      positiver Anteil von f
4) f –:= max (-f,0)      negativer Anteil von f
Es gilt: f = f + – f – (wobei f +

m0 und f – 
m0)

Triviale Fortsetzung von fA:

f: A`Rn
tC , dazu fA: Rn

tC mit fA(x):=




∈
∈

A     n x        wen0

A    wenn x           f(x)
nR

(3.16) Definition: Sei A`Rn eine Teilmenge. Eine Funktion f: AtC  heißt über A
Lebesgue-integrierbar, wenn ihre triviale Fortsetzung fA: Rn

tC  über Rn Lebesgue-

integrierbar ist. In diesem Fall heißt ∫∫ =
nR

dxdx
A

 f f A  das Lebesgue-Integral von f

über A. Wir setzen dann: yfy1,A :=yfAy1.

6DW]��������VRZLH�.RUROODU��������XQG��������JHOWHQ�VLQQJHPl��DXFK�EHL�GHU�,QWHJUDWLRQ��EHU�HLQH�0HQJH�$`5Q�

,QVEHVRQGHUH�ELOGHW�GLH�0HQJH�L��$��DOOHU��EHU�$�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHQ�NRPSOH[ZHUWLJHQ�)XQNWLRQHQ�HLQHQ

9HNWRUUDXP��EHU�&��)�U�MHGH��EHU�$`5Q�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDUH�)XQNWLRQ�I�JLOW�yIy��$� ∫
A

dx f(x) �

'HU� IROJHQGH� 6DW]� ]HLJW�� GD�� I�U� 5HJHOIXQNWLRQHQ� I�� >D�E@t&� GDV� LQ� .DSLWHO� �� HLQJHI�KUWH� ,QWHJUDO�PLW� GHP
/HEHVJXH�,QWHJUDO��EHU�$� >D�E@��EHUHLQVWLPPW�

(3.17) Satz: Eine Regelfunktion f: [a,b]tC ist über A:=[a,b] Lebesgue-integrierbar und es

gilt: ∫∫ =
b

aA

dxdx  f(x) f .

Beweis:

Sei g: A=[a,b]tC eine beliebige Funktion, sei gA: RtC ihre triviale Fortsetzung. Dann gilt
ygAy¢ = 

b][a, x 
sup
∈

xg(x)x= ygy
¢
.

Ferner gilt für x c R xgA(x)x[ ygAy¢$x1A(x)x[ ygAy¢$1A(x) u xgAx[ygy
¢
$1A.

Mit Lemma (3.8) 4) u ygAy1 [ygy
¢
$y1Ay1

u (Fundamental-Lemma (3.10)) ygAy1 [ygy
¢
$V(A) = ygy

¢
$V([a,b]) = ygy

¢
$(b–a).

Für eine Regelfunktion f: [a,b]tC und eine Folge von Treppenfunktionen Tj auf [a,b]=A mit
yf-Tjy¢ t 0 für jt¢ gilt dann entsprechend für ihre trivialen Fortsetzungen die Abschätzung
yfA-Tj,Ay1 [ (b–a)$yf-Tjy¢ u 

∞→j
lim yfA-Tj,Ay1 = 0
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u fA ist über R Lebesgue-integrierbar mit

∫∫∫∫∫ ====
∞→∞→

b

a

b

a
jj

A

dxdxdxdxdx  f(x)TlimTlimf f jAj,A

RR

. q.e.d.

'D�MHGH�5HJHOIXQNWLRQ�I��>D�E@t5��E]Z��&��DXFK�5LHPDQQ�LQWHJULHUEDU��EHU� >D�E@�LVW�XQG�GDV�5LHPDQQ�,QWHJUDO
PLW� GHP� ,QWHJUDO� GHU� 5HJHOIXQNWLRQHQ� �EHUHLQVWLPPW�� IDOOHQ� I�U� 5HJHOIXQNWLRQHQ� GLH� GUHL� ,QWHJUDOEHJULIIH
]XVDPPHQ��G�K��HV�JLOW

IR(f) = 
∞→n

lim R(Zn,Bn,f) = ∫∫
=

=
b][a,A

 f(x) f(x) dxdx
b

a

.
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§ 2 Uneigentliche Integrale und Lebesgue-Integral, die „kleinen“ Sätze
von Beppo Levi und Fubini

,Q� GLHVHP� $EVFKQLWW� ZLUG� HLQ� HLQIDFKHV� KLQUHLFKHQGHV� .ULWHULXP� HQWZLFNHOW�� GDV� HLQH� XPIDQJUHLFKH� .ODVVH
LQWHJULHUEDUHU�)XQNWLRQHQ�OLHIHUW�XQG�DOV�9RUVWXIH�GHV�6DW]HV�YRQ�%��/HYL�DQJHVHKHQ�ZHUGHQ�NDQQ��(V�HUP|JOLFKW�
GHQ�=XVDPPHQKDQJ� ]ZLVFKHQ� GHU� /HEHVJXH�,QWHJULHUEDUNHLW� XQG� GHU� XQHLJHQWOLFKHQ� ,QWHJULHUEDUNHLW� ]X� NOlUHQ�
)HUQHU� ZLUG� PLW� +LOIH� HLQHU� 9RUVWXIH� GHV� 6DW]HV� YRQ� )XELQL� HLQ� 5HGXNWLRQVYHUIDKUHQ� ]XU� %HUHFKQXQJ� HLQHV
/HEHVJXH�,QWHJUDOV�KHUJHOHLWHW�

(3.18) Satz: („kleiner“ Satz von B. Levi):
Sei f: Rn

tR  eine Funktion. Es gebe eine monoton wachsende Folge (Tj)j von
Treppenfunktionen auf Rn mit den Eigenschaften:
1) für jedes x c Rn gilt f(x)=

∞→j
lim Tj(x)

2) es gibt eine Konstante M>0, so daß MTj ≤∫
nR

dx  für j c N. Dann ist f Lebesgue-

integrierbar über Rn mit ∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
j

jTlim f

Beweis:

f-Tj =
∞→m

lim (Tm+1-Tj) =
∞→m

lim ( ) ( )∑∑
∞

=
+

=
+ =

jk

m

jk
k1kk1k T-TT-T

u (Dreiecksungleichung (3.9) und (3.11))

yf-Tjy1 = ∑ ∫∑∑
∞

=
+

∞

=
+

∞

=
+ =≤

jkjkjk

dx
nR

(x)T-(x)TT-TT-T k1k1k1k

)9.3(

1

k1k

 =∑ ∫∫
∞

=
+ 










−

jk

dxdx
nn RR

 (x)T (x)T k1k .

Die Folge 
k

dx









∫ +

nR

 (x)T 1k  ist monoton wachsend und beschränkt, konvergiert also gegen eine

Zahl I u yf-Tjy [ I – ∫
nR

dxjT  u 0 [
∞→j

lim yf-Tjy1 [
∞→j

lim (I- ∫ dxjT ) = 0. q.e.d.

$OV� )ROJH� GLHVHV� 6DW]HV� N|QQHQ� ZLU� GDV� 9HUKlOWQLV� YRQ� /HEHVJXH�,QWHJUDO� XQG� XQHLJHQWOLFKHP� ,QWHJUDO� YRQ
5HJHOIXQNWLRQHQ�JHQDXHU�XQWHUVXFKHQ��'DEHL�VW�W]HQ�ZLU�XQV�DXI�GDV�IROJHQGH

(3.19) Lemma: Sei Ì R ein Intervall. Sei f: ItR eine Regelfunktion mit f(x)m0. Sei (Ij)j eine
Folge von kompakten Teilintervallen Ij`I mit Ij`Ij+1 und I=U

j
jI . Dann existiert eine

Folge (Tj)j von Treppenfunktionen auf R mit
1) Tj(x) [ Tj+1(x) , x c R

2) f(x)-
j

1
 [ Tj(x) [ f(x) für x c Ij

3) Tj(x)=0 für x c R \ Ij
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Beweis:

Sei j c N. Dann existiert auf dem kompakten Intervall Ij eine Treppenfunktion Sj mit

f(x)-
j

1
 [ Sj(x) [ f(x) für alle x c Ij (Approximationssatz (1.10)). Sei jS

~
 die triviale Fort-

setzung von Sj auf R. Die Funktion Tj:=max{ 1S
~

, ... , jS
~

}, j c N, leistet das Behauptete.

q.e.d.

(3.20) Satz: Sei I:=(a,b) mit –¢[a<b[¢ ein offenes Intervall. Sei f: ItC eine Regelfunktion
auf I. f ist genau dann über I Lebesgue-integrierbar, wenn f über I uneigentlich

absolut-integrierbar ist. In diesem Fall gilt: ∫∫ =
b

aI

dxdx  f(x)f .

Beweis:

Wegen (3.12) sei o.B.d.A. f  reellwertig. Sei f über I Lebesgue-integrierbar. Seien Ij:=[aj,bj],

j c N, mit Ij`Ij+1, Ij`I und I=U
∞

=1
jI

j

.

Dann ist xfx nach (3.13) über I Lebesgue-integrierbar.

Mit (3.17) u ∫∫∫ ≤=
II

b

a

dxdxdx
j

j

j

f(x)f(x) f(x)  für j c N

u ∫∫ ≤
I

b

a

dxdx  f(x) f(x) .

Existiert umgekehrt das Regelintegral ∫
b

a

dxf(x) , dann existieren auch ∫ +
b

a

dx (x)f  und

∫ −
b

a

dx (x)f .

Also ist zu zeigen, daß f Lebesgue-integrierbar ist für den Spezialfall, daß fm0.
Nach Lemma (3.19) wählen wir eine Folge (Tj)j von Treppenfunktionen auf R mit den drei

angegebenen Eigenschaften. Da Tj(x)[f(x) und f(x)-
j

1
 [ Tj(x), ist auch die Folge 

j

dx





∫
R

jT

beschränkt mit ∫∫ ≤
b

a

dxdx  f(x)Tj

R

∫∫∫ ≤≤⇒
∞→

b

a
j

b

a

dxdxdx  f(x) (x)Tlim f(x) j

1 Teil

R

. q.e.d.
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Beispiel:

f: RtR mit f(x):=






≠
=

0x     wenn 
x

sin x
0n x       wen1

u f ist über R uneigentlich integrierbar, da für R>1 ∫∫ −−=
RR

dxdx
1

2
1 x

 xcos

R

R cos
1cos

x

sin x

und ∞<≤ ∫∫ ∞→∞→

R

R

R

R
dxdx

1
2

1
2  x

1
lim

x

 xcos
lim , so daß ∞<+= ∫∫∫ ∞→∞→

R

R

R

R
dxdxdx

1

1

00 x

sin x
lim

x

sin x

x

sin x
lim ,

und da ∫∫ =
−

R

R

dydx
0

0

y

ysin 

x

sin x
 und somit

∫∫∫∫∫∫∫ ∞→
>
→

−

−>
→

−
∞→

∞

∞−

∞

∞−

+++=+=
R

R
R

R
dxdxdxdxdxdxdx

1

1

0
0

10
0

1

0

0

 f(x)lim f(x)lim f(x)lim f(x)lim f(x) f(x) f(x)
αα

α

α

α
α

f ist nicht uneigentlich absolut-integrierbar, denn für x c (ko , (k+1)o) gilt:

πππ

π

π

π

π 1)(k

2
sin x

1)(k

1

x

sin x
      

1)(k

1

x

1
)1(1)(k

k +
=⋅

+
≥⇒

+
≥ ∫∫

++ k

k

dxdx

u ∑∫
=

+

+
⋅≥

k

j

k

dx
0

)1(

0 1j

12

x

sin x

π

π

.

(V�IROJHQ�QXQ�$QZHQGXQJHQ�GHV�NOHLQHQ�6DW]HV�YRQ�%��/HYL�]XU�PHKUGLPHQVLRQDOHQ�,QWHJUDWLRQ��'DEHL�EHQXW]HQ
ZLU�GLH�IROJHQGH�6SUHFKZHLVH�

(3.21) Definition: Sei ) (A, R ) die Menge aller Funktionen auf ÀRn in R .

Sei Ã g )0 ` F(A,R ) eine Teilmenge. Eine Funktion h: AtR  mit
h(x):=sup{f(x): f c )0} für x c A heißt die obere Einhüllende von )0.

,VW� )0 ={fj: j c N} `� )(A, R ) HLQH� DE]lKOEDUH� 7HLOPHQJH� XQG� LVW� gj: AtR  GHILQLHUW� GXUFK
gj(x):=max{f1(x),...,fj(x)} I�U�[�c�$���VR�JLOW�gj(x)[gj+1(x) I�U�[�c�$�XQG�M�c�N.
h(x)=

∞→j
lim gj(x) I�U�[�c�$�LVW�GDQQ�GLH�REHUH�(LQK�OOHQGH�]X�)0.

(3.22) Lemma: Sei U`Rn offen. Sei f: UtR stetig mit f(x)m0 für x c U. Dann gibt es eine
Folge (Tj)j von Treppenfunktionen Tj auf Rn mit Tj(x)[Tj+1(x), x c Rn, j c N, so daß
fU(x)=

∞→j
lim Tj(x) für x c Rn, fU triviale Fortsetzung von f.
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Beweis:

Sei a c Rn, r>0, sei Wr(a):= [a1-r,a1+r] % ... % [an-r,an+r] ein achsenparalleler abgeschlossener
Würfel. Wr(a) heiße rational, wenn a c Qn, r c Q.
Sei 70 die Menge aller Treppenfunktionen auf Rn der Gestalt Tr,a = mr,a$ )(Wr a1 , wobei

Wr(a)̀ U ein rationaler Würfel und mr,a= min{f(x): x c Wr(a)}.

Zu zeigen: Für alle T c 70 gilt T(x) [ fk(x), x c Rn, denn:
x c Rn, x v U, u Tr,a(x) = 0 [fU(x), da Wr(a)̀ U.
Ist x c U u für alle rationalen Würfel Wr(a)̀ U.
Tr,a = mr,a$ )(Wr a1 (x) [ f(x) [ fU(x).

f ist stetig,, zu x c Rn und e>0 existiert ¼>0 mit ¼ c Q, so daß xf(x)-f(y)x< e für alle
y c K¼(x)={z c Rn: yx-zy2<¼}.

Zu zeigen: K¼(x) enthält einen rationalen Würfel Wr(a): denn zu x c Rn wähle a c Qn mit

xxj-ajx<
n2

δ
; j c {1,...,n}

u yx-ay2<
2

δ
. Sei y c (a)W

0r

u yx-yy2 [ yx-ay2 + ya-yy2 < ¼  wenn r0:=
n4

δ

Da für r1 c Q mit r1<r0:=
n4

δ
 stets x c (a)W

1r
 ` K¼(x) ` U,

gilt für alle y c (a)W
1r

 xf(x)-f(y)x< e

u f(x)-e < f(y) für alle y c (a)W
1r

 u f(x)-e [ a,r1
m

u f(x)-e [ a,r1
m $ )(W

0r
a1 = a,r1

T

u fU(x)-e [ a,r1
T (x) [ fU(x), x c Rn

Wegen T(x)[fU(x) für alle T c 70 folgt dann fU=sup{T: T c 70}, also ist fU obere
Einhüllende einer abzählbaren Teilmenge von Treppenfunktionen. Nach den Bemerkungen
im Anschluß an Definition (3.21) folgt deshalb die Behauptung. q.e.d.

(3.23) Satz: Sei A eine offene (oder abgeschlossene) Teilmenge, die beschränkt ist.
Sei f: AtC stetig und beschränkt. Dann ist f über A Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

o.B.d.A. gelte f(x)m0:
1. Fall:
Sei A offen und beschränkt, sei fA triviale Fortsetzung von f. Nach Lemma (3.22) existiert
eine Folge (Tj)j von Treppenfunktionen Tj auf Rn mit Tj[Tj+1 und fA(x)=

∞→j
lim Tj(x), x c Rn.

Wähle einen Quader Q̀Rn mit A`Q und eine obere Schranke M für f.
Dann gilt: Tj [ M$1Q

u ∫
nR

dxjT [ M$Vn(Q); j c N

u B. Levi (3.18) liefert, daß fA über Rn Lebesgue-integrierbar ist.



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

2. Fall:
Sei A abgeschlossen und beschränkt, d.h. kompakt. f ist stetig auf A, also auch beschränkt auf

A. Tietzes Fortsetzungssatz liefert eine Funktion f
~

: Rn
tC, so daß f

~
 stetig und beschränkt

auf Rn ist mit f
~

(x)=f(x) für x c A. Wähle offenen Quader Q̀Rn mit A`Q, wende 1. Fall auf
Q an.f

~
 ist auf Q beschränkt

u für die triviale Fortsetzung fA= ⋅− QQ f
~

f
~

1Q\ A gilt: Qf
~

 und 1Q\ A sind nach dem 1. Fall

Lebesgue-integrierbar, also auch fA.
q.e.d.

,P�%HZHLV�GLHVHV�6DW]HV�ZXUGH�YRQ�6DW]���������%��/HYL��QXU�GLH�7DWVDFKH�GHU�,QWHJULHUEDUNHLW�GHU�*UHQ]IXQNWLRQ

DXVJHQXW]W�� 'XUFK� .RPELQDWLRQ� GHU� )RUPHO� ∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
j

 (x)Tlim f(x) j � PLW� GHP� 6DW]� YRQ� )XELQL� I�U

7UHSSHQIXQNWLRQHQ��.RUROODU��������HUKDOWHQ�ZLU�DXFK�HLQ�5HGXNWLRQVYHUIDKUHQ�]XU�%HUHFKQXQJ�GHV�,QWHJUDOV�

(3.24) Satz: („kleiner“ Satz von Fubini ):
Sei A`Rn

%Rm eine offene und beschränkte Teilmenge (bzw. eine kompakte
Teilmenge). Sei f: AtC stetig und beschränkt. Dann gilt:
1) für jedes y c Rm mit ÃgAy:={x c Rn: (x,y) c A} ist fy: Ay`Rn

tC mit fy(x)=f(x,y)
über Ay Lebesgue-integrierbar. Ferner ist die Funktion F: Rm

tC mit







∅=

∅≠
=

∫
y

y

Afür             0       

Afür       y)f(x,
:F(y) yA

dx

Lebesgue-integrierbar auf Rm, und es gilt:

∫ ∫∫∫ 











==

⊆m n
y

m R RAR

dydxdyyxd
A

 y)f(x, F(y)),( y)f(x,

2) für jedes x c Rn mit ÃgAx:={y c Rm: (x,y) c A} ist fx: Ax`Rm
tC mit fx(y)=f(x,y)

über Ax Lebesgue-integrierbar. Ferner ist die Funktion G: Rn
tC mit







∅=

∅≠
= ∫

x

x

Afür             0       

Afür       y)f(x,
:G(x)

xA

dy

über Rn Lebesgue-integrierbar. Es gilt:

∫ ∫∫∫ 









==

⊆n m
x

n R RAR

dxdydxyxd
A

 y)f(x, G(x)),( y)f(x,

Beweis:

Für A offen und beschränkt: o.B.d.A.: fm0
Sei fA triviale Fortsetzung von f, dann existiert (Tj)j, Tj Treppenfunktion auf Rn

%Rm mit
Tj[Tj+1 und fA(x,y)=

∞→j
lim Tj(x,y) für (x,y) c Rn

%Rm. Sei y c Rm, die Treppenfunktionen Tj,y mit

Tj,y(x)=Tj(x,y) bilden eine monoton wachsende Folge mit 
∞→j

lim Tj, y(x) = 
∞→j

lim Tj(x,y) = fA(x,y),

und die Folge 
j

yj,  (x)T 









∫

nR

dx  ist beschränkt
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u F(y) = 
∞→j

lim ∫
nR

dx (x)T yj,

Zu zeigen: F(y) ist Lebesgue-integrierbar. Mit Hilfe von Satz (3.23):

Sj: Rm
tR mit Sj(y):= ∫

nR

dx (x)T yj,  sind Treppenfunktionen auf Rm, und (Sj)j konvergiert

monoton gegen F.

Ferner ist 
j

j  (y)S 









∫

mR

dy  beschränkt.

Satz von Fubini für Treppenfunktionen und weil Tj,y[fA, liefert nämlich

∫ ∫∫ 









=

m nm R RR

dydxdy  (x)T (y)S yj,j = ∫∫
××

≤
mnmn RRRR

),( y)(x,f),( y)(x,T Aj yxdyxd

B. Levi liefert, daß F Lebesgue-integrierbar ist mit den angegebenen Eigenschaften.
q.e.d.

Beispiele:

1) f: [a,b]%[c,d]tR sei stetig auf [a,b]%[c,d]=:A`R2.

∫ ∫∫ ∫∫ 





=





=

d

c

b

a

b

a

d

cA

dydxdxdyyxd  y)f(x, y)f(x,),( y)f(x,

2) A=[1,2]%[0,1] f(x1,x2):=
2

2
1 xx1

1

+
Ð für x2 c [0,1]:

F(x2) = ∫ +

2

1

1

2
2
1 xx1

1
dx

=

( ) ( )








≠−⋅=
+

⋅

=

∫ 0   wenn x)xarctan()x2arctan(
x

1

xx1

x

x

1

0  x      wenn                                                                                          1       

222

2

2

1

12

12

2

2

2

dx

F(0) = 1 =
2

22

0x x

)xarctan()x2arctan(
lim

2

−
→

, daher ist F auf [0,1] stetig

u ∫∫ =
1

0

222121  )F(x),( )x,f(x dxxxd
A

mit Aufwand zu berechnen !!!

Ð für x1 c [1,2]:

G(x1) = [ ] )x1(ln
x

1
)xx1(ln

x

1

xx1

x

x

1

xx1

1 2
12

1

1x

0x2
2
12

1

1

0

2

2
2
1

2
1

2
1

1

0

2

2
2
1

2

2
+⋅=+⋅=

+
⋅=

+
=
=∫∫ dxdx

u 
2

2arctan2
5

2
ln

x

)x(1ln
 )G(x),( )x,f(x

2

1

12
1

2
1

2

1

112121

π−⋅+==
+

== ∫∫∫ Kdxdxxxd
A
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3) Sei A`R%Rn-1 eine Teilmenge, für y c Rn-1 (y = (y1,...,yn-1)) sei
Ay={x c R: (x,y) = (x;y1,...,yn-1) c A} ein Intervall oder leer. Dann heißt A einfach bzgl.
y = (y1,...,yn-1) bzw. Normalbereich bzgl. y = (y1,...,yn-1)
Sei A kompakt, sei B:={y c Rn-1: AygÃ}, dann gilt für y c B: Ay=[x1(y),x2(y)]

∫ ∫∫ −− 









=

B

n

A

n yyddxyyxd ),...,( y)f(x,),...,,( y)f(x, 11

(y)x

(y)x

11

2

1

4) A= (0)K r `R2 , (0)K r = (x,y): x2+y2
[r2}

x2 + y2 
[ r2   u   x2 

[ r2 - y2 , wenn xyx[ r
u Ay={x c R: (x,y) c A}={x c R: x2+y2

[r2}

Ay= [ ]2222 y-r,y-r-  für xyx[ r

u ∫ ∫∫
− −













=

r

rA

dydxyxd

22

22

y-r

y-r

 y)f(x,   ),( y)f(x,

5) Sei A der im 1. und 4. Oktanden gelegene Teil einer Vollkugel mit Radius 3. Sei f: R3
tR

gegeben durch f(x1,x2,x3) = x1$x2$x3

Berechne ∫
A

xxxd ),,( )x,x,f(x 321321

A={(x 1,x2,x3) c R3: x1
2+x2

2+x3
2
[9, x1m0, x3m0}

u 0 [ x3 [ )x(x-9 2
2

2
1 +

Mit B={(x 1,x2) c R2: x1
2+x2

2
[9} folgt:

∫ ∫∫ 












⋅⋅=⋅⋅

+

BA

xxddxxxxd ),(xx   x),,(xxx 21

)x(x-9

0

3321321321

2
2

2
1

= ∫ ∫∫
− 












 +
⋅⋅=

+
⋅⋅

3

3

2

x-9

0

1

2
2

2
1

2121

2
2

2
1

21

2
2

2

)x(x-9
xx),(

2

)x(x-9
xx dxdxxxd

B

6) Volumen des Eikörpers:

Vei={(x1,x2,x3) c R3: 1
c

x

b

x

a

x
2

2
3

2

2
2

2

2
1 ≤++ } mit a>0,b>0,c>0

Vei = 2$Vob, wobei Vob={(x1,x2,x3) c Vei: x3m0}

0 [ x3 [ 





+⋅

2

2
2

2

2
1

b

x

a

x
-1c =: f(x1,x2)

Vob= ∫
B

xxd ),( )x,f(x 2121 , wobei B:={(x1,x2) c R2: 1
b

x

a

x
2

2
2

2

2
1 ≤+ }

Vob= ∫ 





+⋅

B

212

2
2

2

2
1 ),(

b

x

a

x
-1c xxd = ∫ ∫

−

⋅

⋅ 























+⋅

b

b

dxdx 2

b

x
-1a

b

x
-1a-

12

2
2

2

2
1

2

2
2

2

2
2

b

x

a

x
-1c   

= ... = cba
3

2 ⋅⋅⋅π

9HL D$E$F$
3
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$o���'LHVHV�,QWHJUDO�Ol�W�VLFK�PLW�+LOIH�GHU�6XEVWLWXWLRQVUHJHO�VHKU�YLHO�HLQIDFKHU�EHUHFKQHQ�
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§ 3 Meßbarkeit von Teilmengen des 5Q, Mengen vom Lebesgue-Maß 0

'DV�/HEHVJXH�,QWHJUDO�YHUVHW]W�XQV�MHW]W�LQ�GLH�/DJH��HLQHQ�VHKU�DOOJHPHLQHQ�,QKDOWVEHJULII�HLQ]XI�KUHQ��GHU�GHP
)OlFKHQLQKDOW�E]Z��9ROXPHQ�YRQ�3XQNWPHQJHQ�LQ�GHU�(EHQH�E]Z��LP�5DXP�HQWVSULFKW��ZHQQ�GLHVH�0HQJHQ� LQ
HQGOLFK�YLHOH�'UHLHFNH�E]Z��7HWUDHGHU�]HUOHJW�ZHUGHQ�N|QQHQ�

(3.25) Definition: Eine Teilmenge A`Rn heißt Lebesgue-meßbar (kurz: meßbar), wenn
die Funktion 1: AtR mit 1(x)=1, x c A, Lebesgue-integrierbar ist.

Die Zahl Vn(A) = ∫∫ =
nR

A1 1 dxdx
A

  heißt dann das n-dimensionale Volumen von A

(oder das Lebesgue-Maß von A). Die leere Menge habe das Lebesgue-Maß 0.

Ist A=Q ein Quader der Rn 
)10.3(

⇒  Vn(A)=Vn(Q)   [vgl.(3.1)]

(3.26) Satz: (Eigenschaften des Lebesgue-Maßes):
Sind A,B ` Rn Lebesgue-meßbar und sind A1,...,Am ` Rn Lebesgue-meßbar.
Dann gilt:
1) A4B und A3B sind Lebesgue-meßbar und es gilt

Vn(A4B)=Vn(A)+Vn(B)-Vn(A3B); insbesondere gilt Vn(A4B)=Vn(A)+Vn(B),
wenn Vn(A3B)=0

2) Vn(A)[Vn(B) wenn À B

3) A1 4 ... 4 Am ist Lebesgue-meßbar mit Vn(A)= ∑
=

m

j 1
jn )(AV , wenn A=U

m

j 1
jA

=

 und

Vn(Ai 3 Aj) = 0 für igj

:LU�ZHUGHQ�VHKHQ��GD��GLH�$GGLWLYLWlW�GHV�/HEHVJXH�0D�HV�DXI�DE]lKOEDU�YLHOH�0HQJHQ�PLW�∑
∞

=

∞<
1

jn )(AV
j

DXVJHGHKQW�ZHUGHQ�NDQQ��r�$GGLWLYLWlW�GHV�/HEHVJXH�0D�HV��
:HOFKH�0HQJHQ�VLQG�GHQQ�/HEHVJXH�PH�EDU"�8QPLWWHOEDU�DXV��������IROJW

(3.27) Satz: Jede offene (bzw. abgeschlossene) und beschränkte Teilmenge des Rn ist
Lebesgue-meßbar.

:LH� ODVVHQ� VLFK� 9ROXPLQD� YRQ� 7HLOPHQJHQ� $`Rn
� PLW� +LOIH� YRQ� 9ROXPLQD� EHNDQQWHU� 0HQJHQ� GHV� Rn

EHUHFKQHQ"�'HU�NOHLQH�6DW]�YRQ�)XELQL�OLHIHUW�HLQ�Q�W]OLFKHV�5HNXUVLRQVYHUIDKUHQ�]XU�%HUHFKQXQJ�YRQ�9ROXPLQD�
HV�NDQQ�DXI�IROJHQGH�:HLVH�IRUPXOLHUW�ZHUGHQ�

(3.28) Korollar: Sei À Rn+m eine offene (bzw. abgeschlossene) und beschränkte Teilmenge.

Dann gilt: Vn+m(A)= ∫
mR

dy )(AV yn , wobei Ay:={x c Rn: (x,y) c A}.
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,QVEHVRQGHUH�JLOW�GDV�IROJHQGH�QDFK�%��&DYDOLHUL�EHQDQQWH�3ULQ]LS

(3.29) Korollar: (Prinzip von Cavalieri):
Zwei kompakte Mengen A,B ` Rn+m haben dasselbe (n+m)-dimensionale Volumen,
wenn für jedes y c Rm die Schnittmengen Ay:={x c Rn: (x,y) c A} und
By:={x c Rn: (x,y) c B} dasselbe n-dimensionale Volumen besitzen.

:LH�GDV�9ROXPHQ�HLQHU�NRPSDNWHQ�RGHU�RIIHQHQ�XQG�EHVFKUlQNWHQ�0HQJH�PLW�+LOIH�YRQ�9ROXPLQD�YRQ�4XDGHUQ
EHUHFKQHW� ZHUGHQ� NDQQ�� ]HLJW� GHU� IROJHQGH� 6DW]�� 'DEHL� HULQQHUQ� ZLU� XQV�� GD�� HLQH� 0HQJH�� GLH� 9HUHLQLJXQJ

HQGOLFK�YLHOHU�4XDGHU�LVW��HLQH�)LJXU�JHQDQQW�ZLUG��'HILQLWLRQ��������

(3.30) Satz: Sei M̀ Rn eine Teilmenge. Dann gilt:
1) Ist M offen und Lebesgue-meßbar, so gibt es eine Folge (Aj)j von Figuren mit

Aj`Aj+1 und M=U
∞

=1
jA

j

. Ist (Bj)j eine Folge von Figuren mit Bj`Bj+1 und

M=U
∞

=1
jB

j

, dann gilt: (M)V)(BVlim)(BVsup njnjn
  j

==
∞→∈ jN

2) Ist M kompakt, so gibt es eine Folge (Aj)j von Figuren mit Aj+1`Aj und M=I
∞

=1
jA

j

.

Für jede Folge (Bj)j von Figuren mit Bj+1`Bj und M=I
∞

=1
jB

j

 gilt:

)(BVinf)(BVlim(M)V jn  jjnn N∈∞→
==

j

Beweis:

ad 1)
Wähle rationale Würfel, die in M enthalten sind, so erhält man eine abzählbare Folge von

Quadern Qj mit M=U
j

jQ ; setze Ak:=U
k

j 1
jQ

=

 u Ak`Ak+1 und M=U
∞

=1
kA

k

.

Sei (Bj)j eine Folge von Figuren mit Bj`Bj+1, M=U
∞

=1
jB

j

.

jB1  sind monoton wachsend und konvergieren gegen 1M, Vk(Bj) = ∫
nR

1 dx
jB

Da M Lebesgue-meßbar ist, folgt aus Bj`M: 
jB1 [ 1M und Vn(Bj) [ Vn(M)

u 
j

B j 









∫

nR

1 dx  ist beschränkt.

Der „kleine“ Beppo Levi liefert: 1M =
∞→j

lim
jB1  ist Lebesgue-integrierbar mit

Vn(M) = )(BVlimlim jnB j ∞→∞→
== ∫∫ jj

dxdx
nn RR

M 11
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ad 2)
Zu M wähle offene Würfel WrM, wähle eine Folge von Figuren Bk mit Bk`Bk+1 und

U
k

kB = W \ M; setze Ak:= W \ Bk , k c N

u Ak+1 = W \ Bk+1 ` W \ Bk = Ak

und I
∞

=1
kA

k

= I
k

W \ Bk = W \ U
k

kB = M q.e.d.

Beispiele:

1) Volumen eines Zylinders im Rn:
Sei B̀ Rn-1 eine kompakte Teilmenge, sei h>0. Die Menge Z(B,h):=B % [0,h] ` Rn heißt
Zylinder zur Basis B mit der Höhe h.
Sei y c [0,h], Z(B,h)y:={x c Rn-1: (x,y) c Z(B,h)}=B
Cavalieri

⇒ Vn(Z(B,h)) = h$Vn-1(B)

2) Volumen eines Kegels im Rn:
Sei B`Rn-1

 eine kompakte Teilmenge, sei h>0. Die Menge

K(B,h)={(x,y) c Rn: y c [0,h], x c 




 −

h

y
1 $ B} heißt Kegel zur Basis B mit der Höhe h.

Sei y c [0,h] u K(B,h)y={x c Rn-1: (x,y) c K(B,h)}= 




 −

h

y
1 $ B

u Vn-1(K(B,h)y) =
1

h

y
1

−






 −

n

$ Vn-1(B)

Vn(K(B,h)) = K=⋅
















⋅=⋅





∫

−

(B)V
h

y
-1

n

h
- (B)V

h

y
-1 1-n

00

1-n

1 hnh n

dy

3) Volumen eines Standardsimplex im Rn:
¯

n={(x1,...,xn) c Rn: xjm0, j c {1,...,n}, x1+x2+...+xn[1}
n=1: ¯1 = [0,1]
n=2: ¯2 = {(x1,x2) c R2: x1m0, x2m0, x1+x2[1}

V1(¯
1) = 1     /     V2(¯

2) =
2

1
, da für x2 c [0,1]: ̄ 2

x 2
= {x1 c R: x1m0, x1+x2[1} = [0,1-x2]

u V2(¯
2) =

2

1
 

1

0

2

x1

0

1

2

=









∫ ∫

−

dxdx

per Induktion: Vn(¯
n) = 

n!

1

4) Cantorsches Diskontinuum C:
A0 = U

0N k 

1][2k,2k
∈

+

An = 0n
A

3

1
, n c N

Cn = [0,1] 3 A0 3 A1 3 ... 3 An
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Cn ist die Vereinigung von 2n kompakten Intervallen der Länge 
n3

1
.

Cn+1 entsteht aus Cn durch Herausnahme der offenen mittleren Dritteln aus allen 2n

Intervallen, die Cn zusammensetzen.
C:=I

n
nC  Cantorsches Diskontinuum

V1(Cn) =
n

3

2







 u V1(C) =
∞→n

lim V1(Cn) = 0

(LQH�EHVRQGHUH�%HGHXWXQJ�I�U�GHQ�ZHLWHUHQ�$XVEDX�GHU�,QWHJUDWLRQVWKHRULH�KDEHQ�GLHMHQLJHQ�0HQJHQ� LP�Rn�
GHUHQ�/HEHVJXH�0D��1XOO�LVW�

(3.31) Definition: Eine Teilmenge ǸRn heißt eine Lebesgue-Nullmenge (kurz:
Nullmenge) oder hat das Lebesgue-Maß 0, wenn N Lebesgue-meßbar ist und
Vn(N)=0.

:LU� JHEHQ� KLHU� ]ZHL� &KDUDNWHULVLHUXQJHQ� YRQ� /HEHVJXH�1XOOPHQJHQ�� ZREHL� HLQH� GHU� EHLGHQ� EHVRQGHUV
]ZHFNPl�LJ� I�U�%HZHLVH� LVW�XQG�GLH�DQGHUH�GHQ�XQPLWWHOEDUHQ�=XVDPPHQKDQJ�]X�'HILQLWLRQ� �������EULQJW�� =X
GHQ�&KDUDNWHULVLHUXQJHQ�EHQ|WLJHQ�ZLU�GDV�IROJHQGH

(3.32) Lemma: Sei Ù Rn eine offene Menge. Dann gibt es kompakte Würfel Wk, k c N, die

höchstens Randpunkte gemeinsam haben, so daß U =U
∞

=1
kW

k

. Ist U Lebesgue-meßbar,

dann gilt Vn(U) =∑
∞

=1
jn )(WV

j

.

Beweis:

Sei k c N. :k sei die Gesamtheit der Würfel W = I1 % I2 % ... % In mit

Ij:= 






 +
k

j

k

j

2

1m
,

2

m
, mj c Z.

Für l>k schneiden sich zwei Würfel W c :k und W‘ c :k entweder nur in den Randpunkten,
oder es gilt W‘̀ W.
Wir wählen Würfel induktiv aus: :1*={W c :1: W`U}, für k>1 sei :k* die Menge aller

derjenigen Würfel aus :k, die in U enthalten sind, aber in keinem der Würfel aus :i*, i<k.

Eine gesuchte Menge von Würfeln ist dann die Vereinigung :�= U
∞

=1k

:k*.

Ist U Lebesgue-meßbar, so betrachten wir mit Hilfe einer Abzählung W1,W2,... von :

Figuren Aj = W1 4 W2 4 ... 4 Wj u Aj bilden eine Ausschöpfung von U 





=U

j

UA j ,

außerdem gilt: Aj`Aj+1
)30.3(

⇒  Vn(U) = ∑∑
∞

==∞→
=

1
kn

1
kn )(WV)(WVlim

k

j

k
j

. q.e.d.
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:LU�NRPPHQ�]X�GHQ�DQJHN�QGLJWHQ�&KDUDNWHULVLHUXQJHQ�

(3.33) Satz: Sei N`Rn eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
1) N ist eine Lebesgue-Nullmenge des Rn

2) y1Ny1 = 0

3) zu jedem e>0 gibt es abzählbar viele Quader Qj`Rn, j c N, mit N ̀ U
∞

=1
jQ

j

und ∑
∞

=1
jn )(QV

j

< e    (vgl. (1.43))

Beweis:

1) u 2):

y1Ny1 = ∫
nR

1 dxN = Vn(N) = 0

2) u 1)
Wir betrachten die Treppenfunktionen Tk: R

n
tR mit Tk(x)=0, k c N

u 0 =y1Ny1 =
∞→k

limy1N-Tky1

u 1N ist Lebesgue-integrierbar

u N ist Lebesgue-meßbar mit Vn(N) = 0(x)Tlim kN ===
∞→∫∫ k

N

dxdx
nR

11

2) u 3)

0 =y1Ny1 u 0 =y2$1Ny1. Sei e>0, dann gibt es eine Hüllreihe für f=2$1N, etwa w =∑
∞

=

⋅
1

Qj j
c

j

1 ,

wobei cjm0 und Qj offene Quader des Rn mit dem Inhalt I(w)=∑
∞

=

⋅
1

jnj )(QVc
j

< e.

Für m c N sei Tm=∑
=

⋅
m

j 1
Qj j

c 1 , Tm ist Treppenfunktion mit Tm[Tm+1.

Die Folge 
NRn
  m

m  (x)T
∈











∫ dx  ist nach oben beschränkt durch e, also ist w(x)=∑

∞

=

⋅
1

Qj (x)c
j

j

1

Lebesgue-integrierbar auf Rn. Sei U:={x c Rn: w(x)>1} u N`U, außerdem ist U offen.

Wir zeigen: U ist Lebesgue-meßbar mit Vn(U)< e.
Nach (3.22) ist 1U Grenzfunktion einer monoton wachsenden Folge (Sj)j von
Treppenfunktionen mit Sj [ 1U [ w

u ∫∫ ≤
nn RR

dxdx  (x) (x)S j ϕ [ e.

Der kleine Satz von B. Levi (3.18) liefert, daß 1U Lebesgue-integrierbar ist mit

Vn(U)[ ∫
nR

1 dxU < e.

Nach Lemma (3.32) läßt sich U durch kompakte Würfel überdecken:
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U =U
∞

=1
jW

j

 und Vn(U) =∑
∞

=1
jn )(WV

j

3) u 2)

Sei e>0, es gebe Quader wie in 3) angegeben u y1Ny1 = 0, da N `U
∞

=1
jQ

j

,

1N [∑
∞

=1
Q j

j

1 , sowie y1Ny1 [ ∑∑
∞

=

∞

=

=
1

jn
1

1
Q )(QV

j
jj

1 < e. q.e.d.

,P� HLQGLPHQVLRQDOHQ� )DOO� VWLPPW� GLH� &KDUDNWHULVLHUXQJ� HLQHU� /HEHVJXH�1XOOPHQJH� 1`R� PLW� GHU� 'HILQLWLRQ
��������EHUHLQ��8QPLWWHOEDU�DXV�GHP�%HZHLV�GLHVHV�6DW]HV�HUJLEW�VLFK�GDV�IROJHQGH�.RUROODU�

(3.34) Korollar: Ist N`Rn eine Lebesgue-Nullmenge, so gibt es zu jedem e>0 eine
Lebesgue-meßbare offene Menge U`Rn mit N`U und Vn(U)< e.

$OV�$QZHQGXQJ�HUKDOWHQ�ZLU�DX�HUGHP

(3.35) Satz: Sei K̀ Rn eine kompakte Teilmenge, sei f: KtC eine beschränkte Funktion, die
auf K \ N stetig ist, wobei ǸK`Rn eine Lebesgue-Nullmenge ist. Dann ist f auf K
Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Da f auf K beschränkt ist, gibt es ein M>0 mit xf(x)x[M für alle x c K. Sei e>0, nach
Korollar (3.34) gibt es zu N eine Lebesgue-meßbare Menge U`Rn mit N`U und M$Vn(U)<e.
Da f auf K \ U stetig ist, ist f auf K \ U Lebesgue-integrierbar (Satz (3.23)). Es gibt daher eine
Treppenfunktion T: Rn

tC mit yfxK \ U –Ty1 < e. Da außerdem yfxUy1 [M$Vn(U) < e, erhalten
wir yfK-Ty1 [ yfxK \ U –Ty1 + yfxUy1 < 2$e. FK ist somit Lebesgue-integrierbar. q.e.d.

,P� )DOO� Q �� VLQG� ]XP� %HLVSLHO� DOOH� 5HJHOIXQNWLRQHQ� DXI� NRPSDNWHQ� ,QWHUYDOOHQ� )XQNWLRQHQ�� GLH� GLH
9RUDXVVHW]XQJHQ�YRQ�6DW]��������HUI�OOHQ��:HOFKH�0HQJHQ�GHV�Rn�VLQG�GHQQ�QXQ�/HEHVJXH�1XOOPHQJHQ"�'DV
IROJHQGH�/HPPD�XQG�GLH�DQVFKOLH�HQGHQ�%HLVSLHOH�JHEHQ�HLQHQ�(LQEOLFN�

(3.36) Lemma:
1) Jede Teilmenge einer Lebesgue-Nullmenge ist eine Lebesgue-Nullmenge
2) Die Vereinigung abzählbar vieler Lebesgue-Nullmengen ist eine Lebesgue-

Nullmenge

Beweis:

ad 1) Aus M̀ N folgt: 1M[1N und damit y1My1[y1Ny1 = 0

ad 2) Aus N=U
j

jN  folgt 1N [∑
∞

=1
N j

j

1 und damit y1Ny[∑
∞

=1
N j

j

1 = 0 q.e.d.
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Beispiele:

Es sind Lebesgue-Nullmengen:
1) die Vereinigung abzählbar vieler ausgearteter Quader
2) jede abzählbare Teilmenge des Rn, insbesondere Q in R
3) das Cantorsche Diskontinuum C in R
4) der Graph einer stetigen Funktion f: BtR, wobei B̀ Rn-1 die Vereinigung abzählbar

vieler kompakter Teilmengen des Rn-1 ist
5) jede Hyperebene des Rn

'LH�%HGHXWXQJ�GHU�1XOOPHQJHQ�I�U�GLH�,QWHJUDWLRQVWKHRULH�OLHJW�LQ�LKUHU�5ROOH�DOV�³]XOlVVLJH�$XVQDKPHPHQJH§�
'LH�IROJHQGHQ�(UJHEQLVVH�NRQNUHWLVLHUHQ�GLHVH�5ROOH��=XU�)RUPXOLHUXQJ�GHU�GDPLW�JHPHLQWHQ�6DFKYHUKDOWH�I�KUHQ
ZLU�GLH�IROJHQGH�6SUHFKZHLVH�HLQ�

(3.37) Definition: Sei E eine Eigenschaft, bei der für jeden Punkt x c Rn erklärt ist, ob x
diese Eigenschaft hat oder nicht. Man sagt: fast alle Punkte x c Rn haben diese
Eigenschaft E oder E gilt fast überall, wenn die Menge aller Punkte, für die E nicht
gilt, eine Lebesgue-Nullmenge ist (vgl. (1.27)).

,P�+LQEOLFN�DXI�GLH�%HLVSLHOH�XQG�GLHVH�6SUHFKZHLVH�JHZLQQW�'HILQLWLRQ��������GHU�'LIIHUHQ]LHUEDUNHLW�IDVW��EHUDOO
LQ�I�HLQH�QHXH�%HGHXWXQJ�

(3.38) Satz: Die Werte einer Funktion f: Rn
tC  mit yfy1 < ¢, insbesondere die Werte einer

Lebesgue-integrierbaren Funktion, sind fast überall endlich,
d.h. Mf:={x c Rn: f(x)=z

¢
} ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Sei e>0. 
fM1 [ e$xfx u y

fM1 y[ e$yfy1 u y
fM1 y= 0. q.e.d.

(3.39) Satz: Seien f,g: Rn
tC  Funktionen, die fast überall gleich sind. Ist f Lebesgue-

integrierbar auf Rn, dann ist auch g Lebesgue-integrierbar auf Rn, und es gilt:

yf-gy1=0 und ∫∫ =
nn RR

dxdx  f(x) g(x) .

Beweis:

N:={x c Rn: g(x)gf(x)} ist eine Lebesgue-Nullmenge. Sei UN:= z
¢
$1N und sei fk:=1N, dann

gilt: UN:=∑
∞

=1
kf

k

. Da N Lebesgue-Nullmenge ist, folgt daß y1Ny1 = 0 u yUNy1 = 0.

f ist Lebesgue-integrierbar auf Rn, dann existiert eine Folge (Tj)j, Tj Treppenfunktionen, mit

∞→j
lim yf-Tjy1 = 0.

Da xg(x)-Tj(x)x [ xf(x)-Tj(x)x + UN(x), x c Rn u yg-Tjy1 [ yf-Tjy1 u g ist Lebesgue-

integrierbar mit yf-gy1 [ yf-Tjy1 + yTj-gy1 [ 2$yf-Tjy1 0
∞→

→
j

 und

∫ ∫∫ ==
∞→

n nn R RR

dxdxdx
j

 f(x) (x)Tlim g(x) j q.e.d.
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(3.40) Korollar: Sei f über À Rn und über B̀ Rn Lebesgue-intgrierbar. Sei A3B eine
Lebesgue-Nullmenge. Dann ist f über A4B Lebesgue-integrierbar und es gilt:

∫∫∫ +=
∪ BABA

 f(x) f(x) f(x) dxdxdx .

Beweis:

Nach Satz (3.39) dürfen wir f(x)=0 für alle x c A 3 B annehmen. Dann gilt fA 4 B = fA + fB
u Behauptung q.e.d.

(3.41) Korollar: Zu jeder Lebesgue-integrierbaren Funktion f: Rn
tC  gibt es eine Lebesgue-

integrierbare Funktion f
~

: Rn
tC mit

1) xf(x)x< ¢ für alle x c Rn und

2) f
~

=f fast überall auf Rn

Beweis:

Man setze dazu an jeder Unendlichkeitsstelle x von f etwa (x)f
~

:=0 und sonst (x)f
~

= f(x) und
wende Satz (3.38) an. q.e.d.

,VW�I�IDVW��EHUDOO�DXI�Rn�GHILQLHUW��G�K��DXI�Rn�?�1��1�/HEHVJXH�1XOOPHQJH��VR�VDJW�PDQ�DXFK�I� LVW��EHU�Rn

/HEHVJXH�LQWHJULHUEDU��ZHQQ�LUJHQGHLQH�)RUWVHW]XQJ�YRQ�I�DXI�JDQ]�Rn�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDU�LVW�

(3.42) Satz: (vgl. (3.39)):
Sei f: Rn

tC  eine Funktion. Es gilt yf y1 = 0 genau dann, wenn f=0 fast überall gilt.

Beweis:

„s“: (3.39)

„u“: Sei yfy1 = 0 , N={x c Rn: f(x)g0}

u N = U
k

kN = U
k

{x c Rn: xf(x)x>
k

1
}

u Für alle k gilt: 
kN1 [ k$xfx u y

kN1 y1 [ k$yfy1 = 0

u Vn(Nk) = 0 u N Lebesgue-Nullmenge. q.e.d.

:LU�]HLJHQ�QXQ��GD��GDV�/HEHVJXH�,QWHJUDO�GLH�ZLFKWLJH�(LJHQVFKDIW�GHU�7UDQVODWLRQVLQYDULDQ]�EHVLW]W��GLH�VLFK
DOV�$XVJDQJVSXQNW�I�U�GLH�+HUOHLWXQJ�ZHLWHUJHKHQGHU�$EELOGXQJVHLJHQVFKDIWHQ�HUZHLWHUQ�Ol�W�



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH���

(3.43) Satz: (Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals):

Sei f: Rn
tC  Lebesgue-integrierbar. Sei a c Rn. Dann ist auch fa: Rn

tC  mit
fa(x):=f(x-a) über Rn Lebesgue-integrierbar mit

∫∫∫ ==
nnn RRR

dxdxdx  a)-f(x (x)f f(x) a .

Beweis:

Sei Q = I1 % ... % In ein Quader, ¹j,ºj mit ¹j<ºj Randpunkte von Ij, jI
~

 habe die Randpunkte

¹j+aj und ºj+aj u Vn(Q) = xI1x % ... % xInx = x 1 I
~
x % ... % x n I

~
x = Vn(a+Q)

u die Behauptung gilt für 1Q, damit für Treppenfunktionen und damit folgt für jede Funktion
g, daß ygay1 = ygy1.
Sei (Tj)j eine Folge von Treppenfunktionen mit 

∞→j
lim yf-Tjy1 = 0 u 

∞→j
lim yfa-Tj,ay1 = 0, d.h. fa ist

Lebesgue-integrierbar mit ∫∫∫∫ ===
∞→∞→

nnnn RRRR

dxdxdxdx
jj

 f (x)Tlim (x)Tlim (x)f jaj,a . q.e.d.

:LU� YHUZHQGHQ� GLHVHV� (UJHEQLV�� XP� GDV� 9ROXPHQ� HLQHV� 3DUDOOHORWRSV� ]X� EHUHFKQHQ�� =XQlFKVW� GLH� IROJHQGH
'HILQLWLRQ�

(3.44) Definition: Sei a1,...,an c Rn. Die kompakte Menge

P(a1,...,an):={x c Rn: x=∑
=

n

j 1
jjat , tj c [0,1], j c {1,...,n}} heißt das von a1,...,an

aufgespannte Parallelotop.

)�U�GDV�9ROXPHQ�HLQHV�3DUDOOHORWRSV�JLOW�QXQ�

(3.45) Satz: Seien a1,...,an c Rn. Dann gilt für das von a1,...,an aufgespannte Parallelotop
Vn(P(a1,...,an)) =xdet(a1,...,an)x.

Beweis:

Wir zeigen für D(a1,...,an):=Vn(P(a1,...,an))
(D1) D(a1,...,k$ai,...,an) =xkx$ D(a1,...,ai,...,an) für k c R
(D2) D(a1,...,ai+aj,...,an) = D(a1,...,an) für igj
(D3) D(e1,...,en) = 1, wenn ej=¼ij für i,j c {1,...,n}

ad (D3):
D(e1,...,en) = Vn(P(a1,...,an)) = Vn(Q) = 1, wobei Q=[0,1]n der Einheitsquader

Sind a1,...,an linear abhängig u Vn(P(a1,...,an))=0 und (D2) und (D1) gelten trivialerweise,
deshalb seien im Folgenden a1,...,an c Rn linear unabhängig:
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ad (D1):
wir zeigen (D1) für k=1, dann für k c N, dann für k c Q, dann für km0 und k c R und
schließlich für k<0 mit k c R.

0. k=1 klar

1. k�k+1: Zerlegung P(a1,...,(k+1)$ai,...,an) = P(a1,...,k$ai,...,an) 4 {k$ai + P(a1,...,ai,...,an)},
wobei P(a1,...,k$ai,...,an) 3 {k$ai + P(a1,...,ai,...,an)} eine Lebesgue-Nullmenge ist
u Behauptung für k c N

2. k=
q

p
, p,q c N: p$Vn(P(a1,...,an)) = Vn(P(a1,...,q$k$ai,an)) = q$Vn(P(a1,...,k$ai...,an))

3. k c R, k>0: Dann existieren r1,r2 c Q, r1>0, r2>0 mitr1 [ k [ r2 und

r2-r1 [ ( ))a,...,P(aV n1n

ε
 für vorgegebenes e.

P(a1,...,r1$ai,...,an) ` P(a1,...,k$ai,...,an) ` P(a1,...,r2$ai,...,an)
u Vn(P(a1,...,r1$ai,...,an)) ` Vn(P(a1,...,k$ai,...,an)) ` Vn(P(a1,...,r2$ai,...,an))
u xVn(P(a1,...,k$ai,...,an)) - k$Vn(P(a1,...,an))x[ ... [ (r2-r1)$Vn(P(a1,...,an)) < e.

4. k=0 klar

5. k<0, k c R: x = iiii
1

jjii
1

jj aaatatatat ⋅−⋅+⋅+=⋅+ ∑∑
≠
=

≠
=

λλλλ
n

ij
j

n

ij
j

= ii
1

jji a1)-(tata ⋅⋅++⋅ ∑
≠
=

λλ
n

ij
j

, wobei 1-ti c [0,1]

= ii
1

jji a1)-(t)(ata ⋅⋅−−+⋅ ∑
≠
=

λλ
n

ij
j

Wende 3. auf –k>0 an !!!

ad (D2)

Mit <ij = {x =∑
=

n

l 1
llat : tl c [0,1], l c {1,...,n}, ti[tj} gelten

(wir schreiben nur die maßgeblichen Argumente)
P(ai,aj) = <ij 4 <ji , P(ai,aj+ai) = <ji 4 (ai +<

ij ). Die Durchschnitte <ij 3 <ji

und <ji 3 (ai + <ij ) liegen in Hyperebenen und haben somit das Volumen 0. Damit ergibt sich
Vn(P(ai,aj+ai)) = Vn(<

ji) +Vn(<
ij) = Vn(P(ai,aj))

q.e.d.
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(3.46) Korollar: Sei T: Rn
tRn eine lineare Transformation, sei Q`Rn ein Quader. Dann hat

das Bildparallelotop T(Q) folgendes Volumen: Vn(T(Q)) = Vn(Q) $xdet(T)x.

Beweis:

Seien k1,...,kn die Kantenlängen von Q in Richtung von e1,...,en (wobei ej kanonische Basis),
die Kantenlängen des Bildparallelotops von k1$Te1,...,kn$Ten ergeben das Volumen
Vn(T(Q)) = k1 $ ... $ kn $xdet(Te1,...,Ten)x=xdet(T)x$Vn(Q). q.e.d.

'LHVH� )RUPHO� ZLUG� VSlWHU� ]XU� 7UDQVIRUPDWLRQVIRUPHO� I�U� ,QWHJUDOH� HUZHLWHUW�� $Q� 6WHOOH� YRQ� GHW�7�� WULWW� GLH
)XQNWLRQDOGHWHUPLQDQWH�
=XP�6FKOX��GLHVHV�.DSLWHOV�VHL�EHPHUNW��GD��ZLH� LP�HLQGLPHQVLRQDOHQ�)DOO� DXFK�GDV�/HEHVJXH�,QWHJUDO�HLQHU
VWHWLJHQ�)XQNWLRQ�DXI�HLQHU�NRPSDNWHQ�0HQJH�GXUFK�5LHPDQQVFKH�6XPPHQ�DSSUR[LPLHUW�ZHUGHQ�NDQQ�

Eine Zerlegung einer Menge A`Rn ist ein System  (A1,...,Am) von Teilmengen Aj`A mit
1) A = A1 4 ... 4 Am

2) Aj 3 Ak Lebesgue-Nullmenge für jgk

¼(A):=sup{yx-yy2: x,y c A} Durchmesser von A, ¼(Ã):=0

mj1
max

≤≤
¼(Aj) heißt Feinheit der Zerlegung {A1,...,Am) von A

(3.47) Satz: (vgl. (1.40))
Sei À Rn kompakt, sei f: AtC stetig. Dann existiert zu e>0 ein ¼>0, so daß für jede
Zerlegung {A1,...,As} von A mit der Feinheit [¼ und für jede Besetzung {n1,...,ns} mit

nj c Aj, j c {1,...,n} gilt: εξ <⋅− ∑∫
=

s

jA

dx
1

jnj )(AV)f( f(x) .
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���� � � 9ROOVWlQGLJNHLW� GHV�/HEHVJXH�,QWHJUDOV�� 6lW]H� YRQ�%�
/HYL��/HEHVJXH��)XELQL�XQG�7RQHOOL

(LQH�GHU�ZLFKWLJVWHQ�(LJHQVFKDIWHQ�GHV�/HEHVJXH�,QWHJUDOV�LVW��GD��GHU�(UZHLWHUXQJVSUR]H���GHU�YRP�5DXP�GHU
7UHSSHQIXQNWLRQHQ�]XP�5DXP�GHU�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHQ�)XQNWLRQHQ�I�KUW��EHL�$QZHQGXQJ�DXI�OHW]WHUHQ�QLFKW
PHKU��EHU�LKQ�KLQDXVI�KUW��6DW]�YRQ�5LHV]�)LVFKHU���$OV�.RQVHTXHQ]�HUJHEHQ�VLFK�6lW]H��EHU�GLH�9HUWDXVFKEDU�
NHLW�YRQ�,QWHJUDWLRQ�XQG�/LPHVELOGXQJ�VRZLH�HLQLJH�,QWHJUDELOLWlWVNULWHULHQ�

§ 1 Der Vollständigkeitssatz von Riesz-Fischer

bKQOLFK�ZLH�QDFK�6DW]��������HLQH�)XQNWLRQ�I��ItC�HLQH�5HJHOIXQNWLRQ�LVW��ZHQQ�HV�HLQH�)ROJH��IM�M�YRQ�5HJHO�

IXQNWLRQHQ�IM��ItC�JLEW�PLW�
∞→j

lim yI�IMy¢� ���XQG� ∫∫ ∞→
=

b

a
j

b

a

dxdx  (x)flim f(x) j ��D�E�c�,���D[E��ZROOHQ�ZLU�GHQ

(UZHLWHUXQJVSUR]H��YRQ�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHQ�)XQNWLRQHQ�PLW�+LOIH�GHU�+DOEQRUP�y�y��GXUFKI�KUHQ�

(4.1) Definition: Sei (fj)j eine Folge von Funktionen fj: R
n
tC , j c N. Sei f: Rn

tC . Dann
heißt:
1) (fj)j eine L1-Cauchyfolge, wenn zu jedem e>0 ein j

e
 c N existiert mit yfj-fky< e für

j,k m j
e
.

2) die Folge (fj)j c N L1-konvergent gegen f und f L1-Grenzwert von (fj)j, wenn

∞→j
lim yfj-fy1 = 0

'D�y�y��QXU�HLQH�+DOEQRUP�LVW�XQG�y f
~

-f y� ���JHQDX�GDQQ�JLOW��ZHQQ� f
~

f = �IDVW��EHUDOO��6DW]����������LVW
HLQ�/��*UHQ]ZHUW�QXU�HLQGHXWLJ�EHVWLPPW�ELV�DXI�HLQH�0HQJH�1�YRP�/HEHVJXH�0D�����$OOHUGLQJV� LVW�MHGH�/��
NRQYHUJHQWH�)ROJH��IM�M�DXFK�HLQH�/��&DXFK\IROJH�

(4.2) Satz: (Riesz-Fischer):
Sei (fj)j eine L1-Cauchyfolge Lebesgue-integrierbarer Funktionen fj: Rn

tC , j c N.
Dann gilt: Es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N`Rn, eine Teilfolge (

kj
f )k`(fj)j und

eine Funktion f: Rn
tC mit:

1) 
∞→k

lim
kj

f (x) = f(x) für x c Rn \ N

2) f ist Lebesgue-integrierbar auf Rn

3) 
∞→j

lim yf-f jy1 = 0 und ∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
j

 (x)flim f(x) j
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Beweis:

ad 1)

(fj)j ist Cauchyfolge u es gibt (fjk)k`(fj)j mit yfj-
kj

f y1 < k2

1
 für j m jk

u 1f-f
1

jj k1k
≤∑

∞

=
+

k

Setze gk:=
k1k jj f-f

+
 und g:=∑

∞

=1
kg

k

 u ygy1 = 1gg
1

1k

11
k ≤≤ ∑∑

∞

=

∞

= kk

(3.38)

⇒  es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N mit g(x) c C für x c Rn \ N
u 

1j
f (x) c C für x c Rn \ N

u die Reihe ∑
k

kg  konvergiert absolut auf Rn \ N.

Wir setzen f: Rn
tC: f(x):=







∈

∈+= ∑
∞

=∞→

N  x                                         0

N    für x      (x)g(x)f(x)f lim
1k

kj1jk
k

nR

u es gilt 1)

ad 2)

Sei e>0, dann existiert r=r(e) mit ∑
∞

=1
1kg

k

< e und yfj-
rj

f y< e , j m jr

Zu 
rj

f existiert eine Treppenfunktion T mit y
rj

f -Ty1 < e

u yf-Ty1 [ yf-
rj

f y1 + y
rj

f -Ty1 = ε+∑
∞

= 1

kg
rk

[ 2$e

ad 3)
Für j m jr gilt: yf-f jy1 [ yf-

rj
f y1 + y

rj
f -fjy1 [ 2$ e

u 
∞→j

lim yf-f jy1 = 0

u für j m jr: ∫∫∫ ≤−
nnn RRR

dxdxdx  (x)f-f(x) (x)f f(x) jj = yf-f jy1 [ 2$e

u Behauptung q.e.d.

(4.3) Korollar: f: Rn
tC Lebesgue-integrierbar. Dann existiert eine Folge (Tk)k von

Treppenfunktionen fk: R
n
tC mit

1) 
∞→k

limyf-Tky1 = 0

2) ∞<∑
∞

=
+

1
1k1k T-T

k

3) es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N`Rn mit f(x)=
∞→k

lim Tk(x) für x c Rn \ N
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Beweis:

f Lebesgue-integrierbar, daher gibt es eine Folge (Sj)j von Treppenfunktionen mit

∞→j
lim yf-Sjy1 = 0 u (Sj)j ist eine L1-Cauchyfolge Lebesgue-integrierbarer Funktionen.

Wende Beweis von (4.2) auf Teilfolge (Tk)k`(Sj)j an u Behauptung q.e.d.

(4.4) Korollar: Sei (fj)j c N eine L1-Cauchyfolge Lebesgue-integrierbarer Funktionen

fj: Rn
tC . Es gebe eine Lebesgue-Nullmenge N `Rn und eine Funktion f: Rn

tC
mit f(x)=

∞→j
lim fj(x), x c Rn \ N. Dann ist f auf Rn Lebesgue-integrierbar mit

∞→j
lim yf-fjy1 = 0 und ∫∫ ∞→

=
nn RR

dxdx
j

 (x)flim f(x) j .

Bemerkung: Erweiterung der Halbnorm zur Norm durch Herausdividieren des Kerns:

N ={f: Rn
tC : yfy1=0} ist ein linearer Teilraum aller Funktionen f: Rn

tC  mit yfy1< ¢

(=L1(R
n)).

L1(R
n) = L1(R

n) /1   Quotientenraum. L1(R
n) bezeichnet alle über Rn Lebesgue-

integrierbaren komplexwertigen Funktionen. Zwei Funktionen f,g c L1(R
n) heißen dann

äquivalent, f ig, wenn f=g fast überall gilt. Auf L1(R
n) wird dann durch yfy1:=yf+1�y1 eine

Norm erklärt. Unter dieser Norm ist L1(R
n) nach dem Satz von Riesz-Fischer ein Banach-

raum.
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§ 2 Der Satz von B. Levi

,P�6DW]� �������KDEHQ�ZLU� GHQ� 6DW]� �EHU� GLH� JOLHGZHLVH� ,QWHJUDWLRQ� HLQHU�PRQRWRQ
ZDFKVHQGHQ� )ROJH� YRQ� 7UHSSHQIXQNWLRQHQ� DOV� HLQ� ZLUNXQJVYROOHV� ,QVWUXPHQW
NHQQHQJHOHUQW�� :LU� GHKQHQ� GLHVHQ� 6DW]� MHW]W� DXI� )ROJHQ� /HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHU
)XQNWLRQHQ�DXV�

(4.5) Satz: (B. Levi, Satz von der monotonen Konvergenz) [vgl. (3.18)]

Sei f: Rn
tR  eine Funktion. Es gebe eine monoton wachsende Folge (fj)j von

Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf Rn mit
1) 

∞→j
lim fj(x) = f(x) für x c Rn

2) es gebe M>0 mit ∫
nR

dx (x)f j [ M für alle j c N. Dann ist f Lebesgue-integrierbar

auf Rn mit 
∞→j

lim yf-f jy1 = 0 und ∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
j

 (x)flim f(x) j

Beweis:

∫
nR

dx (x)f j  ist monoton und beschränkt, also konvergent. Sei e>0, dann existiert n
e
 c N mit

∫∫ −
nn RR

dxdx  (x)f (x)f kj < e für j,k m n
e
. Für j > k m n

e
 gilt

yfj-fky1 = ε<= ∫∫
nn RR

dxdx  (x)f-(x)f (x)f-(x)f kj

-Mono

toniekj

u (fj)j ist eine L1-Cauchyfolge

Nach Riesz-Fischer existiert f
~

: Rn
tR mit 

∞→j
lim y f

~
-fjy1 = 0 , ∫∫ ∞→

=
nn RR

dxdx
j

 (x)flim (x)f
~

j :

f
~

 ist Lebesgue-integrierbar; es gibt eine Teilfolge (
kj

f )k`(fj)j mit (x)f
~

=
∞→k

lim
kj

f (x) gilt fast

überall.

Da f(x)=
∞→j

lim fj(x)=
∞→k

lim
kj

f (x)= (x)f
~

, x c Rn, und da yf- f
~
y1 = 0 (Satz (3.42)), folgt, daß auch f

Lebesgue-integrierbar ist. q.e.d.

:LU�JHEHQ�QXQ�HLQLJH�$QZHQGXQJHQ��'D]X�YHUZHQGHQ�ZLU�GHQ�IROJHQGHQ�%HJULII�

(4.6) Definition: Sei À Rn eine Teilmenge. Eine Folge (Aj)j von Teilmengen heißt eine

Ausschöpfung von A, wenn Aj`A, Aj`Aj+1 und A=U
∞

=1
jA

j

.

In Satz (3.30) wurde gezeigt, daß jede offene und beschränkte Teilmenge A`Rn eine
Ausschöpfung von Figuren besitzt. Ist (Aj)j eine Ausschöpfung von A u 

jA1 ~ A1 .
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(4.7) Satz: (Integration durch Ausschöpfung):
Sei A`Rn eine Teilmenge, (Aj)j eine Ausschöpfung von A. f: Rn

tC  sei eine
Funktion, die auf jeder Teilmenge Aj Lebesgue-integrierbar ist. f ist genau dann über

A Lebesgue-integrierbar, wenn die Folge 

j
Aj

dx











∫ f  beschränkt ist. Dann gilt:

∫∫ ∞→
=

jA
j

A

dxdx  f(x)lim f(x)

Beweis:

„s“ N:={x c A, f(x)=z
¢
}. f

~
: Rn
tC sei definiert durch (x)f

~
=f(x) für x c A \ N, (x)f

~
=0 für

x c N. f
~

 ist komplexwertig, o.B.d.A.: sei f
~
m0, 1f

~
 triviale Fortsetzung von f

~

u 1f
~

 ist monotoner Grenzwert von ( )
jjAf

~
.

Wegen 
∞→j

lim ∫∫∫ ==
∞→

nn RR

dxdxdx
j AA

A

f
~

f
~

lim f
~

j

j

 ist 
j

dx









∫

nR
jAf

~
 beschränkt.

Levi B.

⇒  Af
~

 ist Lebesgue-integrierbar mit ∫∫ ∞→
=

jA

 f
~

lim f
~

dxdx
j

A

. Da Af
~

 Lebesgue-integrierbar ist,

ist N eine Lebesgue-Nullmenge. q.e.d.

:LU� EHZHLVHQ� QXQ� HLQH� (LJHQVFKDIW� GHV� /HEHVJXH�0D�HV�� GLH� I�U� GLHVHV� 0D�� HLQH
JUXQGOHJHQGH�%HGHXWXQJ�KDW�

(4.8) Satz:
1) Sei (Aj)j eine aufsteigende Folge Lebesgue-meßbarer Mengen. Dann gilt:

U
j

jA  ist genau dann Lebesgue-meßbar, wenn die Folge (Vn(Aj))j beschränkt ist.

In diesem Fall gilt: Vn 




 ∞

=
U

1
jA

j

=
j

sup Vn(Aj)

2) Sei (Bj)j eine Folge Lebesgue-meßbarer Mengen mit Bi 3 Bj als Lebesgue-

Nullmenge für igj. U jB  ist genau dann Lebesgue-meßbar, wenn ∞<∑
∞

=1
jn )(BV

j

.

Dann gilt: Vn 




 ∞

=
U

1
jB

j

=∑
∞

=1
jn )(BV

j
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Beweis:

ad 1)
Anwendung von Satz (4.7) für f = 1.

ad 2)

Setze Aj:= B1 4 ... 4 Bj, dann gilt Aj`Aj+1,j c N, mit UU
∞

=

∞

=

=
1

k
1

j BA
kj

.

Ferner gilt Vn(Aj) =∑
=

j

k 1
kn )(BV , woraus mit 1) die Behauptung folgt. q.e.d.

'DV� LQ� ������� HLQJHI�KUWH� /HEHVJXH�0D�� RUGQHW� VRPLW� JHZLVVHQ� 7HLOPHQJHQ� GHV� Rn�� ]X� GHQHQ� DOOH
EHVFKUlQNWHQ� RIIHQHQ� XQG� EHVFKUlQNWHQ� DEJHVFKORVVHQHQ� � NRPSDNWHQ�� 7HLOPHQJHQ� GHV�Rn� JHK|UHQ�� HLQH
0D�]DKO�]X��GLH�GDV�Q�GLPHQVLRQDOH�9ROXPHQ�JHQDQQW�ZLUG��'DEHL�JHOWHQ�IROJHQGH�*HVHW]H�

Bemerkung: Eigenschaften des Lebesgue-Maßes:

1) Vn(Ã) = 0
2) (Translationsinvarianz)

Vn(a+A) = Vn(A), wobei À Rn Lebesgue-meßbar und a+A = {a+x: x c A}, a c Rn

gegeben
3) (r-Additivität ):

Vn 




 ∞

=
U

1
jA

j

=∑
∞

=1
jn )(AV

j

, wobei Aj`Rn Lebesgue-meßbare paarweise disjunkte Mengen

sind mit ∑
∞

=1
jn )(AV

j

< ¢

4) Der Einheitswürfel W=[0,1]n`Rn hat das Volumen Vn(W)=1

0DQ�NDQQ�QXQ�]HLJHQ��GD��GLHVH�YLHU�(LJHQVFKDIWHQ�GDV�/HEHVJXH�0D��DXI�Rn�HLQGHXWLJ�IHVWOHJHQ��,Q�GLHVHP
=XVDPPHQKDQJ�VHL�HUZlKQW��GD��HV�EHVFKUlQNWH�0HQJHQ�GHV�Rn�JLEW��GLH�QLFKW�/HEHVJXH�PH�EDU�VLQG��HLQ
%HLVSLHO�GD]X�JHKW�DXI�9LWDOL�]XU�FN�
0LW� +LOIH� GHU� ELVKHU� JHZRQQHQHQ� (UJHEQLVVH� NDQQ� GLH� ,QWHJUDWLRQ
URWDWLRQVV\PPHWULVFKHU� )XQNWLRQHQ� LQ� HLQHP� ZLFKWLJHQ� )DOO� DXI� HLQGLPHQVLRQDOH
,QWHJUDWLRQ�]XU�FNJHI�KUW�ZHUGHQ�

Sei f: ItR eine Regelfunktion auf dem Intervall I`[0,¢) mit den Randpunkten a und b,

wobei a[b. Sei Ka,b(0):={x c Rn: a<yxy2<b} eine Kugelschale. Dann ist f
~

: Ka,b(0)tR mit

f
~

(x):=f(yxy2) für x c Ka,b eine rotationssymmetrische Funktion auf Ka,b.
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)�U�HLQH�VROFKH�URWDWLRQVV\PPHWULVFKH�)XQNWLRQ� f
~
�DXI�.D�E�JLOW�GHU�IROJHQGH�6DW]�

(4.9) Satz: Sei f(a,b)tR eine Regelfunktion auf (a,b)`[0,¢).

Sei f
~

: Ka,b(0):={x c Rn: a<yxy<b}tR definiert durch f
~

(x):=f(yxy) für x c Ka,b(0).

f
~

 ist genau dann über Ka,b Lebesgue-integrierbar, wenn die Funktion g: (a,b)tR mit
g(r):=xf(r)x$ rn-1 über (a,b) Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

( ) ∫∫ ⋅⋅⋅=
b

a

n drxxd 1-n
1n

(0)K

1 rf(r)(0)KVn),...,( )xf(
ba,

, wobei (0)K1 ={x c Rn: yxy2[1}

Beweis:

Schritt 1:

Sei I:=[a,b], sei f: ItR eine Treppenfunktion. Wegen f =∑
∞

=

⋅
1

I j
c

j
j 1 (Ij disjunkte Intervalle

von I) genügt es, den Fall der Funktion 1 auf einem Teilintervall [¹,º] ` [a,b] zu behandeln.
Unter Verwendung der Tatsache, daß eine n-dimensionale Kugel mit Radius R das Volumen

Rn
$Vn ( )(0)K1  hat, gilt dann

( ) ( )( ) ( ) ∫∫ ⋅⋅=−==
β

α
βα αβ

βα

drdx nn 1-n
1n1n,n

K

r(0)KVn(0)KVKV 
~

,

1 .

Schritt 2:
Sei I:=[a,b] und f: [a,b]tC eine Regelfunktion. Es genügt, den Fall einer reellen Regel-
funktion zu behandeln. f ist dann der Limes einer monotonen Folge von Treppenfunktionen Tj

auf [a,b] (Lemma (3.19)). Dann konvergiert auch (jT
~

) monoton gegen f
~

. Nach Schritt 1 und

nach dem Satz von B. Levi folgt daher,daß f
~

 über Ka,b Lebesgue-integrierbar ist. Dabei gilt
dann

n$Vn ( ) ∫ ⋅⋅
b

a

dr f(r)r(0)K 1-n
1 = 

∞→j
lim  n$Vn ( ) ∫ ⋅⋅

b

a

dr r(r)T(0)K 1-n
j1 = 

∞→j
lim  ∫

ba,K

j  (x)T
~

dx = ∫
ba,K

 (x)f
~

dx

Schritt 3:
Sei Ì [0,¢) ein beliebiges Intervall. Dann existiert eine Ausschöpfung (Ij) durch kompakte
Intervalle Ij:=[aj,bj], j c N. Die Kugelschalen Aj:={x c Rn: aj<yxy2<bj} bilden eine

Aussschöpfung von Ka,b. Nach Schritt 2 ist f
~

 über jede Teilmenge Aj Lebesgue-integrierbar

mit ∫
jA

1 ),...,((x)f
~

nxxd = n$Vn ( )(0)K1 $ ∫ ⋅
j

j

b

a

dr rf(r) 1-n =: Lj

Aufgrund des Ausschöpfungssatzes (4.7) gilt nun folgende Äquivalenz:

∫
ba,K

1 ),...,( (x)f
~

nxxd  existiert w  (Lj)j konvergiert w ∫ ⋅
b

a

dr rf(r) 1-n  existiert

Im Falle der Existenz gilt dann

∫
ba,K

1 ),...,( (x)f
~

nxxd =
∞→j

lim ∫
jA

1 ),...,((x)f
~

nxxd = n$Vn ( )(0)K1 $ ∫ ⋅
b

a

dr rf(r) 1-n q.e.d.
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(4.10) Korollar: Sei K`Rn kompakt. Sei l: KtC eine beschränkte Lebesgue-integrierbare
Funktion. Sei a c Rn und ¹ c R mit ¹<n. Dann existiert das Lebesgue-Integral

∫
K

dxα

µ
a-x

(x)
.
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§ 3 Der Satz von Lebesgue

:LU�NRPPHQ�QXQ�]X�HLQHP�]ZHLWHQ�ZLFKWLJHQ�.ULWHULXP�I�U�GLH�JOLHGZHLVH�,QWHJUDWLRQ
HLQHU� )ROJH� /HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHU� )XQNWLRQHQ�� 'LH� ZHVHQWOLFKH� 9RUDXVVHW]XQJ
GDEHL�LVW�GLH�([LVWHQ]�HLQHU�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDUHQ�0DMRUDQWH�

(4.11) Satz: (Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz):
Sei (fj)j eine Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen auf Rn, die fast überall

punktweise gegen eine Funktion f: Rn
tC  konvergiert. Es gebe eine Lebesgue-

integrierbare Funktion F: Rn
tR  mit xfj(x)x[F(x) für alle x c Rn, j c N. Dann ist f

über Rn Lebesgue-integrierbar und es gilt:

∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
j

 (x)flim f(x) j   sowie   
∞→j

lim yf-f jy1=0

Bemerkung: F heißt eine Majorante für jede Funktion fj und fj heißt beschränkt durch F.

Beweis:

NF:={x c Rn: F(x)=z
¢
} ist eine Lebesgue-Nullmenge im Rn

u für alle x c Rn \ NF gilt 0 [ F(x) < ¢. 
∞→j

lim fj(x)=f(x) für alle x c Rn \ N0, N0 Lebesgue-

Nullmenge; auf NF 4 N0 =:N gilt fj, f, F sind auf Rn \ N komplexwertig.
Setze fj, f und F auf N gleich Null; für die abgeänderten Funktionen bleiben Lebesgue-
Integrierbarkeit und Abschätzungen bestehen.
O.B.d.A. seien fj, f, F reellwertig.
Sei k c N, l c N, sei gkl:=max{fk,fk+1,...,fk+l}
u gkl ist Lebesgue-integrierbar mit gkl [ gk,l+1

Sei gk=
j

sup {f j: jmk} u gk(x) = 
∞→l

lim gkl(x) und ∫∫∫ ≤≤
nnn RRR

dxdxdx  F(x) (x)g (x)g klkl

Also ist 
l

dx









∫

nR

 (x)g kl  beschränkt u nach B. Levi ist dann auch gk Lebesgue-integrierbar

über Rn. Es gilt gk m gk+1, ∫∫∫ ≤=
∞→

nnn RRR

dxdxdx
l

 F(x) (x)glim (x)g klk , d.h.

k

dx









∫

nR

 (x)g k  ist beschränkt, f(x) = 
∞→k

lim gk(x) ist Lebesgue-integrierbar (B.Levi) mit

∞→k
limyf-gky1=0 und ∫∫ ∞→

=
nn RR

dxdx
k

 (x)glim f(x) k .

Analog: hk: R
n
tR mit hk:=

j
inf {f j: jmk}

Wie oben: 
∞→k

limyf-hky1=0 und ∫∫ ∞→
=

nn RR

dxdx
k

 (x)hlim f(x) k

Für k c N gilt: hk [ fk [ gk u 0 [ fk-hk [ gk-hk u yfk-hky1 [ygk-hky1 [ ygk-fy1 + yf-hky1

u 
∞→k

limyfk-hky1=0 u 
∞→k

limyf-fky1 [ 
∞→k

lim (yf-hky1 + yhk-fky1) = 0 q.e.d.
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'LH� $XVVDJH� LP� 6DW]� YRQ� /HEHVJXH�� GD�� HLQH� *UHQ]IXQNWLRQ� /HEHVJXH�LQWHJULHUEDU
LVW��VWHOOW�DQ�VLFK�VFKRQ�HLQH�EHPHUNHQVZHUWH�(UNHQQWQLV�GDU��$XV� LKU�HQWZLFNHOQ�ZLU
HLQ� Q�W]OLFKHV� 0DMRUDQWHQNULWHULXP�� 'D]X� EHQ|WLJHQ� ZLU� GLH� IROJHQGHQ� EHLGHQ
%HJULIIH�

(4.12) Definition: Eine Menge A`Rn heißt r-kompakt, wenn A die Vereinigung abzählbar
vieler kompakter Mengen ist.

Beispiele: r-kompakte Mengen sind
1) offene Mengen, denn sie lassen sich als Vereinigung kompakter Würfel beschreiben

(3.32)
2) Ar:={x c Rn: yxy2[r} ist für r>0 kompakt
3) abgeschlossene Mengen, sie lasen sich nämlich als Vereinigung von Mengen aus 2)

beschreiben
4) der Durchschnitt endlich vieler r-kompakter Mengen

(4.13) Definition: Sei À Rn eine r-kompakte Teilmenge. Eine Funktion f: AtC  heißt
lokal-(Lebesgue-)integrierbar, wenn f auf jeder kompakten Teilmenge von A
Lebesgue-integrierbar ist.

Beispiele:
1) f: AtRn stetig u f lokal-integrierbar
2) 1 ist über À Rn lokal-integrierbar (ist A Lebesgue-meßbar, dann ist 1 über A Lebesgue-

integrierbar

3) f(x)= α

µ
a-x

(x)
 (¹<n)

(4.14) Satz: (Majorantenkriterium):
Sei À Rn r-kompakt, f: AtC  lokal-integrierbar über A. Es gebe eine Lebesgue-

integrierbare Funktion F: Rn
tR  mit xf(x)x[ F(x) für x c A. Dann ist f über A

Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Betrachte Aj mit A=U
∞

=1
jA

j

, Aj kompakt u fA(x) = (x)flim
jA∞→j

, 
jAf  Lebesgue-integrierbar mit

xfAx[ F u Satz von Lebesgue liefert das Ergebnis, daß auch fA Lebesgue-integrierbar ist
q.e.d.

(4.15) Korollar: Sei À Rn r-kompakt, sei f: AtC  Lebesgue-integrierbar und g: AtC
lokal-integrierbar und beschränkt auf A. Dann ist f$g Lebesgue-integrierbar über A.
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Beweis:

f$g ist lokal-integrierbar über A. Sei M eine obere Schranke für xgx. Dann ist F:=M$xgx eine
Lebesgue-integrierende Majorante für f$g. q.e.d.

0LW�+LOIH�GHV�0DMRUDQWHQNULWHULXPV�EHZHLVHQ�ZLU�HLQ�,QWHJUDELOLWlWVNULWHULXP��ZHOFKHV
GHQ� 6DW]�� GD�� MHGH� EHVFKUlQNWH� VWHWLJH� )XQNWLRQ� DXI� HLQHU� EHVFKUlQNWHQ� RIIHQHQ
0HQJH�$`Rn��EHU�$�/HEHVJXH�LQWHJULHUEDU�LVW��ZHVHQWOLFK�HUZHLWHUW�

(4.16) Satz: Sei Ù Rn offen, Ǹ U eine Lebesgue-Nullmenge. Sei f: UtC auf U \ N stetig.
Es gebe eine Lebesgue-integrierbare Funktion F: Rn

tR mit xf(x)x[F(x) für x c U.
Dann ist f über U Lebesgue-integrierbar.

Beweis:

Nach dem Majorantenkriterium (4.14) genügt es zu zeigen, daß f lokal-integrierbar ist.
O.B.d.A. sei fm0. Sei K̀ U kompakt. Wir zeigen, daß fK Lebesgue-integrierbar ist. Dazu
betrachten wir die „abgeschnittenen“ Funktionen fj:=min{f K,j}.
Dann gilt 

∞→j
lim fj(x)=fK(x). fj sind beschränkt und ihre Einschränkung auf K ist stetig auf K \ N.

Also ist fj nach Satz (3.35) über K Lebesgue-integrierbar. Ferner gilt xfj(x)x[F(x), x c K`U,
j c N. Nach dem Satz von Lebesgue ist auch die Grenzfunktion fK Lebesgue-integrierbar.

q.e.d.
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§ 4 Die Sätze von Fubini und Tonelli

'HU�6DW]�YRQ�)XELQL�I�KUW�GLH�,QWHJUDWLRQ��EHU�Rn+m = Rn % Rm DXI�VXN]HVVLYH�,QWHJUDWLRQ��EHU�Rn�XQG�Rm

]XU�FN�� GLH� ,QWHJUDWLRQ� �EHU�Rn� VRPLW� DXI� Q� ,QWHJUDWLRQHQ� �EHU�R�� 0LW� GLHVHP� 6DW]� VWHKHQ� GDQQ� 5HFKHQ�
WHFKQLNHQ� GHU� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� HLQHU� 9DULDEOHQ� DXFK� I�U� ,QWHJUDWLRQHQ� �EHU�Rn� ]XU� 9HUI�JXQJ�� (LQ� ZLFKWLJHU

6SH]LDOIDOO�ZXUGH�EHUHLWV�LP�NOHLQHQ�6DW]�YRQ�)XELQL��6DW]���������EHKDQGHOW�

(4.17) Satz: (Fubini):
Sei f: Rn % Rm

tC  Lebesgue–integrierbar über Rn+m = Rn % Rm. Dann gilt:
1) es gibt eine Lebesgue-Nullmenge M`Rm, so daß für jedes y c Rm \ M die

Funktion fy: R
n
tC  mit fy(x)=f(x,y) Lebesgue-integrierbar ist über Rn

2) die Funktion F: Rm
tC  mit F(y)=0 für y c M und F(y):=∫

nR

dx y)f(x,  für y v M ist

über Rm Lebesgue-integrierbar mit ∫∫
+

=
mnm RR

),( y)f(x, F(y) yxddy

3) es gibt eine Lebesgue-Nullmenge N`Rn, so daß für jedes x c Rn \ N die Funktion

fx: R
m
tC  mit fx(y)=f(x,y) Lebesgue-integrierbar ist über Rm

4) die Funktion G: Rn
tC  mit G(x)=0 für x c N und G(x):=∫

mR

dy y)f(x,  für x v N ist

über Rn Lebesgue-integrierbar mit ∫∫
+

=
mnn RR

),( y)f(x, G(x) yxddx

5) Vertauschungsregel: ∫ ∫∫ ∫ 









=











m nn m R RR R

dydxdxdy  y)f(x, y)f(x,

Zum Beweis dieses Satzes benötigt man eine Aussage über Nullmengen im Rn+m, die bereits
als Spezialfall des Satzes von Fubini angesehen werden kann.

(4.18) Lemma: Sei A eine Lebesgue-Nullmenge in Rn+m. Dann existiert eine Lebesgue-
Nullmenge M̀ Rm, so daß die Schnittmenge Ay:={x c Rn: (x,y) c A} für jedes y c Rm

\ M ebenfalls eine Lebesgue-Nullmenge des Rn ist.

Beweis:

Sei e>0, dann existieren offene Quader Qj`Rn % Rm,  j c N, mit A=U
∞

=1
jQ

j

 und

∑
∞

=
+ <

1
jmn )(QV

j

ε  (Satz (3.33)).

Qj kann dann als direktes Produkt von Quadern Qj,n und Qj,m geschrieben werden, also
Qj = Qj,n % Qj,m, j c N. y.y1,n sei die L1-Halbnorm bezüglich Rn. Wir betrachten die Funktion

a: Rm
tC  mit a(y):=

n,1
Ay

1

u 
yA1 [∑

∞

=

⋅
1

QQ (y)
mj,nj,

j

11  u a(y) [ ∑
∞

=

⋅
1

Qnj,n (y))(QV
mj,

j

1

Daraus folgt nach der Definition der L1-Halbnorm
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yay1,m [ ε<=⋅ ∑∑
∞

=
+

∞

= 1
jmn

1
mj,mnj,n )(QV)(QV)(QV

jj

 u yay1,n=0

u Nach Satz (3.42) gibt es eine Lebesgue-Nullmenge M`Rm, so daß a(y)=
n,1

Ay
1 = 0 für

jedes y c Rm \ M
u Ay ist für jedes y c Rm \ M eine Lebesgue-Nullmenge in Rn (Satz (3.33)) q.e.d.

Bemerkung:

Das Beispiel A = R % Q ` R % R = R2 zeigt, daß die Schnittmenge Ay für kein y c Q eine
Lebesgue-Nullmenge in R ist und man deshalb auf die Voraussetzung an A, eine Lebesgue-
Nullmenge in R % R zu sein, nicht verzichten kann.

Beweis zum Satz von Fubini:

ad 1)

Da f: Rn+m
tC  Lebesgue-integrierbar ist, exisitiert nach dem Satz von Riesz-Fischer

(Korollar (4.3)) eine Folge (Tj)j von Treppenfunktionen Tj: R
n % Rm

tC mit
1) 

∞→j
lim yf-Tjy1=0

2) ∞<∑
∞

=
+

1
1j1j T-T

j

3) f(z) = 
∞→j

lim  Tj(z) für z c Rn+m \ A

A`Rn+m Lebesgue-Nullmenge. Sei y c Rm beliebig, definiere Tj,y: Rn
tC durch

Tj,y(x):=Tj(x,y) und fy: R
n
tC  durch fy(x):=f(x,y) für x c Rn.

Zu A`Rn+m existiert nach Lemma (4.13) eine Nullmenge M1`Rm, so daß fast überall auf Rn

für jedes y c Rm \ M gilt: fy(x) = 
∞→j

lim Tj,y(x).

Ferner setzen wir für y c Rm Hk(y):= ∫ +
nR

dxy)(x,T-y)(x,T k1k

∫∫
+

+=⇒
mnm RR

),(y)(x,T-y)(x,T (y)H k1kk

für Fubini

.Treppenfkt
yxddy =yTk+1-Tky1

u mit Eigenschaft 2) ∑ ∫
∞

=

∞<
1

k  (y)H
k

dy
mR

Die Folge 
s

s

k






∑

=1
kH  wächst monoton und 

s

dy









∫ ∑

=mR

s

1k
k (y)H  ist beschränkt.

Mit B. Levi folgt, daß ∑
∞

=1
kH

k

 über Rm Lebesgue-integrierbar ist. Nach Saz (3.38) gilt

insbesondere ∑
∞

=1
k (y)H

k

< ¢ für alle y c Rm \ M2, wobei M2 eine Lebesgue-Nullmenge, also
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∞<∑
∞

=
+

1
,1yk,y1,k T-T

k
n

 für alle y c Rm \ M2. Wir setzen M:= M1 4 M2, M ist Lebesgue-

Nullmenge im Rm.
Für y v M u (Tk,j)k ist eineL1-Cauchyfolge auf Rn. Nach dem Satz von Riesz-Fischer gibt es
eine Teilfolge (Tkj,y)j`(Tk,y)k, eine Nullmenge ǸRn sowie eine Lebesgue-integrierbare

Funktion f
~

: Rn
tC mit (x)f

~
=

∞→j
lim Tkj,y(x) für x c Rn \ N,

∞→j
lim y f

~
-Tkj,yy1,n = 0 und ∫

nR

dx (x)f
~

=
∞→k

lim ∫
nR

dx (x)T yk, .

Wegen fy(x) = 
∞→k

lim Tk,y(x) fast überall auf Rn, gilt f
~

=fy fast überall auf Rn.

Somit ist fy Lebesgue-integrierbar mit F(y):= ∫∫∫ ∞→
==

nnn RRR

dxdxdx
k

 y)(x,Tlim y)f(x, (x)f ky

Damit ist Aussage 1) bewiesen.

ad 2)

Setze Sk: R
m
tC mit Sk(y)= ∫

nR

dx y)(x,Tk . Dann sind Sk, k c N, Treppenfunktionen auf Rm

mit den folgenden Eigenschaften
1) 

∞→k
lim Sk(y) = F(y) für y c Rm\ M

2) ∞<∑
∞

=
+

1
,1k1k S-S

k
m

Eigenschaft zwei folgt aus xSk+1(y)-Sk(y)x[ Hk(y). Wegen dieser Eigenschaft ist außerdem
(Sk)k eine L1-Cauchyfolge von Treppenfunktionen auf Rm.
Mit dem Satz von Riesz-Fischer folgt, daß eine Teilfolge (Skj)j`(Sk)k punktweise fast überall
gegen eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf Rm konvergiert. Diese Funktion stimmt fast
überall mit F überein.
Riesz-Fischer liefert dann

∫∫∫ ∫∫∫
++

==









==

∞→∞→∞→
mnmnm nmm RRR RRR

),( y)f(x,),( y)(x,Tlim y)(x,Tlim (y)Slim F(y) kkk yxdyxddydxdydy
kkk

nach Wahl der Tk q.e.d.

Bemerkung:

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge braucht nicht zu gelten, wenn der Integrand
nicht über dem Produktraum Rn+m = Rn % Rm Lebesgue-integrierbar ist, wie das folgende
Beispiel zeigt:

∫ ∫∫ ∫ 





+

≠





+

1

0

1

0
3

1

0

1

0
3 y)(x

y-x

y)(x

y-x
dxdydydx
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Beispiel:

∫
nR

dx
2

x-e  wobei yxy2 = x1
2 + x2

2 + ... + xn
2 für x=(x1,...,xn) gilt

2
n

2
2

2
1

2
n

2
2

2
1

2
-x-x-xx-...-x-xx- e...eeee ⋅⋅⋅== −

Nach dem Satz über rotationssymmetrische Funktionen (Satz (4.9))  ist die Funktion

f: Rn
tR mit f(x):= 

2
x-e  über Rn Lebesgue-integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt

deshalb 

n

t-x- 22

ee 





= ∫∫

RRn

dtdx , wobei π=∫
R

dt
2-te .

Das Integral im n-dimensionalen wurde also auf den eindimensionalen Fall zurückgeführt!

'LH�$QZHQGEDUNHLW�GHV�6DW]HV�YRQ�)XELQL�VHW]W�YRUDXV��GD��GLH�EHWUDFKWHWH�)XQNWLRQ
�EHU� GHP� 3URGXNWUDXP� LQWHJULHUEDU� LVW�� 'HU� 6DW]� YRQ� 7RQHOOL� OLHIHUW� QXQ� HLQ
EUDXFKEDUHV� .ULWHULXP� GDI�U�� ZDQQ� HLQH� )XQNWLRQ� �EHU� HLQHP� 3URGXNWUDXP
/HEHVJXH�LQWHJULHUEDU� LVW�� 'LHVHV� .ULWHULXP� LQYROYLHUW� HLQ� LWHULHUWHV� ,QWHJUDO� GHV
%HWUDJHV�GHU�)XQNWLRQ�

(4.19) Satz: (Tonelli):
Sei f: Rn+m

tC lokal-integrierbar oder fast überall stetig. f ist genau dann über Rn+m

Lebesgue-integrierbar, wenn eines der beiden Integrale

∫ ∫∫ ∫ 




















m nn m R RR R

dydxdxdy y)f(x,oder          y)f(x,  existiert.

Beweis:

∫ ∫ 










m nR R

dydxy)f(x,  existiert genau dann, wenn eine Lebesgue-Nullmenge M`Rm existiert, so

daß für y c Rm \ M ∫
nR

dxy)f(x,  existiert und die Funktion F: Rm
tC mit F(y):=0 für y c M

und F(y):=∫
nR

dxy)f(x,  für y v M über Rm Lebesgue-integrierbar ist.

„u“:
Sei f Lebesgue-integrierbar über Rn+m

u xfx ist über Rn+m Lebesgue-integrierbar
u Behauptung mit Hilfe des Satzes von Fubini
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„s“:

∫ ∫ 










m nR R

dydxy)f(x,  existiere, dann ist zu zeigen,, daß xfx über Rn+m Lebesgue-integrierbar

ist, weil dann dasselbe auch für f gilt (nach Sätze (4.14) und (4.16))
Für k c N sei Wk:=[-k,k]n

`Rn und fk:=min{xfx, k$
kW1 }. Ist f lokal-integrierbar, so ist fk

Lebesgue-integrierbar. Ist f fast überall stetig, dann ist fk auch Lebesgue-integrierbar nach
Satz (3.35). Die Folge (fk)k Lebesgue-integrierbarer Funktionen konvergiert monoton

wachsend gegen xfx. Die Folge 
k

dx









∫

nR

(x)f k  ist beschränkt wegen

∞<









≤










≤










= ∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

+ m nm nm nmn R RR RR RR

dydxdydxdydxyxd  y)f(x, y)(x,f y)(x,f),( y)(x,f kk

Fubini

k

Nach dem Satz von B. Levi ist somit xfx= 
∞→k

lim fk Lebesgue-integrierbar über Rn. q.e.d.
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§ 5 Der Transformationssatz

$OV� 9HUDOOJHPHLQHUXQJ� GHU� 6XEVWLWXWLRQVUHJHO� ������� EHL� GHU� ,QWHJUDWLRQ� YRQ
5HJHOIXQNWLRQHQ� ZLUG� LQ� GLHVHP� $EVFKQLWW� GHU� 7UDQVIRUPDWLRQVVDW]� IRUPXOLHUW� XQG
EHZLHVHQ�� GLHVHU� 7UDQVIRUPDWLRQVVDW]� EHVFKUHLEW� GDV� 9HUKDOWHQ� HLQHV� /HEHVJXH�
,QWHJUDOV� XQWHU� HLQHU� .RRUGLQDWHQWUDQVIRUPDWLRQ�� 'HU� %HZHLV� HUIROJW� LQ� ]ZHL
6FKULWWHQ�� ]XQlFKVW� I�U�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�� VRGDQQ�PLW�+LOIH� GHV� 6DW]HV� YRQ� 5LHV]�
)LVFKHU� I�U� EHOLHELJH� /HEHVJXH�LQWHJULHUEDUH� )XQNWLRQHQ�� ,Q� EHLGHQ� 6FKULWWHQ
YHUZHQGHW� PDQ� PHKUPDOV� GLH� 7DWVDFKH�� GD�� HLQ� 'LIIHRPRUSKLVPXV� /HEHVJXH�
1XOOPHQJHQ� LQ� /HEHVJXH�1XOOPHQJHQ� �EHUI�KUW�� 'LHVH� 7DWVDFKH� EHUXKW� DXI� GHP
IROJHQGHQ�/HPPD�

(4.20) Lemma: Sei N`Rn eine Lebesgue-Nullmenge. Sei T: NtRn mit
yTx-Tyy

¢
 [ L$yx-yy

¢
 für alle x,y c N, L unabhängig von x,y. Dann ist T(N) eine

Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Es existiert ein L>0, so daß für alle x,y c N die Beziehung yTx-Tyy
¢
 [ L$yx-yy

¢
 gilt

w es existiert ein L0>0, so daß für alle x,y c N die Beziehung yTx-Tyy2 [ L0$yx-yy2 gilt,
weil im Rn alle Normen äquivalent sind.
Sei e>0, dann existiert eine offene Lebesgue-meßbare Menge U (Korollar (3.34)) mit N`U
und Vn(U)<e.

Zu U existieren nach Lemma (3.32) achsenparallele Würfel Wk mit N`U=U
∞

=1
kW

k

 und

Vn(U)= ε<∑
∞

=1
kn )(WV

k

u T(N 3 Wj) liegt in einem Würfel mit dem Volumen (2L)n
$Vn(Wj)

u T(N)`U
∞

=

∩
1

j )WT(N
j

 und Vn(T(N))[ ( ) εn

1
jn

n

1
jn (2L))(WV(2L))WT(NV ==∩ ∑∑

∞

=

∞

= jj

u Nach Satz (3.33) ist T(N) Lebesgue-Nullmenge q.e.d.

(4.21) Korollar: Sei Ǹ Rn eine Lebesgue-Nullmenge. Sei U offen mit N`U, sei T: UtRn

stetig differenzierbar. Dann ist T(N) eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis:

Nach Lemma (3.32) gibt es abzählbar viele kompakte Würfel Wj mit N`U=U
∞

=1
jW

j

.

Da T auf U stetig differenzierbar ist, existiert eine Konstante Mj mit
yTx-Tyy

¢
 [ Mj$yx-yy

¢
 für alle x,y c Wj

u T(N 3 Wj) ist Lebesgue-Nullmenge

u T(N)` U
∞

=

∩
1

j )WT(N
j

 ist Lebesgue-Nullmenge. q.e.d.
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)�U�GLH�ZHLWHUHQ�8QWHUVXFKXQJHQ�YHUZHQGHQ�ZLU�GHQ�IROJHQGHQ�%HJULII�

(4.22) Definition: Seien U,V`Rn offene Mengen. Eine stetig differenzierbare Funktion
f: UtV heißt ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und die Umkehrabbildung
f-1: VtU ebenfalls stetig differenzierbar ist.

'HQ�%HZHLV�GHV�7UDQVIRUPDWLRQVVDW]HV�]HUOHJHQ�ZLU�LQ�YLHU�/HPPDWD��YRQ�GHQHQ�GLH
EHLGHQ� IROJHQGHQ� ]XQlFKVW� 6FKUDQNHQ� I�U� GLH�9HU]HUUXQJ�GHV� 9ROXPHQV� NRPSDNWHU

0HQJHQ�DQJHEHQ��:LU�HULQQHUQ�GDUDQ��YJO��.RUROODU��������� ��GD��I�U�HLQHQ� OLQHDUHQ
2SHUDWRU�$��Rn

tRn�GHW�$��GHILQLHUW�LVW�DOV�GHW�$� GHW�$H����������$HQ���ZREHL
H��������HQ�c�R

n�GLH�NDQRQLVFKH�%DVLV�LVW�

(4.23) Lemma: Seien U,V`Rn offene Mengen, sei T: UtV ein Diffeomorphismus. Dann
gilt für jeden kompakten Würfel ẀU, daß Vn(T(W))[

 Wx 
max

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(W)

Beweis:

T ist stetig u T(W) kompakt u T(W) ist Lebesgue-meßbar.

Ist Vn(W)=0, dann ist die Behauptung trivial (Korollar (4.21))

Sei Vn(W)g0:

Sei 
( )

(W)V

T(W)V
:

n

n=α . Wir halbieren die Intervallängen l:=ºj-¹j des Würfels W=I1 % ... % In mit

Ij=[¹j,ºj], j c {1,...,n} und erhalten 2n kompakte Teilwürfel jW
~

.

Unter diesen existiert ein Würfel W1 mit Vn(T(W1))m¹$Vn(W1).
Durch wiederholte Teilung erhält man eine fallende Folge (Wj) kompakter Würfel mit
Vn(T(Wj))m¹$Vn(Wj).

Sei {a}=I
∞

=1
jW

j

 und b=T(a), dann dürfen wir o.B.d.A. a=b=0 annehmen (erhalten wir durch

Verschiebung des Koordinatensystems)

Sei mj der Mittelpunkt von Wj und d:=
2

l
 die halbe Kantenlänge von W

u Wj={x c Rn: yx-mjy¢[2-jd}
Nach dem Satz über die lokale Umkehrbarkeit ist die Ableitung A:=T‘(0) invertierbar, daher
gibt es die Darstellung
Tx=Ax+yxyAr(x) für x c U, mit 

0
lim

→x
r(x)=0.

Wir zeigen: Zu e>0 existiert ein j=j(e) c N mit
Vj={x+yxy

¢ r(x): x c Wj}`Wj
e:={y c Rn: yy-mjy¢[2-j(1+e)d}.
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Dazu wählen wir zu e>0 j=j(e) so, daß yr(x)y
¢
<

2

ε
 für x c Wj.

Es gilt aber yxy
¢ [yx-mjy¢ + ymjy¢ [ 2-jd + 2-jd = 2$2-jd

u yx+yxy
¢ r(x)-mjy¢ [yx-mjy¢ + yxy

¢
yr(x)y

¢
 [ 2-jd + 2$2-jd

2

ε
 = 2-jd(1+e)

u Vj`Wj
e

u T(Wj)=A(Vj)`AWj
e

u nach Satz (3.45) und Korollar (3.46): Vn(T(Wj)) [ (1+e)n
$xdet(A)x$Vn(Wj)

Angenommen, es gilt ¹>
 Wx 

max
∈

xdet(T‘(x) )xmdet(A), dann wähle e>0 so klein, daß auch

¹>(1+e)n 
$xdet(A)x

u Vn(T(Wj))<¹$Vn(Wj) im Widerspruch zur Tatsache, daß Vn(T(Wj))m¹$Vn(Wj) für alle
j c N.
u ¹[

 Wx 
max

∈
xdet(T‘(x) )x u Vn(T(W))[ 

 Wx 
max

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(W) q.e.d.

(4.24) Lemma: Seien U,V̀ Rn offen. Sei T: UtV ein Diffeomorphismus. Sei K̀U eine
kompakte Teilmenge, deren Rand eine Lebesgue-Nullmenge ist. Sei Q:=T(K).
Dann gilt: 

K x 
min

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(K) [ Vn(Q) [ 

K x 
max

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(K).

Beweis:

Zum offenen Kern 
0

K von K existieren kompakte Würfel Wj mit

1) U
∞

=

=
1

j

0

WK
j

2) Wi 3 Wj (igj) enthalte höchstens Randpunkte von Wi und Wj (Lemma (3.32))

Da Vn(Rd(K))=0 u Vn(K)=Vn(
0

K )=∑
∞

=1
jn )(WV

j

u 
0

Q =U
∞

=1
j )T(W

j

 und T(Wi) 3 T(Wj) = T(Wi 3 Wj) sind für i,j c N und igj Lebesgue-

Nullmengen
u Vn(T(Wj)) [ 

K x 
max

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(Wj)

u Vn(Q) [ 
K x 

max
∈

xdet(T‘(x) )x$Vn(K)

Vertauscht man die Rollen von Q und K und wendet das Ergebnis auf T-1 an, so erhält man
unter Beachtung, daß T‘(x)=((T-1)‘(y) )-1 für y=Tx
Vn(Q) m 

K x 
min

∈
xdet(T‘(x) )x$Vn(K) q.e.d.
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(4.25) Definition: Sei f: U`Rn
tRm eine Funktion. Die abgeschlossene Menge

Tr(f):= 0}f(x) : U{x ≠∈  heißt der Träger von f.

:LU�EHZHLVHQ�QXQ�GHQ�7UDQVIRUPDWLRQVVDW]�I�U�7UHSSHQIXQNWLRQHQ�

(4.26) Lemma: Seien U,V`Rn offen, T: UtV ein Diffeomorphismus. Sei f: VtC eine
Treppenfunktion. Dann ist f(T(x))$xdet(T‘(x) )x über Ù Rn Lebesgue-integrierbar

und es gilt: ( )∫∫ ⋅=
UV

dxdy  (x)T’detT(x)f f(y)

Beweis:

Aus Linearitätsgründen genügt es, die Aussagen für die charakteristischen Funktionen von
Quadern zu beweisen; da nach Korollar (4.21) die Lebesgue-Nullmenge Rd(Q), Q Quader,
auf eine Lebesgue-Nullmenge abgebildet wird, genügt es, sich auf die charakteristischen
Funktionen von kompakten Quadern zu beziehen:

Sei f also eine charakteristische Funktion auf einem Quader Q, sei o.B.d.A. Q`V kompakt
T‘ ist stetig und 1Q)T verschwindet außerhalb der Menge T-1(Q)
u (1Q)T)$xdet(T‘)x ist über U Lebesgue-integrierbar.

Es bleibt zu zeigen, daß ( )∫∫ ⋅=
UV

dxdy  (x)T’detT(x)f f(y) :

Sei e>0: xdet(T-1)‘x-1 ist gleichmäßig stetig auf kompakten Mengen
u es gibt eine Zerlegung (Qj)1[j[r mit Q= Q1 4 Q2 4 ... 4 Qr, die höchstens Randpunkte
gemeinsam haben und so klein sind, daß

jQ y 
max

∈
xdet(T-1)‘(y)x-1 – 

jQ y 
min

∈
xdet(T-1)‘(y)x-1 [ e für j c {1,...,r}

Sei Kj:=T-1(Qj)
u 

jK x 
max

∈
xdet(T‘(x) )x–

jK x 
min

∈
xdet(T‘(x) )x[ e für j c {1,...,r}

u )(QV (x)T’det jn

K j

−∫ dx [ e$Vn(Kj)

Für igj sind die Durchschnitte Ki 3 Kj Lebesgue-Nullmengen

u Durch Summation über j c {1,...,r} erhält man:

(Q)V (x)T’det n

(Q)T 1-

−∫ dx [ e$Vn(T-1(Q)), woraus die Behauptung folgt. q.e.d.

(4.27) Lemma: Sei V̀ Rn offene Menge. Sei f: VtC  Lebesgue-integrierbar. Zu e>0 gibt es
eine Treppenfunktion S mit Träger in V, so daß yfV-Sy1 < e.
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Beweis:

Sei R: Rn
tC eine Treppenfunktion auf Rn mit yfV-Ry1<

2

ε
. Da xfV-1VRx[xfV-Rx,  folgt auch

yfV-1VRy1<
2

ε
.

Wir approximieren 1VR durch eine Treppenfunktion mit Träger in V. Sei B`Rn eine
beschränkte offene Menge mit tr(R)`B. Sei A eine Vereinigung endlich vieler kompakter

Quader in V 3 B mit Vn(V 3 B) – Vn(A)<
M2 ⋅

ε
, wobei xRx[ M.

Dann ist S:=1AR eine Treppenfunktion mit Träger in ÀV, für die

y1VR-Sy1 = y1V 3 BR–1ARy1 [ M$(Vn(V 3 B)–Vn(A))<
2

ε
, so daß

yfV-Sy1 [ yfV-1VRy1 + y1VR-Sy1 < e. q.e.d.

:LU�NRPPHQ�]XP�DQJHN�QGLJWHQ�7UDQVIRUPDWLRQVVDW]�

(4.28) Satz: (Transformationssatz):

Seien U,V̀ Rn offen, sei T: UtV ein Diffeomorphismus. Sei f: VtC  eine Funktion.
Dann gilt: f ist genau dann über V Lebesgue-integrierbar, wenn (f)T)$xdet(T‘)x über U
Lebesgue-integrierbar ist.
In diesem Falle gilt die Substitutionsregel (resp. Transformationsregel)

( )∫∫ ⋅=
UV

dxdy (x)T’detT(x)f f(y)

Beweis:

„u“:
Sei f Lebesgue-integrierbar über V. Dann gilt: es gibt eine Folge (Sk)k von Treppenfunktionen
mit
1) tr(Sk) ` V
2) 

∞→k
limyTk-fy1=0

3) (eventuell Übergang zu Teilfolge)

∞→k
lim Sk(x) = f(x) für x c V \ N

Wir setzen kS
~

:= (Sk)T)xdet(T‘)x, k c N, und f
~

:= (f)T)xdet(T‘)x.

Nach Lemma (4.26) sind die Funktionen kS
~

, k c N, über U Lebesgue-integrierbar und bilden
eine L1-Cauchyfolge, da

y kS
~

- lS
~
y1 = ∫∫ =

VU

dydx lklk S-SS
~

-S
~

=ySk-Sly1

Außerhalb der Lebesgue-Nullmenge T-1(N) konvergiert ( kS
~

)k punktweise gegen f
~

.

Nach dem Satz von Riesz-Fischer ist f
~

 somit Lebesgue-integrierbar, und es gilt

∫∫∫∫ ===
∞→∞→

VV
k

U
k

U

dydydxdx  f(y) (y)Slim (x)S
~

lim (x)f
~

kk .
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„s“:

Sei f
~

 über K Lebesgue-integrierbar. Das bereits Bewiesene wenden wir auf die
Umkehrabbildung T-1: VtU an und erhalten, daß (f

~
) T-1)$xdet(T-1)µx=f  über V Lebesgue-

integrierbar ist. q.e.d.

(4.29) Korollar: Sei A: Rn
tRn eine lineare Transformation, b c Rn. Sei T: Rn

tRn die
durch Tx:=Ax+b gegebene nicht ausgeartete affine Transformation. Ist f über eine
Menge K̀ Rn Lebesgue-integrierbar, so ist f)T über die Urbildmenge T-1(K)
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

∫∫ =+
K

dydx  f(y)
Adet

1
 b)f(Ax

(K)T 1-

.

Beweis:

Man wende den Transformationssatz auf U=V=Rn und fK an; dabei ist zu beachten, daß
fK)T = ((f)T))

(K)T 1- q.e.d.

(4.30) Korollar: Sei A: Rn
tRn eine lineare Transformation, b c Rn, sei Tx:=Ax+b nicht

ausgeartet. Ist K Lebesgue-meßbar, dann ist auch T(K) Lebesgue-meßbar, und es gilt
Vn(T(K)) = xdet Ax$Vn(K).
Insbesondere gilt für A=En und Tx=x+b, daß Vn(T(K)) = Vn(K).

Beispiele:

1) Polarkoordinatentransformation

y1=r$cos t , y2=r$sin t

T: [0,R] % [0,2o] t )0(K R

Wegen T(0,t) = (0,0) ist T nicht bijektiv

T: (0,R] % [0,2o) t K0:={(y1,y2) c R2: 0<y1
2+y2

2
[R2}

T: (0,R) % (0,2o) t M0:={(y1,y2) c R2: 0<y1
2+y2

2<R2, (y1,y2)g(y1,0) für y1>0}

det T‘(r,t) = det 





⋅
⋅

 tcosrsin t

tsinr- tcos
= r

∫∫∫∫
×

⋅⋅⋅===
)2,0(),0(

2121

(0)K

2121

(0)K

),(r sin t)r t,cosf(r    ),( )y,f(y),( )y,f(y f(y)
RR πRM

trdyydyyddy

= ∫ ∫ 





⋅⋅⋅

R

drdt
0

2

0

r sin t)r t,cosf(r
π
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2) Elliptische Koordinaten im R2

2

2

2
2

2

2
1 R

b

y

a

y
≤+     u y1:=r$a$cos t , y2:=r$b$sin t

   mit r c [0,R] , t c [0,2o]

T: [0,R] % [0,2o] t E:={(y1,y2) c R2: 2

2

2
2

2

2
1 R

b

y

a

y
≤+ }

det T‘(r,t) = det 





⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

 tcosbrsin tb

tsinar- tcosa
= a$b$r

∫ ∫∫ 





⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

π2

0 0

r basin t)br t,cosaf(r f(y) dtdrdy
R

E

3) Elliptische Koordinaten im R3

sin tr:
b

y
 t       cos ssin r:

b

y
 t       cos s cosr:

a

y 221 ⋅=⋅⋅=⋅⋅=  für a>0, b>0, c>0

r c [0,R] , s c [0,2o] , t c 



−

2
,

2

ππ

H:={(y1,y2,y3) c R3: 2
2
3

2
2

2
1 R

c

y

b

y

a

y
≤++ }

T: [0,R] % [0,2o] % 



−

2
,

2

ππ
t H

det T‘(r,s,t) = det
















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

 tcoscr0sin tc

 tcosssin rb- tcoss cosrb tcosssin b

sin ts cosra- tcosssin ra- tcoss cosa

= a$b$c$r2
$cos t

det T‘(r,s,t) g 0 w r>0 t c 




−

2
,

2

ππ

∫ ∫ ∫∫































⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

−

R

H

drdsdtdy
0

2

0

2

2

2   tcosrcbasin t)cr t,cosssin br t,coss cosrf(a f(y)
π

π

π

f=1: V3(H) = ∫ ∫ ∫































⋅⋅⋅⋅

−

R

drdsdt
0

2

0

2

2

2  t cosrcba
π

π

π

= K=⋅⋅⋅ ∫∫
−

2

2
0

2  t cos rcba

π

π

dtdr
R
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4) Zylinderkoordinaten im R3

y1=a$r$cos t , y2=b$r$sin t , y3=x3

r c [0,R] , t c [0,2o] , x3 c [0,h]

T: [0,R] % [0,2o] % [0,h] t Z:={(y1,y2,y3) c R3: 0[y3[h, 2

2

2
2

2

2
1 R

b

y

a

y
≤+ }

det T‘(r,t,x3) = det















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

100

0 tcosrbsin tb

0sin tra- tcosa

= a$b$r
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�����,QWHJUDOVlW]H�LP�5�

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt für jede Stammfunktion F auf
einem Intervall

I c R einer Regelfunktion f: ItR die Beziehung F(a)-F(b) f(x) =∫
b

a

dx  für jedes a,b c I.

'DV�,QWHJUDO�YRQ�)© I�NDQQ�DOVR�GXUFK�5DQGZHUWH�YRQ�)�DXVJHGU�FNW�ZHUGHQ�
,Q�GLHVHP�.DSLWHO�VROO�GLHVHU�6DFKYHUKDOW�LQ�JHHLJQHWHU�)RUP�DXI�GLH�6LWXDWLRQ�LP�5DXP��EHUWUDJHQ�ZHUGHQ��=X
GLHVHP�=ZHFN�ZHUGHQ�GLH�NODVVLVFKHQ�,QWHJUDOVlW]H�YRQ�*DX��XQG�6WRNHV�EHKDQGHOW��GLH�LQ�GHP�6SH]LDOIDOO�GHU
(EHQH� GHU� DQJHOVlFKVLVFKHQ� 7UDGLWLRQ� IROJHQG� DOV� *UHHQVFKHU� 6DW]� EH]HLFKQHW� ZHUGHQ�� 'LH� *DX�VFKHQ� XQG
6WRNHVVFKHQ�,QWHJUDOVlW]H�¥�DXFK�LQ�LKUHQ�K|KHUGLPHQVLRQDOHQ�9HUDOOJHPHLQHUXQJHQ�¥�VLQG�HLQ�XQHQWEHKUOLFKHV
+LOIVPLWWHO� GHV� 1DWXUZLVVHQVFKDIWOHUV� XQG� ,QJHQLHXUV� XQG� XUVSU�QJOLFK� DXV� QDWXUZLVVHQVFKDIWOLFKHQ� )UDJH�
VWHOOXQJHQ�KHUYRUJHJDQJHQ�

§ 1 Der Gaußsche Integralsatz in der Ebene

6FKRQ� LQ� .DSLWHO� �� �EHU� .XUYHQLQWHJUDOH� ZXUGH� GHU� +DXSWVDW]� GHU� 'LIIHUHQWLDO�� XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� DXI

.XUYHQLQWHJUDOH� H[DNWHU� 9HNWRUIHOGHU� YHUDOOJHPHLQHUW� XQG� GLH� %H]LHKXQJ� �YJO�� 6DW]� �������

F(a)-F(b)F, grad =><∫
γ

dt �KHUJHOHLWHW��ZREHL�D�GHU�$QIDQJVSXQNW�XQG�E�GHU�(QGSXQNW�GHU�.XUYH

»�c�Rn�LVW��)�U�GLH�*�OWLJNHLW�GLHVHU�+DXSWVlW]H�VLQG�DEHU�JHZLVVH�9RUDXVVHW]XQJHQ�]X�HUI�OOHQ�
�� GLH� ]X� LQWHJULHUHQGH� )XQNWLRQ� I� PX�� HLQH� 6WDPPIXQNWLRQ� EHVLW]HQ� XQG� GHVKDOE� HLQH� EHVWLPPWH� )RUP

KDEHQ��]�%��I� �)©�RGHU�I� �JUDG�)
�� PDQ�PX��GLH�(LJHQVFKDIWHQ�GHV�,QWHJUDQGHQ�DXI�GHP�5DQG�NHQQHQ
�� GHU�5DQG�PX��RULHQWLHUW�VHLQ��HWZD�D�E�EHLP�,QWHUYDOO�I >D�E@�RGHU�DOV�$QIDQJVSXQNW�D�E]Z��(QGSXQNW�E

GHU�.XUYH�»��VR�GD��D�YRU�E�OLHJW
'HU� *DX�VFKH� ,QWHJUDOVDW]� LQ� GHU� (EHQH�� DXFK� 6DW]� YRQ� *UHHQ� JHQDQQW�� NDQQ� DOV� 9HUDOOJHPHLQHUXQJ� GLHVHU
+DXSWVlW]H� I�U� )XQNWLRQHQ� YRQ� ]ZHL� 9HUlQGHUOLFKHQ� DQJHVHKHQ� ZHUGHQ�� :LU� ZHUGHQ� LKQ� I�U� VHKU� HLQIDFKH
*HELHWH�GHU�(EHQH��R2��QDFKZHLVHQ�
'D]X�EHVFKlIWLJHQ�ZLU�XQV�]XQlFKVW�PLW�GHU�2ULHQWLHUXQJ�GHV�5DQGHV�5G�*�HLQHV�EHVFKUlQNWHQ�*HELHWHV

*` R2�XQG�HULQQHUQ�LQ�GLHVHP�=XVDPPHQKDQJ�DQ�GHQ�%HJULII�GHU�.XUYH�LP�Rn��YJO��'HILQLWLRQ��������

(5.1) Definition: Eine Kurve im Rn mit einer stetigen Parameterdarstellung »: [a,b]tRn

heißt einfach geschlossen, wenn »(a)=»(b) und »(s)g»(t) für sgt, s,t c (a,b).
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(5.2) Definition: Sei » eine einfach geschlossene glatte Kurve im R2 mit der Parameter-

darstellung »: [a,b]tR2, »(t)=(»1(t),»2(t)). Wir sagen, » umlaufe das von ihr
eingeschlossene Gebiet G`R2 im Gegenuhrzeigersinn (oder: » ist der positiv
orientierte Rand von G), wenn für jeden Punkt »(t)=(»1(t),»2(t),0) c R3, t c [a,b],

der Tangenteneinheitsvektor T»(t)=
(t),0)’(t),’(

(t),0)’(t),’(

21

21

γγ
γγ

, der in das Gebiet weisende

Normalenvektor N»(t)=
(t)’T

(t)’T

γ

γ
 und der Einheitsvektor e3=(0,0,1) ein Rechtssystem

bilden, d.h. det(T»(t),N»(t),e3)>0.

»� LVW�DOVR�HLQ�SRVLWLY�RULHQWLHUWHU�5DQG�YRQ�*��ZHQQ�*�EHLP�'XUFKODXIHQ�YRQ�»�]XU
/LQNHQ� OLHJW�� 'LH� SRVLWLYH� 2ULHQWLHUXQJ� HLQHU� VW�FNZHLVH� JODWWHQ�� HLQIDFK
JHVFKORVVHQHQ�.XUYH�Ol�W�VLFK�Y|OOLJ�DQDORJ�GHILQLHUHQ�
,Q�%HLVSLHO���QDFK�6DW]� ������� �NOHLQHU�6DW]�YRQ�)XELQL��KDEHQ�ZLU�1RUPDOEHUHLFKH�DOV� ,QWHJUDWLRQVEHUHLFKH�I�U
VWHWLJH�)XQNWLRQHQ�XQWHUVXFKW��'DEHL�ZXUGH�%`R2�HLQ�1RUPDOEHUHLFK�E]JO��[�JHQDQQW��ZHQQ
% ^�[�\��c�R2��D[[[E��w��[�[\[w��[�`�PLW�VWHWLJHQ�)XQNWLRQHQ�wM��>D�E@tR2��M�c�^����`�JLOW�
%`R2�LVW�HLQ�1RUPDOEHUHLFK�E]JO��\��ZHQQ�% ^�[�\��c�R2��F[\[G��y��\�[[[y��\�`�PLW�VWHWLJHQ�)XQNWLRQHQ
yM��>F�G@tR��M�c�^���`�
)�U�HLQHQ�1RUPDOEHUHLFK�%`R2�E]JO��[�XQG�E]JO��\�ODXWHW�GHU�*DX�VFKH�6DW]�LQ�GHU�(EHQH

(5.3) Satz: (Gaußscher Integralsatz in der Ebene, Satz von Green):
Sei B`R2 ein Normalbereich bzgl. x und bzgl. y, sei Rd B der positiv orientierte Rand
von B. Sei G`R2 offen mit B`G. Seien fj: GtR stetig differenzierbar, j c {1,2}.
Dann gilt für das Vektorfeld f=(f1,f2): GtR2

∫∫ ><=
∂

∂
−

∂
∂

B Rd

12 f,),(
y

y)(x,f

x

y)(x,f
dtyxd

B

.

Beweis:

»= Rd B besteht aus vier Teilkurven »1, »2, »3, »4, die, da B ein Normalbereich bzgl. x ist,
wie folgt parametrisiert werden können:

»1: [a,b]tR2
»1(t):=(t,w1(t))

»2: [0,1]tR2
»2(t):=(b,w1(b)+t(w2(b)-w1(b)))

»3
-: [a,b]tR2

»3
-(t):=(t,w2(t))

»4
-: [0,1]tR2

»4
-(t):=(a,w1(a)+t(w2(a)-w1(a)))

Da 
y

f1

∂
∂

 stetig auf G, gilt

( ) ( )∫∫ ∫∫ −=










∂
∂

=
∂

∂ b

a

b

aB

dxdxdyyxd (x)x,f(x)x,f
y

y)(x,f
),(

y

y)(x,f
1121

(x)

(x)

11
2

1

ϕϕ
ϕ

ϕ
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      = ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ −−=−
b

a

b

a

b

a

b

a

dtdtdtdt (t)f(t)f(t)f(t)f 113111
-
31 γγγγ

Da ( ) ( )∫∫ −==
1

0

41

1

0

21  (t)f0 (t)f dtdt γγ , d.h. die Integrale verschwinden, gilt auf der anderen

Seite für das Vektorfeld g(t):=(f1(t),0): GtR2

( ) ( )∫∫∫∫∑ ∫∫ +=><+><=><=><
=

b

a

b

aj

dtdtdtdtdtdt
j

(t)f(t)fg,g,g,g, 3111

4

1B Rd 31

γγ
γγγ

u ∫∫ ><−=
∂

∂

B Rd

1 g,),(
y

y)(x,f
dtyxd

B

Da sich B auch als Normalbereich bzgl. y darstellen läßt, erhält man durch analoge
Überlegungen die Beziehung

∫∫ ><=
∂

∂

B Rd

2 h,),(
x

y)(x,f
dtyxd

B

 mit dem Vektorfeld h(t):=(0,f2(t))

 Daraus ergibt sich

∫∫∫ ><=><+><=
∂

∂
−

∂
∂

B RdB Rd

12 f,g,h,),(
y

y)(x,f

x

y)(x,f
dtdtdtyxd

B

q.e.d.

6HW]HQ�ZLU�I�U�I �I��I���GDV�9HNWRUIHOG�I�[�\�� ��\�[��HLQ��VR�HUKDOWHQ�ZLU�VRIRUW�I�U�GHQ�)OlFKHQLQKDOW�YRQ�%

(5.4) Korollar: Sei B̀ R2 ein Normalbereich bzgl. x und  bzgl. y und Rd B sein positiv
orientierter Rand, so gilt für den Flächeninhalt F(B) von B

∫∫ 





=><=

b

a

dtdt
(t)’(t)’

(t)(t)
det

2

1
x),-y,(

2

1
F(B)

21

21

B Rd
γγ
γγ

, wenn »: [a,b]tR2 mit

»(t)=(»1(t),»2(t)) eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung von Rd B ist.

Die beiden letzten Sätze gelten bereits unter weit schwächeren Voraussetzungen über B,
nämlich dann, wenn B beschränkt und Rd B eine rektifizierbare, doppelpunktfreie Kurve ist.

Bemerkungen:

1) Ist f=(f1,f2): G`R2
tR2 ein Vektorfeld und sind die Vektorfelder g: GtR2 und h: GtR2

definiert durch g(x,y):=(f1(x,y),0) bzw. h(x,y):=(0,f2(x,y)) für (x,y) c G, so schreibt man

für die Integrale ∫ ><
γ

dtg,  bzw. ∫ ><
γ

dth,  auch ∫∫ ><=
γγ

dtdx g,:f1  bzw.

∫∫ ><=
γγ

dtdy h,:f 2 .

Die Gleichung im Greenschen Satz lautet dann

( )∫∫ +=
∂

∂
−

∂
∂

B Rd

21
12 f  f),(

y

y)(x,f

x

y)(x,f
dydxyxd

B
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2) Für jeden Punkt (x,y) c B eines Normalbereiches B, der berandet wird von der Kurve
Rd B, steht der Vektor F(x,y):=(f2(x,y),-f1(x,y)) senkrecht auf f(x,y):=(f1(x,y),f2(x,y)).

Ferner gilt: div F(x,y) = 
y

y)(x,f

x

y)(x,f 12

∂
∂

−
∂

∂
, so daß der Greensche Satz auch in der

Form ∫∫ ><=
B Rd

f,),( y)F(x, div dtyxd
B

 geschrieben werden kann.

Diese Gleichung ist Ausgangspunkt der Verallgemeinerung zum Divergenztheorem
(=Satz von Gauß im Raum) und läßt folgende Interpretation zu: Die per saldo aus dem
Normalbereich über den Rand hinausfließende Flüssigkeitsmenge muß im Inneren von B
produziert werden und ist deshalb gleich dem Integral dieser Intensität über B.

3) Identifiziert man das Vektorfeld f=(f1,f2): B`R2
tR2 mit dem dreidimensionalen Vektor-

feld f
~

:=(f1,f2,0), so ergibt sich rotf
~

= 





∂
∂

−
∂
∂

y

f

x

f
,0,0 12 . Aus diesem Grund bezeichnet

man 
y

f

x

f 12

∂
∂

−
∂
∂

 auch als zweidimensionale Rotation von f. Der Greensche Satz erhält

dann die Form ( )∫∫∫ +=><=
B Rd

21

B Rd

f  ff,),( y)f(x,rot dydxdtyxd
B

und wird Ausgangspunkt

einer Verallgemeinerung in Form des Satzes von Stokes im Raum.



,QWHJUDWLRQVWKHRULH 6HLWH����

§ 2 Flächen und Oberflächenintegrale im Raum

,Q�GLHVHP�$EVFKQLWW�ZHUGHQ�HLQLJH�7DWVDFKHQ�EHUHLWJHVWHOOW�� GLH� ]XU�*HZLQQXQJ�JHZLVVHU�$QDORJD�GHV�+DXSW�
VDW]HV� GHU� 'LIIHUHQWLDO�� XQG� ,QWHJUDOUHFKQXQJ� LP�R3� EHQ|WLJW� ZHUGHQ�� 'D]X� HULQQHUQ� ZLU� ]XQlFKVW� DQ� GDV
.UHX]SURGXNW�RGHU�9HNWRUSURGXNW�]ZHLHU�9HNWRUHQ�LP�R3��$QVFKOLH�HQG�ZHQGHQ�ZLU�XQV�GHP�%HJULII�GHU�)OlFKH
LP�R3� ]X��ZREHL�GLHVHU�%HJULII� MHGRFK� QLFKW� VR� DOOJHPHLQ� JHID�W�ZLUG�� ZLH� HV� JUXQGVlW]OLFK�P|JOLFK� XQG� I�U
JHZLVVH�8QWHUVXFKXQJHQ�DXFK�QRWZHQGLJ�LVW��VRQGHUQ� LQ�HLQHU�:HLVH�HLQJHVFKUlQNW� LVW��GLH�GHP�DQJHVWUHEWHQ
5DKPHQ�DQJHPHVVHQ�LVW�

Für zwei Vektoren x=(x1,x2,x3) c R3 und y=(y1,y2,y3) c R3 ist das Kreuzprodukt oder
Vektorprodukt x % y durch x % y:=(x2y3-x3y2 , x3y1-x1y3 , x1y2-x2y1) definiert.
Formal läßt sich diese Definition auch schreiben in der Form

x % y = 
















321

321

yyy

xxx

321

det .

Für das Vektorprodukt gelten folgende Rechenregeln:
1) x % y = – (y % x)
2) x % x = 0
3) (kx) % y = x % (ky) = k (x % y)   für k c R
4) x % (y+z) = (x % y) + (x % z)   für z=(z1,z2,z3) c R3

5) (x+y) % z = (x % z) + (y % z)   für z=(z1,z2,z3) c R3

6) <x , x % y> = <y , x % y> = 0

Sind x: ItR3 und y: ItR3 auf Ì R definierte R3-wertige Funktionen, so ist ihr Vektor-
produkt x % y punktweise erklärt: (x % y) (t) = x(t) % y(t) , für t c I.

Sind x und y auf I differenzierbar, so ist auch x % y auf I differenzierbar mit

7) 
dt

d (x % y) = (x %
dt

dy ) + (
dt

dx
% y)

In Kapitel 3.3 wurde eine Teilmenge ÀRn als Lebesgue-meßbar bezeichnet, wenn die
charakteristische Funktion 1A auf A Lebsgue-integrierbar ist. Ersetzt man den Lebesgueschen
Integralbegriff durch den Integral-begriff nach Riemann, so erhält man Jordan-meßbare
Teilmengen des Rn.

(5.5) Definition: Eine nichtleere beschränkte Teilmenge B`Rn heißt Jordan-meßbar,
wenn die charakteristische Funktion 1B auf B Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall

heißt xBxn:= ∫
B

dxB1  der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von B.
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(5.6) Satz: Eine nichtleere beschränkte Teilmenge B`Rn ist genau dann Jordan-meßbar,
wenn Rd B eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Beweis:

Sei B̀ Rn beschränkt, dann existiert ein kompakter Quader Q`Rn mit B`Q.

Q ist genau dann Jordan-meßbar, wenn das Riemann-Integral ∫
Q

dxQ1  existiert.

Nach dem Lebesgueschen Kriterium ist dies genau dann der Fall, wenn die Menge M der
Unstetigkeitspunkte von 1BxQ (eingeschränkt auf Q) eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Da M=Rd B ist, folgt die Behauptung. q.e.d.

Ähnlich wie früher eine Kurve im Rn definieren wir eine Fläche im Raum mit Hilfe einer
Parameterdarstellung, wobei der Parameterbereich jetzt eine Teilmenge des R2 ist.

(5.7) Definition: Sei G̀ R2 eine nichtleere, offene und Jordan-meßbare Menge. Sei
ÃgK`G kompakt. Unter einer regulären Fläche S mit dem Parameterbereich K
verstehen wir die Einschränkung pxK einer C1-Funktion p: GtR3, die injektiv in K ist
und deren Funktionalmatrix p‘(s,t) für alle s,t c G den Rang 2 hat.
P(K) heißt die Spur der Fläche, p eine Parameterdarstellung von S.

=ZLVFKHQ�³)OlFKH§�XQG�³6SXU�YRQ�S§�EHVWHKW�DOVR�HLQ�lKQOLFKHU�8QWHUVFKLHG�ZLH� ]ZLVFKHQ� ³.XUYH§�XQG� ³6SXU
YRQ�»§��+lOW�PDQ�GHQ�3DUDPHWHU�W��IHVW��VR�LVW�GLH�)XQNWLRQ�VxS�V�W���GLH�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ�HLQHU�.XUYH�DXI

GHU� )OlFKH� 6�� VLH� ZLUG� DXFK� GLH� V�.RRUGLQDWHQOLQLH� JHQDQQW� �W� FRQVW��� ,KU� 7DQJHQWLDOYHNWRU� LVW�
s

)tp(s, 0

∂
∂

�

(QWVSUHFKHQG� LVW�
t

t),p(s 0

∂
∂

�GHU�7DQJHQWLDOYHNWRU�DQ�GLH� W�.RRUGLQDWHQOLQLH� �V� FRQVW��� 'LH� 5DQJEHGLQJXQJ� LQ

GHU�'HILQLWLRQ�EHGHXWHW��GD��LQ�MHGHP�)OlFKHQSXQNW�[ S�V�W���JHQDXHU���[��[��[�� �S��V�W����S��V�W����S��V�W������V�W��c

.��GLH�9HNWRUHQ�
s

t)p(s,

∂
∂

�XQG�
t

t)p(s,

∂
∂

� OLQHDU�XQDEKlQJLJ�VLQG��'LH� ,QMHNWLYLWlW�YRQ�S�KDW� ]XU�)ROJH��GD��GLH

)OlFKH�GRSSHOSXQNWIUHL�LVW��PDQ�VSULFKW�GDQQ�DXFK�YRQ�HLQHU�HLQIDFKHQ�)OlFKH�

'D� GLH� 9HNWRUHQ�
s

t)p(s,

∂
∂

� XQG�
t

t)p(s,

∂
∂

� LQ� MHGHP� 3XQNW� �V�W�� c� .� OLQHDU� XQDEKlQJLJ� VLQG�� VSDQQHQ� VLH

GLH7DQJHQWLDOHEHQH�[� �[����k$
s

)t,p(s 00

∂
∂

���l$
t

)t,p(s 00

∂
∂

��k��l�c�R�LP�3XQNW�[�� ��[���[���[���� �S�V��W��

DXI��-HGHU�DXI�GLHVHU�(EHQH�VHQNUHFKW�VWHKHQGH��QLFKW�YHUVFKZLQGHQGH�9HNWRU�KHL�W�1RUPDOHQYHNWRU�YRQ�U�LP
)OlFKHQSXQNW�S�V��W���RGHU�1RUPDOH�DQ�6�LP�3XQNW�S�V��W��� �[���+DW�HU�GLH�/lQJH����VR�ZLUG�GLHVHU�QRUPLHUW
RGHU� 1RUPDOHQHLQKHLWVYHNWRU� JHQDQQW�� ,QVEHVRQGHUH� LVW� GDV� 9HNWRUSURGXNW� 1�V��W���  

s

)t,p(s 00

∂
∂

%
t

)t,p(s 00

∂
∂

�HLQH�1RUPDOH�DQ�6�LP�3XQNW�[�� S�V��W����DXV�GHU�VLFK�GHU�1RUPDOHQHLQKHLWVYHNWRU

Y�V��W���  � 






∂
∂

×
∂

∂
∂

∂
×

∂
∂ −

t

)t,p(s

s

)t,p(s

t

)t,p(s

s

)t,p(s 0000

1

0000 � LQ� GLHVHP� 3XQNW� JHZLQQHQ� Ol�W�� -HGHU

3XQNW�[� S�V��W���DXI�6�EHVLW]W�JHQDX�]ZHL�QRUPLHUWH�1RUPDOHQ��QlPOLFK�Y�V��W���XQG��Y�V��W���
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(5.8) Definition: Der Flächeninhalt J(S) einer regulären Fläche S̀R3 mit der Parameter-
darstellung p: K̀ R2

tR3, ÃgK kompakt und Jordan-meßbar, wird definiert durch das

Integral J(S):= ∫∫ ∂
∂×

∂
∂=

KK

tsdtsd ),(
t

t)p(s,

s

t)p(s,
),(t)N(s, .

Der Wert dieses Integrals ist unabhängig von „zulässigen Parameterdarstellungen“ von S.

Beispiele:

1) Ist f: GtR eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen, Jordan-meßbare Menge
GgÃ des R2. Dann ist S = graph f = {(x1,x2,x3) c R3: x3=f(x1,x2) , (x1,x2) c G} eine Fläche
im R3, für die  p: GtR3 mit p(s,t):=(s,t,f(s,t)) für s,t c G eine Parameterdarstellung ist.
Dann gilt








∂
∂

=
∂

∂
s

t)f(s,
,0,1

s

t)p(s,
 und 







∂
∂

=
∂

∂
t

t)f(s,
,1,0

t

t)p(s,
 und somit

N(s,t) = )0,0,0(1,
t

t)f(s,
,

s

t)f(s,

t

t)p(s,

s

t)p(s,
≠







∂
∂

−
∂

∂
−=

∂
∂

×
∂

∂
.

Der Flächeninhalt von S mit dem Parameterbereich K`G berechnet sich aus

J(S) = ∫∫ 






∂
∂+







∂
∂+=







∂
∂−

∂
∂−

KK

tsdtsd ),(
t

t)f(s,

s

t)f(s,
1),(1,

t

t)f(s,
,

s

t)f(s,
22

2) Die Kugeloberfläche S=SR(0)`R3 kann beschrieben werden durch die Parameter-
darstellung (Stichwort „Kugelkoordinaten“)

p: [0,2o] % 



−

2
,

2

ππ
t R3 mit p(s,t):=(R$cos(s)$cos(t) , R$sin(s)$cos(t) , R$sin(t))

Dann gilt
s

t)p(s,

∂
∂

= (-R$sin(s)$cos(t) , R$cos(s)$cos(t) , 0)

t

t)p(s,

∂
∂

= (-R$cos(s)$sin(t) , -R$sin(s)$sin(t) , R$cos(t))

und 
s

t)p(s,

∂
∂

%
t

t)p(s,

∂
∂

 = R$cos(t)$p(s,t) g (0,0,0) für t c 




−

2
,

2

ππ
, R>0

sowie J(SR(0)) = ∫ ∫∫
−







⋅=

∂
∂×

∂
∂ 2

2

2

0

2  t cosR),(
t

t)p(s,

s

t)p(s,
π

π

π

dtdstsd
K

  2
2

2

2 R4 t cosR2 ⋅⋅=⋅⋅= ∫
−

ππ

π

π

dt
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3) Die Oberfläche der oberen Halbkugel mit Radius R (ohne die in der x1,x2-Ebene liegende
Fläche) hat dann die Parameterdarstellung

[0,2o] % 





2
,0
π
t R3 mit p(s,t):=(R$cos(s)$cos(t) , R$sin(s)$cos(t) , R$sin(t))

Aber auch q: (0)K R tR3 mit q(s,t):=( ))t(sRt,s, 222 +−  für (s,t) c (0)K R

( (0)K R :={(s,t) c R2: s2+t2
[R2} ) ist eine Parameterdarstellung dieser Oberfläche.

:LU�NRPPHQ�QXQ�]X�GHP�ZLFKWLJVWHQ�%HJULII�GLHVHV�$EVFKQLWWHV��GHP�GHV�2EHUIOlFKHQLQWHJUDOV��'DEHL�P�VVHQ
ZLU�]ZLVFKHQ��]ZHL�$UWHQ�YRQ�2EHUIOlFKHQLQWHJUDOHQ�XQWHUVFKHLGHQ��lKQOLFK�ZLH�EHLP�.XUYHQLQWHJUDO���MH�QDFKGHP
RE�GHU�,QWHJUDQG�HLQ�6NDODUIHOG�RGHU�HLQ�9HNWRUIHOG�LVW�

(5.9) Definition: (Oberflächenintegral für Skalarfelder):
Sei p: KtR3 die Parameterdarstellung mit dem Parameterbereich K einer regulären
Fläche S. Sei f: p(K)tR ein stetiges Skalarfeldauf p(K)`R3. Dann heißt

( )∫∫ ∂
∂×

∂
∂=

KS

tsdd ),(
t

t)p(s,

s

t)p(s,
t)p(s,f: f σ  das Oberflächenintegral des

Skalarfeldes f über S.

$XFK�KLHU� LVW� QDFK]XZHLVHQ�� GD�� VLFK�GHU�:HUW� GHV� ,QWHJUDOV� ∫
S

dσ f � EHL� ]XOlVVLJHQ

3DUDPHWHUWUDQVIRUPDWLRQHQ�QLFKW�lQGHUW�

,Q�3K\VLN�XQG�7HFKQLN� WUHWHQ�2EHUIOlFKHQLQWHJUDOH�GHU� )RUP� ∫
S

dσ f � KlXILJ� DXI�� 6LH

OLHIHUQ�]��%��GLH�*HVDPWPDVVH�HLQHV�)OlFKHQVW�FNHV�6��GDV�PLW�GHU�0DVVH�GHU��|UWOLFK
XQWHUVFKLHGOLFKHQ��)OlFKHQGLFKWH�I I�[��[��[���EHOHJW�LVW�

:LU� NRPPHQ� QXQ� ]XU� 'HILQLWLRQ� HLQHV� )OlFKHQLQWHJUDOV� I�U� 9HNWRUIHOGHU�� 6HL
) �)��)��)���HLQ�9HNWRUIHOG�XQG�S �S��S��S����*tR3�HLQH�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ�HLQHU

)OlFKH� 6�� GDQQ� NDQQ� GDV� 6NDODUSURGXNW� ( ) >
∂

∂×
∂

∂<
t

t)p(s,

s

t)p(s,
,t)p(s,F � LQWHUSUHWLHUW

ZHUGHQ� DOV� GLH� .RPSRQHQWH� GHU� )OX�GLFKWH� )� LP� 3XQNW� S�V�W�� LQ� 5LFKWXQJ� GHV

1RUPDOHQYHNWRUV�
t

p

s

p

∂
∂×

∂
∂

�LP�)OlFKHQSXQNW��1XQ�JLOW�EHNDQQWOLFK

s

t)p(s,

∂
∂

%
t

t)p(s,

∂
∂

=��GHW�-���V�W����GHW�-���V�W����GHW�-���V�W����ZREHL

-LN�V�W��  

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

t

t)(s,p

s

t)(s,p
t

t)(s,p

s

t)(s,p

kk

ii

�I�U�L�N�c�^�����`�

'HVKDOE�Ol�W�VLFK� ( ) >
∂

∂×
∂

∂<
t

t)p(s,

s

t)p(s,
,t)p(s,F �DXFK�LQ�GHU�)RUP
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>
∂
∂×

∂
∂<

t

p

s

p
F,  � )�� GHW� -��� �� )�� GHW� -��� �� )�� GHW� -��� � � VFKUHLEHQ�� 'LHV� JLEW� GLH

9HUDQODVVXQJ�]X�GHU�IROJHQGHQ�'HILQLWLRQ�HLQHV�)OlFKHQLQWHJUDOV�I�U�9HNWRUIHOGHU�
(5.10) Definition: Sei S eine reguläre Fläche mit der Parameterdarstellung p: K`R2

tR3,
p=(p1,p2,p3). Sei F: G̀ R3

tR3 mit F=(F1,F2,F3) ein stetiges Vektorfeld auf G mit
K`G. Man setzt

( )∫∫ =∧
KS

tsddxdx ),( t)(s,Jdet t)p(s,FF 231321

( )∫∫ =∧
KS

tsddxdx ),( t)(s,Jdet t)p(s,FF 312132

( )∫∫ =∧
KS

tsddxdx ),( t)(s,Jdet t)p(s,FF 123213

und nennt

∫∫∫∫ ∧+∧+∧=∧+∧+∧
KKKS

dxdxdxdxdxdxdxdxdxdxdxdx 213132321213132321 FFF:F F  F

das Oberflächenintegral des Vektorfeldes F über S.

+LHUEHL�LVW�EHL�GHQ�Ä3URGXNWHQ³�G[�.G[����G[�.G[�� ��G[�.G[��DXI�GLH�5HLKHQIROJH�GHU
Ä)DNWRUHQ³� ]X� DFKWHQ�� GD� ]�� %�� GHW� -���V�W��  � �GHW� -���V�W�� XQG� VRPLW

∫∫ ∧−=∧
SS

dxdxdxdx 231321 FF �

'DV�2EHUIOlFKHQLQWHJUDO�KlQJW�DOVR��EHL�IHVWHP�,QWHJUDQGHQ��QLFKW�QXU�YRQ�GHU�6SXU
GHU�)OlFKH��VRQGHUQ�DXFK�YRQ�GHU�3DUDPHWHUGDUVWHOOXQJ�GHU�)OlFKH�DE�±�DOOHUGLQJV�LQ
HLQHU� HLQIDFK� ]X� �EHUVHKHQGHQ� :HLVH�� (V� LVW� LQYDULDQW� XQWHU� SRVLWLYHP
3DUDPHWHUZHFKVHO� �GHW� 7µ!��� XQG� lQGHUW� GDV� 9RU]HLFKHQ� EHL� QHJDWLYHP
3DUDPHWHUZHFKVHO��GHW�7µ����
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§ 3 Der Stokessche Integralsatz im R3

'LHVHU� I�U� GLH� 0DWKHPDWLN� XQG� 3K\VLN� ZLFKWLJH� 6DW]� HUODXEW� HV�� JHZLVVH
2EHUIOlFKHQLQWHJUDOH�GXUFK�.XUYHQLQWHJUDOH�DXV]XGU�FNHQ��:LU�SUlVHQWLHUHQ�GHQ�6DW]
YRQ�6WRNHV� LQ� HLQHU� VHKU� HLQIDFKHQ�)RUP��GLH� MHGRFK� I�U� GLH�3UD[LV� LQ� YLHOHQ� )lOOHQ
DXVUHLFKW�

(5.11) Satz: (Stokes):
Sei S eine reguläre Fläche im Raum mit einem Parameterbereich K`R2, der ein
Normalbereich bzgl. x und bzgl. y ist, und einer Parameterdarstellung p: UrKtR3,
die auf der offenen Menge U zweimal stetig differenzierbar ist. Der Rand Rd K von K
werde durch eine stückweise stetig differenzierbare Parameterdarstellung »: [a,b]tR2

so paramterisiert, daß er positiv orientiert ist. Sei f: V`R3
tR3 ein stetig

differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge V`R3 mit p(K)`V. Dann gilt

∫∫ ><=><
γ

τσ
opS

dd f, nf,rot , wobei n:= 






∂
∂×

∂
∂

∂
∂×

∂
∂ −

t

p

s

p

t

p

s

p
1

(*)

Bemerkungen:

1) Da ( )∫∫ >
∂

∂×
∂

∂<=><
KS

tsdd ),(
t

t)p(s,

s

t)p(s,
,t)p(s,frot  nf,rot σ , läßt sich die Beziehung

(*) schreiben in der Form ( ) ∫∫ ><=>
∂

∂×
∂

∂<
γ

τ
opK

dtsd f,),(
t

t)p(s,

s

t)p(s,
,t)p(s,frot 

2) Da rot f = 





∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

2

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3

x

f

x

f
,

x

f

x

f
,

x

f

x

f
, läßt sich (*) auch schreiben in der Form

∫∫ ><=∧





∂
∂

−
∂
∂

+∧







∂
∂

−
∂
∂

+∧







∂
∂

−
∂
∂

γ

τ
opS

ddxdxdxdxdxdx f,
x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f
21

2

1

1

2
13

1

3

3

1
32

3

2

2

3

Beweis des Satzes von Stokes:

Wir beginnen mit dem Kurvenintegral. Mit p=(p1,p2,p3)=p(s,t) und »=(»1, »2)= »(t) ergibt

sich ( )( ) ( )∫∫ ><=><
b

ap

dd ττγ
τ

τγτ
γ

)(p
d

d
,)(pff,

o

, wobei

( ) ( ) ( ) ( )




= )(p

d

d
,)(p

d

d
,)(p

d

d
)(p

d

d
321 τγ

τ
τγ

τ
τγ

τ
τγ

τ
.

Nun gilt für j c {1,2,3}

( ) ( ) ( )
)(’

t

)(p
)(’

s

)(p
)(p

d

d
2

j
1

j
j τγ

τγ
τγ

τγ
τγ

τ ∂
∂

+
∂

∂
= , so daß
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mit ( )( ) ( )∫∫∫ =><=
b

app

j dddx ττγ
τ

τγτ
γγ

)(p
d

d
)(pf,ef:f jjjjj

oo

(ej sei der j-te kanonische Einheitsvektor)

und mit der Abkürzung pf:f
~

jj o=  dann gilt:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∫∫∫ 





∂

∂
+

∂
∂

==
b

a

b
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j dddx ττγ
τγ

τγ
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τγττγ
τ
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)(p
)(’

s
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)(f

~
)(p

d

d
)(f

~
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1

j
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   ∫ >





∂

∂
∂

∂
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γ

τd,
t

p
,

s

p
f
~ jj

j

Nach dem Gaußschen Integralsatz in der Ebene (5.3) gilt aber

∫∫ 






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

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∂
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p
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j

j

j

j

j

j

j

γ

τ .

Wir formen nun den Integranden des letzten Integrals um. Die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung von pj sind stetig, somit erhalten wir
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Insbesondere gilt für j=1:
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Zusammengefaßt ist also für j=1
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In entsprechender Weise erhält man für j=2 bzw. j=3
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Die Addition der letzten drei Gleichungen liefert dann die gewünschte Behauptung.
q.e.d.

'LH� SK\VLNDOLVFKH� ,QWHUSUHWDWLRQ� GHV� 6DW]HV� YRQ� 6WRNHV� NDQQ� ZLH� IROJW� DQJHJHEHQ� ZHUGHQ�� ,P� )DOOH� HLQHU

VWU|PHQGHQ� )O�VVLJNHLW� PLW� GHP� *HVFKZLQGLJNHLWVIHOG� Y�� R2
tR2� EHVFKUHLEW� GDV� ,QWHJUDO� ∫ ><

(a)Sr

v, dt � GLH

=LUNXODWLRQ�YRQ�Y�LQ�6U�D���HLQ�0D��GDI�U��ZLH�VHKU�GLH�VWU|PHQGH�)O�VVLJNHLW�LQ�GHU�JHJHEHQHQ�5LFKWXQJ�XP�GHQ
.UHLV� .U�D�`R2� URWLHUW�� 'HU� 6DW]� YRQ� 6WRNHV� EHVDJW� GDQQ�� 'LH� =LUNXODWLRQ� HQWODQJ� HLQHU� .XUYH�� GLH� HLQ
)OlFKHQVW�FN� XPIOLH�W�� LVW� JOHLFK� GHP� ,QWHJUDO� �EHU� DOOH� :LUEHOVWlUNHQ� DXI� GHP� )OlFKHQVW�FN�� RGHU
XPJDQJVVSUDFKOLFK�DXVJHGU�FNW��'LH�8PVWU|PXQJ�HLQHU�)OlFKH��=LUNXODWLRQ�JHQDQQW�� UHVXOWLHUW�DXV�GHQ�:LUEHOQ
LQ�GHQ�3XQNWHQ�GHU�)OlFKH�
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§ 4 Der Gaußsche Integralsatz im R3

Der Gaußsche Integralsatz in der Ebene (Satz (5.3)) ermöglicht es, gewisse Integrale über
ebene Bereiche in Kurvenintegrale, also in Integrale über den Rand des Bereiches, zu
verwandeln. Der Gaußsche Integralsatz
im R3 leistet Ähnliches: er lehrt, wie man Integrale bestimmter Bauart über räumliche
Bereiche durch Integrale über den Rand des Bereiches, also durch Oberflächenintegrale
berechnen kann. Physikalisch gesehen läßt er dieselbe Interpretation zu wie für ebene
Bereiche: die per saldo aus einem beschränkten Gebiet des Raumes heraustretende
Flüssigkeitsmenge wird im Inneren des Gebietes produziert und ist deshalb gleich dem
Integral der (sich örtlich verändernden) Volumenintensität..

Wir formulieren den Gaußschen Integralsatz für sehr einfach zu beschreibende Gebiete im
Raum, die wir im folgenden etwas genauer beschreiben wollen:
6HL� .`R2� HLQH� NRPSDNWH�� -RUGDQ�PH�EDUH� 7HLOPHQJH� XQG� T�� 8tR2� HLQH� &��)XQNWLRQ� DXI� HLQHU� RIIHQHQ
0HQJH�8�PLW�.`8��:LU�QHQQHQ�T�HLQH�6XEVWLWXWLRQVIXQNWLRQ�I�U�.��ZHQQ�T�.�`R2�-RUGDQ�PH�EDU�LVW�XQG�I�U
MHGH� VWHWLJH� )XQNWLRQ� I�� T�.�t R� � GLH� 6XEVWLWXWLRQVUHJHO

( )∫∫ =
K

tsdxxd ),(t)(s,q’dett)q(s,f),( )x,f(x
q(K)

2121 �JLOW�

:LU�HUNOlUHQ�QXQ��ZDV�ZLU�XQWHU�HLQHP�&��1RUPDOEHUHLFK�E]JO��GHU� [�[��(EHQH� �HQWVSUHFKHQG�GHU� [�[��(EHQH
E]Z��GHU�[�[��(EHQH��YHUVWHKHQ�ZROOHQ�

(5.12) Definition: Seien pj: KjtR3 mit pj=(pj,1,pj,2,pj,3)=pj(s,t) für (s,t) c Kj Parameter-
darstellungen zweier Flächen Sj mit den Parameterbereichen Kj, j c {1,2}. Die Flächen
Sj haben die Eigenschaften:
1) für j c {1,2} ist qj: KjtR2 mit qj(s,t)=(pj,1(s,t) , pj,2(s,t)) eine Substitutionsfunktion

für Kj

2) det q1‘<0 und det q2‘>0 überall mit Ausnahme einer Jordanschen Nullmenge
3) es gilt R2

rK:=q1(K1)=q2(K2)
4) Rd K ist eine stückweise glatte Kurve in der x1x2-Ebene
5) Für j c {1,2} gebe es stetige Funktionen wj: KtR, so daß für alle (s,t) c Kj gilt:

pj,3(s,t) = wj(pj,1(s,t) , pj,2(s,t))
6) für alle (x1,x2) c K gilt w1(x1,x2)[w2(x1,x2)
Dann heißt die Menge V:={(x1,x2,x3) c R3: w1(x1,x2)[x3[w2(x1,x2)} ein
C1-Normalbereich bezüglich der x1x2-Ebene mit den erzeugenden Flächen S1 und
S2, S1=p1(K1) heißt der untere Deckel von V und S2=p2(K2) der obere Deckel von V.

Beispiele:

1) Sei Q=[a1,b1] % [a2,b2] % [a3,b3] ein achsenparalleler Quader. Die erzeugenden Flächen S1

und S2 werden beschrieben durch die Parameterdarstellungen
p1: K1:=[a1,b1] % [a2,b2]tR3 mit p1(s,t):=(s,t,a3)
p2: K2:=[a1,b1] % [a2,b2]tR3 mit p2(s,t):=(s,t,b3)

pj, j c {1,2} ist die konstante Funktion auf [a1,b1] % [a2,b2] mit w1(s,t)=a3 und w2(s,t)=b3.
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2) Die Kugeloberfläche SR(0) hat die erzeugenden Flächen S1 und S2, beschrieben durch die
Parameterdarstellungen

p1: K1:=[0,2o] % 



− 0,

2

π
t R3 mit p1(s,t):=(R$cos(s)$cos(t) , R$sin(s)$cos(t) , R$sin(t))

p2: K2:=[0,2o] % 





2
,0
π
t R3 mit p2(s,t):=(R$cos(s)$cos(t) , R$sin(s)$cos(t) , R$sin(t))

Die Funktionen wj, j c {1,2}, sind definiert auf dem Kreis x1
2 + x2

2 
[ R2 durch

wj(x1,x2):=(-1)j $ 2
2

2
1

2 xxR −− .

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir

(5.13) Satz: (Gaußscher Integralsatz, Divergenztheorem):
Sei B ein C1-Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen. Sei f: UtR3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf U mit B`U. Dann gilt

∫∫ ><=
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dxxxd σ nf,),,( f div 321 , wenn S der Rand von B und n die äußere Normale

von S ist.

Beweis:
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∫∫ ∧=
∂
∂

SB

dxdxxxxd 213321
3

3 f),,(
x

f
.

Durch analoge Überlegungen erhalten wir
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Da q2: K2tR2 eine Substitutionsfunktion mit det q2‘>0 (bis auf eine Jordan-Nullmenge) ist,
gilt

( ) ( )∫∫ =
)(Kq

2121221321212213

22

),()x,(x,x,xf),()x,(x,x,xf xxdxxd
K

ϕϕ
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213  f dxdx

Entsprechend erhält man wegen det q1‘<0

( ) ∫∫ ∧−=
1K

213

K

21211213 f),()x,(x,x,xf dxdxxxdϕ , so daß
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Nach Eigenschaft 4) ist Rd K stückweise glatt und kann dargestellt werden durch die
Parameterdarstellung »: [a,b]tR2 mitt »(t)=(»1(t),»2(t)); »(t) ist nur in endlich vielen
Punkten nicht differenzierbar (da Rd K stückweise glatt ist).
Der vertikale Rand von V kann dann dargestellt werden durch eine Fläche S3 mit der
Parameterdarstellung p3: K3tR3 mit p3(s,t):=(»1(s),»2(s),t), wobei

K3:={(s,t) c R2: a[s[b, w1(»(s)) [ t [ w2(»(s))}.

Die Menge der Punkte, in denen die partielle Ableitung 
s

p3

∂
∂

 nicht existiert, ist gerade die

Menge der Punkte, in denen »(t) nicht differenzierbar ist. Diese Menge ist aber eine
Jordansche Nullmenge. Setzen wir p3,1(s,t):=»1(s) und p3,2(s,t):=»2(s), so gilt (bis auf eine
Jordan-Nullmenge)
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und damit mit 0:f
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Setzen wir S:= S1 4 S2 4 S3 , so erhalten wir
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∫∫ ∧=
∂
∂
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dxdxxxxd .

Summation liefert

∫∫∫ ><=∧+∧+∧=
S

213

S

132321

B

321  nf,fff),,( f div σddxdxdxdxdxdxxxxd

nach den Bemerkungen im Anschluß des Satzes von Stokes. q.e.d.


