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Zusammenfassung XIX

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht, wie daszeptuelle Funktionenverstandaid Tertidrstufe
anwendungprientiert geférdertwerden kann und inwieweit dies die Studierenden auf ihr
weiteres Studium vdereitet. Im theoretischedintergrundwird die Bedeutung der Mathe
matik und inbesondereron Funktionenin der naturwissenschaftlichen Modellierung heraus
gestellt. Es wird aufgezeigt, dass ein konzeptudtigsktionenverstandnioperatimalisiert
durch Grungorstellungen und den Umgang mit unterschiedlichen Darstellungen, fur den
Umgang mit Funktionen in naturwissenschaftlichen Anwendungen unerlasslich ist. Ab
schlieBend wd darauf hingewiesen, dass die anwendungsorientierte Vermittlung -mathe
matischer Inhalte in Grundlagesrlesungennaturwissenschaftlicher Studiengéanigslang
wenig erforscht wurde, jedoch bekannt ist, disskonzeptuelle Funktionenverstandhisch

den gezielten Einsatz digitaler Medien geférdert werden kann.

Auf Basis dieser Erkenntnisse wurde eine digitale Lernumgebung entwickelt, mit der
Studierende das Thema Funktion@mvendungsorientiefitm Kontext chemische Reaktion
erarbeiten konnen. Die Applets und Aufgaben der Lernumgebungsigpestaltetdass sie die
Grundvorstellungeradressierennd den Umgang mit verschiedenen Darstelluraggrgen

Die Lernumgebung wurde in der Vorlesu@gundlagen Mathematik Analysis lan der Hoch
schule fur Life Sciences der Fachhochschule Nordwestschweiz (FiNxWei aufeinander
folgendenJahre eingesetzt und empirisch evaluiert. Mithilfe eines-Po&tKontrollgruppen
Designs wurde ddrernzuwachgjuantitativ gemessen und analysiert. Die Ergebnisse zeigen,
dass beide Gruppen signifikaternzuwachserzielten, wobei Studierende, die mit der Lern
umgebung arbeiteten, einen gré3ekemnzuwachsverzeichnetenDabei zeigten sich kaum
Unterschiede im Lernzuwachs zwischen StudiererdisnExperimentalgruppelie die Lern
umgebung vollstandig oder nur teilweise bearbeiteten, sowie zwischen Studierenden mit hoher
oder geringer studiéezogenerKontextRelevanz Dies deutet darauf hin, dass das
konzeptuelleFunktionewerstandnigdurch die anwendungsorientierte digitale Lernumgebung
effektiv gefordert wurde, wahrend die vollstdndige BearbeitueglLernumgebungder die
studierbezogene Relevanzeziglich des Kontés chemische Reaktionur einen geringen
Einfluss auf den Lernerfolg hatten.

Zusatzlich wurden die schriftlichen Antworten der Studierenden innerhalb der Lernumgebung
qualitativ analysiert. Hierbei zeigte sich, dass die meisten Studierenden in beiden Jahren viel
faltige Grundvorstellungen thematisierten. Im zweiten Jahr wurde jedoch haufiger -auf Be
ziehungen zwischen unterschiedlichen Darstellungen eingegaDgeriasst sich vermutlich

auf eine angepasste Instruktion in der Vorlesung zurtickfihren, die den Erwartungshorizont der
Lernumgebungleutlichetkommunizierte. ZudergingenStudierende mit einer hohen studien
bezogenen Relevanz haufiger auf den Anwendungskagitexndsetzterdiesen in Beziehung

zu anderen Darstellungen.



1 Einleitung

Al €] t he mat hemat i c ahlas tveodnayomgoalsib should Enabdlen gi neer s
students to understanslet up and use the mathematical concepts, models and procedures

that are used in the application subjeftse ] . The second major goal
educationis to provide students with a sound mathematical basis for their future

prof essi(alpes, 2010, 5.2 . 0

Burkhard Alpers formuliert in seineArtikel diese beiden zentralen Ziele der mathematischen
Ingenieurausbildung an Fachhochschulen. Das erste Ziel konzentriert sich darauf, dass die
Studierenden die mathematischen Konzepte verstehen und anwenden kénnen, die in ihren
natur und ingenieurwissenschiathen Anwendungsfachern bendétigt werden. Das zweite Ziel
richtet den Blick Uber das Studium hinaus. Die Studierenden sollen sich ein solides
mathematisches Wissen aneignen, um in ihrem spateren Berufsleben gut zurechtzukommen.
Diese beiden Ziele habeeinen leitenden Charaktefiir die Gestaltung mathematischer
Lehrveranstaltungen in natumd ingenieurwissenschaftlichen Studiengangen. Dartiber hinaus
impliziert das erste Ziel, dass in vielen Anwendungsfachern auf mathematische Konzepte
zurlckgegriffen wird und diese dort auftma oder ingenieurwissenschaftliche Probleme
angewendet werden. Aus diesem Grund ist es wichtig, dass die Lehrenden in der Mathematik
ein Bewusstsein dafur entwickeln, wie mathematische Konzepte in weiterfuhrenden
Vorlesungen angeweet werden.

Betrachtet man die Gestaltung mathematischer Lehrveranstaltungen an Hochschulen, so lasst
sich eine Entwicklung Uber die letzten Jahrzehnte erkennen. Zunachst diskutierten
Mathematiklehrende, welche Inhalte in natund ingenieurwissenschatftlichen Vorlegen
vermittelt werden sollten. Anfang der 2000er Jahre erweiterte sich der Blickwinkel, indem reale
Anwendungen in den Natuund Ingenieurwissenschaften untersucht wurden, um die dafir
notwendigen mathematischen Kompetenzen zu identifizieren. In damldghren haben diese
Erkenntnisse zu einer Fokussierung auf Modellierungsaktivitaten géRépin et al., 2021)
Umfassende Modellierungsaktivitaten finden jedoch haufig in  weiterfihrenden und
projektbasierten Kursen stafz. B. AbouHayt et al., 2019) Nichtsdestotrotz sollten
Mathematikvorlesungen im Sinne der oben genannten Ziele dazu beitragen, dass der Einstieg
in die projektbasierte, anwendungsorientierte Modellierung moglichst gut gelingt. Dazu missen
die Studierenden die entsprechenden matherhatiscKonzepte beherrschen und den
Anwendungsbezug herstellen kdénnen. Hier wurde bereits mehrfach festgestellt, dass der
Umgang mit mathematischen Konzepten innerhalb der Mathematik und verschiedener natur
und ingenieurwissenschaftlicher Facher untersiiicie ist (u. a. Bingolbali et al., 2007,
GonzéalezMartin, 2021; Hochmuth & Peters, 2021; Rgnning, 20Ri8s flihrt unter anderem

dazu, dass Studierende prozedurale Aktivitaten mit Mathematik assoziieren, wahrend
konzeptuelle Aktivitaten mit naturwissenschaftlichen Fachern in Verbindung gebracht werden
(Engelbrecht et al., 2012; Munns, 201®Mlunns (2017) fuhrt dies darauf zurtick, dass
Studierende den naturwissenschaftlichen Fachern einen hdheren Nutzen flr ihre spatere
Karriere zuschreiben, wahrend sich der Nutzen der Mathematik auf das Erreichen einer guten
Note beschranktnsgesamt schreiben die Studierenden der Mathematik eine geringe Relevanz
fur das gewahlte Studium zu. Durch eine gezielte Verknupfung mathematischer Konzepte mit
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zuklnftigen Anwendungen konnten jedoch positive Effekte erzielt werden, die eine erhohte
Relevanzwahrnehmung mathematischer Inh@Bgsbers et al., 2020)ind eine allgemein
positivere Einstellung gegeniber dem Fach Mathen(@ti&ininger, 2017§6rdern.

In der vorliegenden Arbeitwird ein Beitrag dazu geleistet, wie mathematische
Grundlagenvorlesungen an Hochschulen innovativ gestaltet werden kénnen, sodass
mathematische Konzepte, die fir spatere ramd ingenieurwissenschaftliche Studiengange
und das spatere Berufsleben relevand gvgl. Alpers, 2010) starker mit entsprechenden
Anwendungen verknUpft werden. Dazu wird zunachst sichergestellt, dass durch die
Fokussierung auf ein Anwendungsbeispiel die mathematischen Grundlagen in Form von
konzeptuellem Wissen weiterhin vermittelt werden baegar positive Effekte auf den
Lernerfolg moglich sind. Das vorliegende Projekt wurde an der Hochschule fur Life Sciences
(HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) in der Erstsemestervorlesung
Grundlagen Mathematik Analysis lumgesetzt. Die Vorlesung ist inev Kapitel unterteilt.

Das erste Kapitel behandelt algebraisGinendlagen das zweite Kapitdfunktionen das dritte
Kapitel Differentialrechnungund das abschlieRende vierte Kapitelegralrechnung Das
Dissertationsprojekt konzentriert sich auf das Kapiteiktionen

In Kapitel 2, dem theoretischen Hintergrund der vorliegenden Arbeit, wird auf die Bedeutung
der Mathematik und insbesondere von Funktionen in naturwissenschaftlichen Modellierungen
eingegangen, was ddfokus auf dad<apitel Funktionenbegrindet. Anschliel3end werden
verschiedene Darstellungen und vorstellungsorientierte Zugange zum Funktionsbegriff
vorgestellt, die in der deutschsprachigen Literatur auf den Begriffutdésionalen Denkens
zurickgehen. Daraus werden grundlegende Vorstellungen zum Funkgofishlegeleitet.
Darauf aufbauend werden relevante Anwendungen aus.iteeisciencesvorgestellt und es

wird erlautert, welche Grundvorstellungen watstellungeriir Studierende der Life Sciences

von Bedeutung sind. AbschlieRend wird erlautert, wie mit Hilfe digitaler Medien das
konzeptuelle Verstandnis von Funktionen geférdert werden kann.

In Kapitel 3 werden auf Bastgestheoretischemintergrundslie Forschungsfragen abgeleitet.
Diese zielen auf das Ubergeordnete Ziel ab, den Lernerfolg im Hinblick auf das konzeptuelle
Funktiorerverstéandnis nach der Bearbeitung einer anwendungsorientierten und auf
Grundvorstellungen ausgerichteten Lernumgebung zu analysieren.

Kapitel 4 beschreibt die Entwicklung der Instruktionhdder digitalen Lernumgebung. Diese
gliedert sich in einen ersten groRen Entwicklungszyklus. Fir die zweite Studie im
darauffolgenden Studienjahr wurdersteoberflachliche Erkenntnisse zur Uberarbeitung der
digitalen Lernumgebung genutzt. In diesem zweiten Entwicklungszyklus wurden jedoch nur
kleinere Anpassungen am Material der eigentlichen Lernumgebung vorgenommen. Vorrangig
wurde die Instruktion wahrend d&orlesungumstrukturiert

In Kapitel 5 werden die Methodik und die Ergebnisse der quantitativswertungvorgestellt.

Es wird Uber die beiden Studien berichtet, die in aufeinander folgenden Jahren durchgefuhrt
wurden. In beiden Studien wurde der Lernerfolg in einemP@stKontrollgruppendesign
quantitativ erfasst. Zwischen den beiden Studien wurden fiamhsltdes verwendeten
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Testinstruments Uberarbeitet bzw. ausgetauscht, um aucBdigieces-Anwendungen in den
Items abzubilden.

Die qualitativen Ergebnisse werden in Kapitel 6 dargestellt. Die Studierenden haben ihre
bearbeiteten Aufgaben in die Lernumgebung hochgeladen, sodass ihre Antworten qualitativ
ausgewertet werden konnten. Zunachst wird das Vorgehen der qualitativenahmdlgts
beschrieben und dokumentiert. AnschlieRend werden die Ergebnisse ausgewahlter
Teilaufgaben dargestellt. Dabei wird analysiert, inwieweit die Bearbeitung der Lernumgebung
die intendierten Grundvorstellungen adressiert und die VerknUpfung versahieden
Darstellungen mit derAnwendungskontext angeregt wird.

In Kapitel 7 werden die Zusammenhéange zwischen den quantitativen und qualitativen Daten
herausgearbeitet, um darauf aufbauend den Erfolg der anwendungsorientierten und auf
Grundvorstellungen ausgerichteten Lernumgebung zu bewerten und zu diskutiereh. Darau
aufbauend werden praktische Implikationen fur die weitéestaltung mathematischer
Veranstaltungem natur und ingenieurwissenschaftlichen Fachern an Hochschulen abgeleitet
Abschlieiend werden weitere Forschungsdesidemate die weitere Nutzung der
Lernumgebung an der Hochschule fur Life Sciences vorgestellt.

Die VorlesungGrundlagen Mathematik Analysis lan der Hochschule fir Life Sciences (HLS)

der FHNW, in der das vorliegende Projekt durchgefiihrt wird, wird von allen Studierenden der
HLS im ersten Semester planméssig besucht. Um einschatzen zu kénnen, welche
Voraussetzungen die Studierenden mitbringesrd in den folgenden Teilkapiteln der
Ubergang von der Schule zur Fachhochschule in der Schweiz dargestellt. Zunéchst wird
allgemein erlautert, mit welchen Schulabschlissen ein Studium an einer Schweizer
Fachhochschule mdoglich ist. Typischerweise sind s didie drei schweizerischen
Schulabschliisse Fachmaturitdt, Berufsmaturitdit und gymnasiale Maturitat. Danach wird
untersucht, welche mathematischen Kompetenzen die Studierenden nach Abschluss eines der
genannten Schulabschlisse erworben haben sollten. Adssemd wird der Studienabbruch in
natur und ingenieurwissenschaftlichen Studiengédngen an Schweizer Fachhochschulen
beschrieben.

1.1 Ubergang an die Schweizer Fachhochschulen

In der Schweiz berechtigen drei Schulabschliisse zum Studium an einer Fachhochschule: die
gymnasiale Maturitat, die Berufsmaturitat und die Fachmatwitahrend die Berufsmaturitat

und die Fachmaturitat den direkten Ubertritt an eine Fachhochschule ermoglichen, ist nach dem
Erwerb der gymnasialen Maturitat zusétzlich ein einjahriges Berufspraktikum erforderlich
(SKBF, 2018, S. 230, 2023, S. Die geforderte Praxiserfahrung im Berufsfeld des spateren
Studiums ist bereits Bestandteil der beiden anderen Abschliisse. So werden an der HLS
Berufsmaturitatsabschltisse in den Fachrichtungen

9 Technik, Architektur, Life Sciences
M Natur, Landschaft und Lebensmitteler
I Gesundheit und Soziales
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verlangt um einen direkten Uberganims Studium zuermoglichen Absolvieren@ einer
Fachmaturitat mussen diese im Berei@sundheit oder Sozialebsolviert haben, um direkt

an der HLS studieren zu kénnérgl. https//www.fhnw.ch/de/studium/lifesciences/bachelor
aufgerufen am 22.10.2024)ie Voraussetzung der praktischen Tatigkeit zeigt bereits, dass der
institutionell angestrebte Weg an eine Schweizer Fachhochschule Uber eine Bdeufs
Fachmaturitat fuhrt. Entsprechend wird der Bildungsweg Uber eine Berufsmaturitat in einem
studiennaan Ber ei ch an eine Fachhochs(SKBF,2018s ogar
S. 230) Umgekehrt werden im Rahmenlehrplan der Berufsmaturitét tUberfachliche Ziele
definiert. Das erste Ziel besagt, dass Absolventinnen und Absolventen der Berufsmaturitat
i nsbesondere befahigt [sind]: a. &achhochschulstudiumufzunehmen und sich darin auf

eine anspruchsvolle Aufgabe in Wirtschaft und Gesellschaft vorzubéréenati, 2013, S.

5). Die steigende Zahl der Studierenden mit Berufsmaturitat an den Fachhochschulen bestatigt
dass immer mehr Absolventen einer Berufsmaturitat diesen Weg einsc{@&dh, 2023, S.

260 f.) Die Zahl der Studierenden mit einem der beiden anderen Abschlisse hat im gleichen
Zeitraum weniger stark zugenommen. Insgesamt verfiigen im gesamtschweizerischen
Durchschnitt der Fachhochschulen im Bereich Chemie und Life Sciences knapp 60% der
Studierendn im ersten Semester Uber eine Berufsmaturitat, 10% Uber eine Fachmaturitat und
20% Uber eine gymnasiale Maturi(f®KBF, 2023, S. 267Pie ubrigen Studierenden verfugen
haufig Uber eine auslandische Hochschulzugangsberechtigung oder sind Uber einen
inlandischen Umweg an die Fachhochschule gelangt. Die Studierenden der Fachhochschulen
rekrutieren sich somit aus einem deutlich heterogengmulischen Umfeld, was zu
unterschiedlichen Leistungsniveaus fuhrt. Anhand der Lehrplane der drei schweizerischen
Maturitatsschulen werden die erwarteten Kompetenzen im Fach Mathematik skizziert.

1.2 Mathematische Kompetenzen von Erstsemesterstudierendean Schweizer Fach
hochschulen
In den letzten Jahren wurden im deutschsprachigen Raum mehrere Projekte durchgefuhrt, in
denen Lehrende aus Schulen und Hochschulen tiber die notwendigen Kompetenzen zu Beginn
des Studiums diskutiertén. B. cosh, 2021; Neumann et al., 2017; Weber et al., 20&3er
bilaterale Dialog sollte sowohl die mdglichen Inhalte, die in den Schulen vermittelt werden
konnen, als auch die Erwartungen der Lehrenden an den Hochschulen bertcksichtigen.
Schweizwurden sogenannteasalefachliche Kompetenzdiir allgemeine Studierfahigkart
Erstsprache und Mathematik definiéberle et al., 2015Diese stellen Mindestanforderungen
dar, die Studierende zu Beginn ihres Studiums an einer universitaren Hochschule erflllen
sollten.Da die Studierenden an den universitdren Hochschulen mehrheitlich eine gymnasiale
Maturitat erworben haben, orientieren sich die Grundkompetenzen an den in diesem Schultyp
erworbenen Kompetenzen. Im Folgenden werden diese Kompetenzen auf den fur die
vorliegende Arbeit relevanten Inhaltsbereich eingegreri2zie Erstsemestervorlesung
Grundlagen Mathematik Analysis lan der H.S gliedert sich in die vier Kapitébrundlagen
Funktionen Differentialrechnunguind Integralrechnung

In den gymnasialen Maturitatsschulen werden alle Inhalte abgedeckt. So werden alle
elementaren Grundfunktionen, verschiedene Darstellungen und Eigensegbafteunktionen



Einleitung 5

behandelt. Zudem werden in der Differentiahd Integralrechnung alleasalen fachlichen
Kompetenzerir allgemeine Studierfahigkeitermittelt. Die Inhalte der Integralrechnung
gehen sogar etwas dartber hingeiBK, 2024, S. 66)in einem mdglichen Vertiefungsbereich
Mathematik konnen weitere Konzepte Bz.Differentialgleichungen) erlernt werden. Diese
gehen jedoch Uber die gefordertasalen fachlicheompetenzen hinaus.

Der Rahmenlehrplan flidie Berufsmaturitat isdurch die verschiedenen Fachrichtungen
komplexer In jeder Fachrichtungind verschiedene mathematische Inhalte und magliche
Vertiefungen vorgeseheHhlier werden nur die Inhalte der Fachrichtungen beschrieben, die fir
ein Studium an der HLS relevant sind. Dazu zéhlen die Fachrichtdrmgémik, Architektur,

Life SciencesNatur, Landschaft und Lebensmitteld Gesundheit und Sozialdss gibt zwei
Modelle, wie eine Berufsmaturitat erworben werden kaBeide Modelle setzen eine
berufliche Grundbildungauch Lehre genannt, voraum ersten Modell, der BM1, wird die
Berufsmaturitat wahrend dberuflichen GrundbildungrworbenDazu mussen die zuséatzlich
erforderlichen schulischen Inhalte und Prifungen wéhrend deratdtei vierjahrigen Lehre
absolviert werdenDas zweite Modell, die BM2, sieht ein zusatzliches Schuljahr nach
Abschluss der beruflichen Grundbildung vor. In diesem zuskgi Schuljahr werden alle
erforderlichen Inhalte vermittelt und die notwendigen Prifungen abg@&@iF, 2023, S.
137) Im Grundlagenfach Mathematik werden im Bereich der Funktionen zunachst nur
allgemeine Definitionen, Darstellungsformen sowie lineare und quadratische Funktionen
behandelt(Bonati, 2013, S. 36 f.)Im Vertiefungsfach,dasin der Fachrichtungrechnik,
Architektur und Life Sciencéglegt werden muss, werden weitere Funktionstypen, wie Rotenz
und Wurzelfunktionen, Polynome und Exponentialfunktionen beharitkikpielsweise wird

fur Exponentialfunktionerdas Lernziel formuliert, dass die Lernendeie Parameter eines
standardisierten Terms interpretieren konn@onati, 2013, S. 69)Andere mogliche
Funktionstypenwie trigonometrische Funktionewgerdennurin den BereicheiGleichungen
oder Geometrie thematisieRemnach istlavon auszugehen, dass. Sinus und Cosinus nur

als Seitenverhéltnisse im Dreielbk&kannt sindlnhalte der Differentialund Integralrechnung
werdennicht behandelt. Dies zeigt, dass esalen fachlichen Kompetenzim allgemeine
Studierfahigkeinicht vollstdndigabgedecktverden.

Die Fachmaturitat wird erworben, indem die Ausbildung nach der Fachmittelschule um ein Jahr
verlangert wird. In diesem Jahr wird ein berufsfeldbezogenes Praktikum absolviert und eine
Fachmaturitatsarbeit verfagfiDK, 2018, S. 18)Somit werden alle schulischen Inhalte in den

drei Jahren an der Fachmittelschule erworben. An der Fachmittelschule werden Inhalte zu
linearen, quadratischen und exponentiellen Funktionen vermittelt. Weiterfihrende Konzepte
der Differentiat und Integralrechung sind nicht Bestandteil des LehrpléEBK, 2018, S. 31

f.). Da der Rahmenlehrplan die oben genannten Inhalte nur stichpunktartig auffihrt, wird ein
exemplarischer Lehrplan einer Fachmittelschule im Kanton Baselschaft beriicksichtigt.
Diese Fachmittelschule befindet sich in r&umlicher Nahe zur HLS und es ist bekannt, dass
einige Absolventen dieser Schule ein Studium an der HLS aufnehmen. Unabhangig vom
gewahlten Berufsfeld wird nur ein Grundlagenfach Mathematik angeboten. In dieseem werd
gemall Rahmenlehrplan Inhalte zu linearen, quadratischen und exponentiellen Funktionen
vermittelt(BKSD, 2021, S. 81 ff.)Daruber hinaus wird ein Schwerpunkt auf die Darstelung
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Graphund Term gelegt. So sollen die Lernenden in der Lage sein, einen Graphen einer
Exponentialfunktion darzustellen und Gleichungen fir Zusammenhé&nge wie einen Sparvertrag
mit festem Zinssatz aufzustelldBKSD, 2021, S. 85)Vergleichbar mit den Inhalten der
Berufsmaturitdt werden an den Fachmittelschulen bestenfalls Teilbadalen fachlichen
Kompetenzefiir allgemeine Studierfahigkeabgedeckt.

Insgesamt zeigt dieser grobe Uberblick tiber die Lehrplaninhaltesidhsts mathematische
Vorwissen der Erstsemesterstudierenden an der ifie8ein breites Spektrurarstreckt Es

kann davon ausgegangen werden, ddles Erstsemesterstudierenden an der HliaS Thema
Funktionen zumindest aus der Schulzeit bekannt ist. Je nach Schulabschluss werden jedoch
unterschiedliche Funktionstypen behandelt. Damit geht einher, dass sich die Studierenden in
ihrer bisherigen Schulzeit unterschiedlich intensiv. mit dem FRomgbegriff
auseinandergesetzt haben, sodass umfassendere Kompetdazenabhangig von einem
Funktionstyp erworben werden &. Umgang mit den verschiedenen Darstellungen), iicht
vergleichbarem Maforausgesetzt werden kdnnen.

1.3 Studienabbruch an Schweizer Fachhochschulen

Ein Studienabbruch wird in der Regel definiert als das Verlassen der Hochschule nach
vorheriger Einschreibung ohne ersten Absch(ttuiblein et al., 2022Wenn eine Person ihr
bisheriges Studienfach aufgibt und stattdessen ein anderes Fach studiert, zahlt dies nicht als
Studienabbruch. Umgekehrt wird der Studienerfolg durch den Anteil der Studierenden
gemessen, die einen Abschluss im urspriinglich angestrieatd oder in einem anderen Fach
erworben haben. In einétterenStudie welche den Studienerfolg an Schweizer Hochschulen
untersuchteschlossen tber alle Facher hinweg 74% der Studierenden ihr Bachelorstudium
innerhalb von funf Jahren nach der Imniatiation erfolgreich ab. Die Fachbereiche Chemie
(723%) und Ingenieurwissenschaften @%) wiesen im Vergleich zu allen anderen
Fachbereichen eine deutlich niedrigere ErfolgsquotéBaufdesamt flir Statistik (BFS), 2005)
Neuere Berichte weisen vergleichbare Erfolgsquoten aus. Der Fachbereich Chemie und Life
Sciences weist mit rund 70% dieedrigsteErfolgsquote aller Fachbereiche d8KBF, 2023,

S. 275 f.) Differenziert man den Studienabbruch nach der erworbenen
Hochschulzugangsberechtigung, so weisen Studierende mit gymnasialer Maturitat die
niedrigste Abbruchwahrscheinlichkeit auf. Fir Studierende, die direkt nach der gymnasialen
Maturitat ein Fachhochschlatiudium aufnehmen, liegt die Abbruchwahrscheinlichkeit bei rund
7%. Haben Studierende mit gymnasialer Maturitat bereits ein Studium an einer universitaren
Hochschule abgebrochen, liegt die Abbruchwahrscheinlichkeit bereits bei run{SKB#k,

2018, S. 236 f.Eine mdgliche Erklarung ist, dass diese Studierenden bereits einen schlechteren
Schulabschluss an einem Gymnasium erworben haben und durch den Misserfolg im Studium
ein geringeres Selbstkonzept entwickelt haben. Daruber hinaus wurden auch Ergebnisse
berichtet, die einen gegenlaufigen Einfluss von Studierenden beschreiben, die zuvor an einer
universitaren Hochschule studiert haben. War das vorherige Studium in der gleichen
Fachrichtung wie das begonnene Fachhochschulstudium, steigt das Abbruchrisiko der
Kommilitoninnen und Kommilitonen. War umgekehrt die Fachrichtung des abgebrochenen
Universitatsstudiums eine andere, sinkt das Abbruchrisik®&dstudierender{vgl. Goller et
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al., 2022; SKBF, 2023, S. 278 Vergleich zur gymnasialen Maturitat weisen Studierende
mit Berufs oder Fachmaturitat eine deutlich hohere Abbruchwahrscheinlichkeit von knapp
20% auf.

Weitere Befunde zum Schweizer Hochschulsystem finden sich im Bereich der universitaren
Hochschulen. Dort konnte festgestellt werden, dass die meisten Studierenden, die ihr Studium
abbrechen, dies in den ersten drei bis vier Semestern und am Ende eirgsiSdur@/Nolter

et al., 2013) Ansonsten gibt es bisher wenig Evidenz zu den Ursachen und Grinden des
Studienabbruchs. In Deutschland gibt es hieveitereStudien. Oberflachlich betrachtet lasst

sich auch in Deutschland beobachten, dass Studierende in naturwissensdbafihgthen
Studiengangen an Universitaten und Fachhochschulen ihr Studium haufiger abbrechen als
Studierende anderer Fachrichtungeleublein et al., 2022Per Studienabbruch liegt in einer
ahnlichen GréRRenordnung. Zudem erfolgt der Abbruch im Durchschnitt ndcBegnestern
(Heublein et al., 2017, S. 281yas sich mit den Schweizer Daten deéis Griinde fir den
Abbruch werden neben Motivationsproblemen héaufig unzureichende Studienleistungen
genanniTinsnerFuchs & Jonas, 2014Y¥udem ist das Abbruchrisiko erhdht, wenn zwischen
Schulabschluss und Studienbeginn eine Ausbildung absolviert Wedgebauer et al., 2019)

Neben Leistungsproblemen wahrend des Studiums wird haufig angegeben, dass fehlende
Vorkenntnisse nicht kompensiert werden konnten. Betrachtet man - natnd
ingenieurwissenschaftliche Studiengédnge an Fachhochschulen, so ist der Einfluss von
Leistungsproblmen auf den Studienabbruch deutlich starker als in anderen Féldeebiein

et al., 2017, S. 25)Dabei spielen die mathematischen Vorkenntnisse in den-naar
ingenieurwissenschaftlichen Studiengdngen an Fachhochschulen eine entscheidende Rolle.
Wahrend rund 10 % der Studierenden mit sehr guten Mathematikkenntnissen ihr Studium
abbrechen, verdreitAt sich dieser Anteil bereits bei Studierenden, die nur Uber gute
Mathematikkenntnisse aus der Schulzeit verfug@géeublein et al., 2017, S. 8Mabei ist zu
berticksichtigen, dass nur die beiden oberen Leistungsniveaus erfasst werden. Es ist zu
erwarten, dass sich dieser Trend bei geringeren mathematischen Vorkenntnissen fortsetzt.

Insgesamt ist festzuhalten, dass der Studienabbruch in dern lWatungenieurwissenschaften
vergleichsweise hoch ist. Die Griinde fir den Studienabbruch sind vor allem leistungsbezogen.
Die mathematischen Vorkenntnisse sind ein wesentlicher Pradiktorddir spateren
Studienerfolg. Entsprechend bestatigt sich, dass Studierende, bei denen zwischen
Schulabschluss und Studienbeginn mehr Zeit verstrichen ist und die eine- Batafs
Fachmaturitdt mit weniger mathematischen Inhalten erworben haben, ein hdheres
Abbruchrisiko aufweiserim Hinblick auf die Erstsemestervorlesu@gundlagen Mathematik

i Analysis lan der HLS ist zu berlcksichtigen, dass mit dieser Vorlesung die Unterschiede in
den mathematischen Vorkenntnissen ausgeglichen werden sollen. Da die meisten Studierenden
eine Berufs oder Fachmaturitdt erworben haben und somit bésalen fachlichen
Kompetenzerfiir allgemeine Studierfahigkeiin Fach Mathematik nur teilweise abgedeckt
sind, ist es fur den weiteren Studienerfolg mitentscheidend, dassudiergnden fundierte
Grundkenntnisse in den Inhaltsbereichen Funktionen, Differentiadl Integralrechnung
aufbauen. Insbesondere der Funktionsbegriff kann als grundlegende Basis fir die beiden
vertiefenden Kapitel derDifferentiak und Integralrechnung angesehen werdém
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vorliegenden Dissertationsprojekt wird untersucht, wie sich aitdekere Verknipfung
mathematischer Inhaltenit zukiinftigen naturwissenschaftlicimeAnwendungen(vgl. Ziele
mathematischdBildung in natur und ingenieurwissenschaftlichen Studiengangen nach Alpers
(2010) auf das konzeptuelle Funktionenverstana@miswirkt



Theoretischer Hintergrund 9

2 Theoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der vorliegenden Arbeit vorgestellt
Zunachst wird die Bedeutung der Mathematik in den verschiedenen Disziplinen der
Naturwissenschaften, also auch Hiée Sciencesaufgezeigt. Damit verbunden ist der Prozess

des naturwissenschaftlishathematischen Modellierens, td. der Beschreibung
naturwissenschaftlicher Phanomene mit Hilfe mathematischer Konzepte. Dabei werden
mithilfe der Mathematik und inhaltlichen VorlUberlegungen zu naturwissenschaftlichen
Ph&aomen brauchbare Modelle abgeleitet, um mit diesen dann {Jidessn zu beschreiben

oder Vorhersagen fur ahnliche Phanomene abzuleiten. Grundlage vieler Modelle sind
Funktionen und deren unterschiedliche DarstellungerKapitel 2.2 werdenZugénge zum
Funktionsbegriff beschrieben. Zunachst wird die historische Entwicklung der Definition
skizziert, um zu verdeutlichen, dass moderne Definitionen kaum inhaltliche Vorstellungen tber
den Funktionsbegriff vermitteln. Vielmehr sind Grundvorstellungen geegigaet zu
charakterisieren, was man sich idealerweise unter dem Funktionsbegriff varskaipitel 2.3

werden verschiedene Darstellungen von Funktionen und der Wechsel zwischen diesen
Darstellungen vorgestellKapitel 2.4 befasst sich mit Funktionen in den MINFRchern. Um
zwischen der naturwissenschaftlichen Perspektive, die das zugrunde liegende Phanomen
einbezieht, und der abstrakten mathematischen Perspektive zu unterscheiden, werden die
Begriffe funktionaler Zusammenhangnd Funktion voneinander abgegrenzt. Anschliel3end
werden zwei Anwendungsbeispiele aus den Lebenswissenschaften beschrieben. Es wird darauf
eingegangen, welche Darstellungen und Grundvorstellungen zum Verstandnis dieser
Phanomene notwendig sindbschlielend werden typische Probleme im Umgang mit
Funktionen bei der Modellierung naturwissenschaftlicher Phdnomene zusammengefasst.
Kapitel 2.5 werden bestehende Ansatze zum anwendungsorientierten Mathematiklernen an
Hochschulen beschriebeAuffallend ist, dass in bestehenden Projekten affektive Merkmale
untersucht wurden, wahrerdger Einfluss aufkonzeptuelles Wissen im deutschsprachigen
Raum bisher nicht untersucht wurdeAbschlieBend wird inKapitel 2.6 erlautert, wie das
konzeptuelle Verstandnis von Funktionen mit Hilfe digitaler Medien geftérdert werden kann.
Dazu werden zunachst allgemeine Kriterien fur die Gestaltung digitaler Medien beschrieben.
AnschlieRend wird der positive Einfluss digitaler Lerrggbhungen auf das konzeptuelle
Verstandnis von Funktionen dargestellt.

2.1 Naturwissenschaftlichmathematische Modellierung

In seinem Buclilbermathematische BiologweistMurray (2002)bereits im Vorwort auf die
rasante Entwicklung hin, die dieses Gebiet in den letzten zehn Jahren genommen hat. Die Zahl
der naturwissenschaftlichen Modelle, die auf mathematischen Uberlegungen beruhen, hat sich
in diesem Zeitraum vervielfacht. In den eilmsn Kapiteln werden unter anderem Modelle zur
Entwicklung von Populationen, zur Ausbreitung von Viren wéhrend einer Pandemie oder zum
Ablauf einer chemischen Reaktion vorgestellt. Die Prozesse, die solchen komplexen
Phanomenen zugrunde liegen, werdem Imboden und Pfenningef2013) als Systeme
bezeichnetSie definieren en Begriff SystenalsAs et of obj ects bet ween
(Imboden & Pfenninger, 2013, S.,43lso eine Menge von Objekten zwischen denen
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Beziehungen bestehen. Auch sie betonen, dass die Modellierung solcher Systeme auf die
Unterstitzung der Mathematik angewiesen ist. Damit einherjgeéttheine Reduktion der
Komplexitat, indem Annahmen getroffen werden, die Riealitatvereinfachern(Imboden &
Pfenninger, 2013, S. 2 fftin solches Modell definieren Imboden und Pfennirigédi3, S. 9)

als Aconcept for the simplified description
kann kritisiert werden dass sie sehr vereinfachend und allgemein formuliert Zied.des
Buchesvon Imboden und Pfenningest es jedoch dass Lernende mdglichst allgemeine
Strukturen in Systemen erkennen und ausgehend von diesen StruktureBeziehungen
zwischen verschiedenen Grof3en augdrschiedene Phanomene, in denen dieses Modell
verwendet wirdschlie3en kdnnen. Die verwendeten Modk#siereralle auf mathematischen
Funktionen und werden in verschiedenen Inhaltsbereichen und Phdnomenen angewendet. Zur
schematischen Darstellung dieser Systeme werden héaufig FlussdiagrammeAiigdang

2.1 verwendet.

Abbi |l 2En ghf aches FIl konagitaqrntra&mmZmiftl uss und kol

AnmerkungQ  konstanter ZuflussQ  Abflussratel)  Bestand einer Menge.

In dieser Darstellung gibt es einen Besténdlersichdurch einen konstanten Zuflu$® auf

der linken Seite stetigvergroRertund durch einervom Bestand) abhangigembfluss Q
verkleinert Ein beispielhaftes Phdnomen, ddsbildung 2.1 entsprichtist die Verabreichung

eines Medikamentdurch eine kontinuierliche InfusioBie Infusion versorgt den Kérper einer
Person mit einer konstanten Dosis, die absorbiert werden kann. Die Arzneimittelkonzentration
wird vom Korper mit der Abbauraté) abgebaut. Die schematische Darstellung des
Flussdiagramms kann durch eine Differenzengleichung in eine symbolische Darstellung
uberfihrt werden Wahrend eing Zeitschritts 30 kann die Anderung der
Medikamentenkonzentration durdie folgendeGleichungbeschrieben werden

30 Qifzo Qtuizdo Q Qi0 tam D

Die Differenzengleichung wirddurch einen Grenziibergang fi®0© 1 zUu einer
Differentialgleichung, mit der sich analytisch eine Funktionsgleichung fiiestimmen Iasst.

Mit etwas mathematischer Erfahrung kann man bereits ohne Rechenaufwand erkennen, dass
eine Exponentialfunktion diese Gleichung erfullt.

Imboden und Pfenning€2013, S. 10 f.unterteilen den Prozess der Modellentwicklung in den
Naturwissenschaften in funf Schritte. Zunachst werden Beobachtungen gemacht oder Daten
durch Messverfahren erhoben. Danach wird nach einer allgemeinen Struktur in den
vorhandenen Daten gesucht, um didsech ein tUbergeordnetes Prinzip zu beschreiben. Im
nachsten Schritt wird gepruft, ob dieses gefundene Prinzip Verallgemeinerungen auf ahnliche
Phanomeneuldsst. Wenn dies maoglich ist, wird schliel3lich im finften Schritt versucht, mit
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diesem Prinzip Vorhersagen fir unbekannte Phanomene zu treffen. Diese Schritte zeigen
jedoch eine eingeschréankte Sichtweise auf die Entwicklung eines Modells. Dass man ein
Modell auch zunachst mit rein theoretischen Uberlegungen entwickeln kann, um es
anstlieRend mit empirischen Messwerten zu untermauern oder zu revidieren, wird in dem
bisher dargestellten Prozess vernachlassigt. Hier zeigen Modellierungszyklen sowohl aus der
Mathematikdidaktik als auch aus den Naturwissenschaftsdidaktiken ein breitek&si®pan
Handlungen, also Modellierungskompetenzen, die im Umgang mit Modellen notwendig sind.
Dabei wird jedoch nicht nur die Entwicklung eines Modells betrachtet, sondern auch die Arbeit
mit einem bestehenden Modell.

In der mathematikdidaktischen Literayghtder Fokus auf Modellierungsaktivitaten udie
Entwicklungeines Modellierungskreislaufs auf die Arbeiten von Werner Bturick(Blum,

1985; Blum & Leil3, 2007; Blum & Niss, 19914uf diese Entwicklung und weitere Theorien

zur mathematischen Modellierung soll hier nur oberflachlich eingegangen werden. Fir einen
umfassenderen Einblick sei a#faiser et al.(2023) verwiesen Aul3erdem wirdin der
vorliegenden Arbeikeine stark vereinfachte Form des Modellierungszyklus vorgedbedt
sonstin der mathematikdidaktischen Literatbaufig zitierte Version vorBlum und Leil3
(2007)unterscheidet sich dadurch, dass der Prozess zwischen einer realen Situation und einem
vereinfachten realen Modell in weitere Teilschritte unterteilt wilker vereinfachte
Modellierunggyklus ist in Abbildung 2.2 dargestellt. m obigen Beispiel der
Medikamentenkonzentration, die sich durch einen konstanten Zufluss und eine Abflussrate
andert ist die Realsituation eine Patientin oder ein Patient, bei dem untersucht wird, wie sich
die Konzentration des Medikamers Korper tGber einen Beobachtungszeitraum an@ers.

in Abbildung?2.1 dargestellte Flussdiagramm kann bereits als reales Modell betrachtet werden.

Abbi |l 2d2Vveg ei nf achter Mddglll i érlwmgs Kr9e8i5s | aswfm
Realitat

Realsituation L > Realmodell
3
4 2

Mathematische | 3 Mathematisches

Ergebnisse ) Modell
Mathematik

Anmerkung Dargestellt sind die Tatigkeiterp  Vereinfachen ¢ = Mathematisierenc  mathematisch
Arbeitenn T Ergebnisse interpretieren.

So wird in dieser einfachen Modellierung davon ausgegangen, dass der Zufluss konstant bleibt
und der Kdrper das Medikament mit einer konstanten Abbaurate abbaut. Weitere mdgliche

}
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Einflussfaktoren wie der Gesundheitszustand oder die Kdoger. AulRentemperatur werden

zur Vereinfachung des Modells nicht berlcksichtigt. DwideMathematisierung wird dieses
schematische Modell in eine mathematische Darstellung uUberflihgs kann die
Differenzengleichung in Gleichunfl) sein. Je nach Vorwissen kamman mit Hilfe eines
Tabellenkalkulationsprogramms auch ohne Differentialrechiauregnem Ergebnis kommen.

Dazu kann man iterativ mit Gleichurft)) die Medikamentenkonzentration fir den néachsten
Zeitpunkt berechnen und alle so ermittelten Konzentrationswerte in einem Koordinatensystem
visualisieren. Wie oben bereits beschrighéast sich mithilfe der Differentialrechnung die

Differentialgleichung— Q "Q1t0 herleiten, welche durch eine Exponentialfunktion

gelést wird. Die so gewonnenen mathematischen Ergebnisse werden im letzten Schritt
nochmals mitlemurspringlichedfPhdnomenerglichen, um das Modell entweder zu validieren
oder in einem weiteren Durchlauf des Zyklus weitere Verbesserungen vorzun&uoivte
Modellierungszyklen werden in der Mathematikdidaktik vor allem fir den Schulunterricht
verwendet, in dem reichhaltige Textaufgaben fir mdglichst authentisches Modellieren erstellt
werden(Greefrath, 2018; Greefrath et al., 20I3¢mentsprechend werden andere Aktivitaten,

die nicht zur Mathematik gehéren, in solchen Zykien vereinfacht zusammengefasst

Aus diesem Gruntbhnt sich ein Blick in die Didaktik der Naturwissenschaften. Hier haben
Meister und Upmeier zu Belzerf2018) einen mathematisehaturwissenschaftlichen
Modellierungszyklus vorgestelltler die zuvor beschriebenen Prozesse aufgreift und um eine
naturwissenschaftliche Perspektive erganzt. Der gesamte Modellierungszyklésisitdung

2.3 dargestellt. Neben den Tatigkeiten, die auch im vorigen Modellierungskreislauf
vorkommen, werden hier mehrere Schritte innerhalb der Realitat aufgédaet.zahlen die
Wahrnehmung des Phanomens, die Aktivierung von Erfahryndas Validieren, das
Durchfuhren einer naturwissenschaftlichen Untersuchung undhdgdiche Anpassung des
Modells. AuRerdem wird nicht zwischen Realitdt und Mathematik unterschieden, sondern
zwischen Realitdt und Modellwelt. Die Mathematik ist hier Teil der Modellwelt. Dies
ermoglicht eine stiktere Trennung zwischen realen, beobachtbaren Phdnomenen und einem
Modell, das in der Regel bereits eine Vereinfachung der Realitdt dar&rslitdurch die
Vereinfachung der Realitdt kann eine entsprechende Mathematisierung des Modells
vorgenommen werdenZusatzlich zur mentalen Interpretation und Validierung der
mathematischen Ergebnisse und des Modells ist eine experimentelle Uberpdigaag
Ergebnisse undles Modells mdglichAuf diese Weise kann das bestehende Modell durch
empirische Daterbestatyt oder in Frage gestellt werden. Die Durchfiihrung einer solchen
Untersuchung erfordert je nach Ph&dnomen eine sorgfaltige Planung des Experiments, damit die
erhobenen Daten mit dem Modell Ubereinstimmen. Bezogen auf das Beispiel der
Medikamentenkonzentratiorst es entscheidend, méglichst vigeil3ereEinflussfaktoren
konstant zu halten, um die Messwerte nicht dulielseEinflussfaktoren zu verfalschebie
empirische Uberprifung eines Modells wird in Anlehnung an M#R011) als
Anwendungsperspektivbezeichnet. Hierzu z&hlt bereits die grafische Darstellung von
gemessenen Daten, um diese mit einem zuvor theoretisch hergeleiteten Modell zu vergleichen.
Die Herleitung eines Modells zur Beschreibung oder Vorhersage eines Phanomens wird
entsprechend alderstellungsperspektivieezeichne(Kruger et al., 2018; Mahr, 2011fin
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Abgleich mit dem theoretisch hergeleiteten Modell kann ergeben, dass dieses die Daten nicht
gut beschreibt,da die getroffenen Annahmen die Realitat zu stark vereinfachen.
Moglicherweise miusseneitere externe Einflussfaktoren odke gesundheitliche Merkmale

der untersuchterPersonenbericksichtigt werden, weil diese die Ergebnisse verzetren

diesem Fall kann eine Uberarbeitung,hd.eine neue Schleife im Modellierungszyklus,
eingeleitet werden. So konnen in den Naturwissenschaften bereits bestbtuele als
Grundlage fur die Anwendung auf neue Ph&dnomene genutzt werden, was jedoch immer eine
Anpassung, Erweiterung oddmdeutung des Modellzir Mathematisierung erforddf®ilbert

& Justi, 2016, S. 32)Kriiger et al(2018, S. 150p et one n, dass Amit nah
Model | e [ €] mat hemati si erende . berl egungen
Darstellungen verwendet werdérgl. u.a. Gilbert & Treagust, 2009; Treagust et al., 2017)

Abbi |l 23Nmag ur wi s seanmag dhileanfatt li isct ezry kMaudsd| IMiee st reg s
Upmei er 20B&) zen

Realitat Modellwelt
Mathematik
2 - Modell Mathematisches
> (mental) Modellobjekt

. 1 Mentale 8
Phanomen > .. .
Repréasentation
b 6
(experimentell
gewonnene)
6 Daten
b
7
. Vor Merll Mathematische
interpretierte

Resultate oder

Resultate oder
Vorhersagen

Vorhersagen

Anmerkung Dargestellt sind die Tatigkeiterp  Wahrnehmung des Ph&nomerg, Aktivierung von
Erfahrungeng Mathematisierer;,  mathematische Kompetenzen nutaen, Interpretierengp  Validieren,
X naturwissenschaftliche Untersuchung durchfiihgen,Modell &ndern oder beibehalten.

Es stellt sich nun die Frage, welche mathematischen Konzepte fur die naturwissenschaftliche
Modellierung sowohl aus ddderstellungs als auch aus deAnwendungsperspektiwen
besonderer Bedeutung sind. Sowohl der mathematische als auch der naturwissenschaftlich
mathematische Modellierungszyklus veranschaulichen Ubergange zwischen Mathematik und
Realitat. Fir diese Ubersetzungsprozesse, also das Mathematisieren undigrerpveerden

nach vom Hofg2003; vgl. vom Hofe & Blum, 2016krundvorstellungen benétigt. Dartber
hinaus werden Grundvorstellungen auch fur das Arbeiten innerhalb der Mathematik benétigt,
wenn mit verschiedenen Darstellungen gearbeitet wird. Die Bedeutung von
Grundvorstellungen wird auch von Meister und UpmeieBelzen(2018)hervorgehoben. Sie
haben dasunktionale Denkei(\VVollrath, 1989)in ihrem Modellierungszyklusdericksichtigt

Die von Vollrath urspringlich als Aspekte ddanktionalen Denkensbezeichneten
Kompetenzenverdenheute in der Mathematikdidaktik als Grundvorstellungen von Funktionen
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aufgefasst(vom Hofe & Blum, 2016) Auch im naturwissenschaftlicmathematischen
Modellierungszykluswerden die Grundvorstellungen von Funktionen in den Schritten
Mathematisieren, mathematisci®mpetenzen nutzen unbhterpretierenbenottigt Damit
scheinen Grundvorstellungen ein vielversprechender Ansatz zu sein, um sowohl die
Anwendung (Anwendungsperspektive als auch die theoretische Herleitung
(Herstellungsperspektiyenaturwissenschatftlicmathematischer Modelle zu ermdglichen.
Offen bleibt die Frage, welches mathematische Konzept iiilvibdellierung vielfaltiger
Phanomene entscheidend ig¥ie oben beschrieben, integrieren Meister und Upmeier zu
Belzen(2018)funktionales Denkem ihren Modellierungszyklus. Dabei legen sie besonderen
Wert auf die Verwendung von Liniendiagramm@ns mathematischer Sicht wird hierfir der
Begriff des Graphen bevorzugt. Auch in dem hier gewdahlten Beispiel der
Medikamentenkonzentration werden mehrere Funktionen verwenflet. kann die
Abhéngigkeit zwischen Zeit und Medikamentenkonzentration durch eine Exponentialfunktion
modelliert werden und die Differenzengleichuimg Gleichung (1) kann als Funktion der
Medikamentenkonzentration selbst aufgefasst werden. In den beiden Lehrblchern zur
mathematischen Modellierung den Naturwissenschaftgiimboden & Pfenninger, 2013;
Murray, 2002) werden fast ausschlieBlich Phanomene betraclitet, denen aus der
Beobachtung, wie sich eine Grol3e veréndert, eine Funktion bestimmtDairdber hinaus
liefert jeder experimentelle Messvorgang in den Naturwissenschaften eine Funktion, die
tabellarisch oder grafisch dargestellt werden ka#llgemein stellen Biichter und Henn fest,
dass AFunktionen uni v e (Bidhterl&aenm201® 8.r8jadunds c he N
unsere Welt voller APh2nomene [steckt], die
k © n n @Buachter & Henn, 2010, S. 8)So lasst sich festhalten, dass Funktionen eine
fundamentale Basis vielfaltiger naturwissenschatthi@dithematischer Modellierungsprozesse
bilden. Dartber hinaus stellt der Funktionsbegriff eine grundlegende Basis fir die darauf
aufbauenden Inhalte im Bereich der Differentiald Integralrechnung dar. Ein unzureichendes
Verstandniszu Funktionen kann daher den Aufbau des konzeptuellen Verstandnisses fir
weiterfuhrende Konzepte beeintrachtigenB. Asiala et al., 1997; Jetses et al., 2024, Litteck

et al., 2023; Stolting, 2008)m Hinblick auf die weiteren Themen der Vorlesugindlagen
Mathematiki Analysisl, d.h. die Differentialund Integralrechnung, wurde mehrfach betont,
dass der verstandige Umgang mit Funktionen eine grundlegende Basis darstellt.

Der naturwissenschaftliemmathematische Modellierungszyklus (vgbbildung 2.3) kann als
Grundlage der vorliegenden Arbeitngesehenwerden. Im Gegensatz zum einfacheren
mathematischen Modellierungskreislauf werden hier konkrete naturwissenschaftliche
Tatigkeiten expliziert, indem beispielsweise das Experimentieren und der Umgang mit
empirischen Daten durch den inneren Kreislauf thematisiestden. Obwohl in der
vorliegenden Arbeit keine vollstindige Modellierung in  Anlehnung an den
naturwissenschaftlicmathematischen Modellierungszyklasgestrebtvird, soll untersucht
werden, wie Studierende in einer Grundlagenvorlesungpéaatik zu Bemn ihresStudiums

auf zukunftige Modellierungstatigkeiten vorbereitet werden konbabeiist die erweiterte
Perspektive des naturwissenschaftimhthematischen Modellierungskreislaufs wertvoll, um
spatere Tatigkeiten im Labowie die Planung und Durchfihrung von Experimenteler
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ahnliche Tatigkeiten im Blick zu behalten.In der vorliegenden Arbeit soll theoretisch
herausgearbeitetverden, welche Grundvorstellungen und Darstellungen diis spatere
Modellierenentscheidendind, um diese durch eine anwendungsorientierte Interveyeimalt
zu fordern.

2.2 Zugange zum Funktionsbegriff

In diesemKapitel werden neben der Entwicklung des modernen Funktionsbegriffs weitere
vorstellungsorientierte Zugange zum Funktionsbegriff vorgestellt. Diese gewinnen in der
Schule zunehmend an Bedeutung, da im Gegensatz zur Definition einer Funktion wichtige
Aspekte m Umgang mit Funktioneverdeutlicht werden. In Kombination mit lebensweltlichen
Bezigen wird der Funktionsbegriff fir Lernende leichter zugandlikieudenthal, 1983;
Greefrath et al., 2016b, S. 42 f.; Kronfeller & Malle, 1996; Lichti, 2019; Malle, 1996)

2.2.1 Historische Entwicklung des modernen Funktionsbegriffs

Die historische Entwicklungles Funktionsbegriffsvird in der vorliegenden Arbeitur
skizziert. Fur einen umfassenden Uberblek auf das Buch voHischer(2021)verwiesen

Schon lange bevor der Begriff bekannt war, wurde mit Funktionen gearbeitet. So haben die
Babylonier bereits im 19. Jahrhundert v. Chr. trigonometrische Funktionen auf Steintafeln
tabelliert(Hischer, 2021, S. 152Dur ch Ni col de D& Or esme wurden
verschiedene zeitabhangige Zusammenhéagrgéisch dargestellt, wobei die Anderung der
zeitabhangigen Grofl3e im Vordergrund stdhiischer, 2021, S. 158 ff.Dies fuhrte unter
anderem in der Physik zu einer Diskussion dartber, was eine Zunahme oder Abnahme einer
Grole ist. Dabei standen PhanomenieBewegung und Geschwindigkeit im Vordergrund. In

der Folge wurden die mit Funktionen beschriebenen Phénomene vielfaltiger. So wurden
demographische Daten, der Luftdruck in Abhangigkeit von der Ho6he oder auch
Temperaturmessungen untersu¢Htscher, 2021, S. 164 ff.Erst 1673, nachdem bereits
vielfaltige funktionale Zusammenhange analysiert worden waren, verwendete Leibniz den
Begriff Funktion. Er beschrieb damit jedoch etwas anderes, sodass die erste Definition auf
Johann Bernoulli zurtickgefitlischer, 2021, S. 174)

fonction débune grandeur variable

AnOn appel
soit cette gr ah(Beenaulli, 1748 S.i24lpl e et de con

I e
gue de
Demnach kénnetaut seiner Auffassungunktionen durch einen Funktionsterm beschrieben
werden, der sich auf eine bestimmte Art und Weise aus Variablen und Konstanten
zusammensetZBUlchter & Henn, 2010, S. 16 fGleichzeitig sieht HischgR021, S. 175)n
dieser Definition die Veranderlichkeit der abhangigen Grol3e, die durch die Zusammensetzung
der anderen Variablen und Konstanten bestimmt wird. Unter Leonhard Euler erfahrt diese

Definition eine weitere Prazisierung:

! UbersetzungUnter einer Funktion einer veranderlichen GroRe versteht man einen Ausdruck, der auf irgendeine
Weise aus der veranderlichen Grél3e und Konstanten zusammengesetzt ist.
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AFunctio quantitatis variabilis, est expressi
quantitate variablili, et ?Eulerel748sS.4 eu quantit
ié¢ curva quaecumqgque | i BEUel1768an3Ls ductu descri

Die Neuerungen bei Euler umfassen im Wesentlichen die Unterscheidung zwischen einem
analytischen AusdruckrTérm) und einer freihdndig gezeichneten Kur@rdph (Blchter &

Henn, 2010, S. 17; Greefrath et al., 2016b, S. Z@jem betont er die Unterscheidung
zwischen veranderlichen und konstanten Grol3en einer Funiischer, 2021, S. 176)
DarUber hinaus erkannte Euler in einem weiteren Werk die Notwendigkeit, auch solche
Ausdriicke als Funktion zu definieren, die sich aus mehreren analytischen Ausdriicken
zusammensetzen. Damit waren auch abschnittsweise definierte Funktionen mdglich, die
insbesondere in physikalischen Anwendungen der Analysis benatigien(Greefrath et al.,
2016b, S. 27)

Es war Jean Baptiste Fourier, der sich gut 80 Jahre spater mit den empirischeauBdézn
Warmemessung und der Soziologie beschaftigte. Dabei stellte er fest, dass diese
Zusammenhange nicht durch einen allgemeinen Term dargestellt werden kdnnen, sondern dass
bestenfalls eine geeignete Anndherung gefunden werden kann. Er stellte festngigabha
GroRe und abhéngige GroBef ol gen ei nander (naahHischer,gh 8.ei ne
178). Darauf aufbauend formulierte Gustav Lejeune Dirichlet eine Definition, die noch heute
dem modernen Funktionsbegriff entspricht. Er forderte von einer Funktiou r noc h, d.
Aj e a@meinziges, endlichedi e nt s pr @isdner, 202% 6.1180%harakteristisch

fur diese Definition ist die eindeutige Zuordnung zwischen einer unabhangigen \faxiahb

einer von ihr abhéngigen Variablg (Greefrath et al., 2016b, S. 29.Basierend auf den
Arbeiten von Felix Hausdorff erhielt der Funktionsbegriff im 20. Jahrhundert eine weitere,
mengentheoretische Perspektive. Auf dieser Grundlage veroffentlichte die BeGrioakie

folgende Definition

AGegeben s e-deeraMengereA undnBi Eine Funktion f von A nach B ist eine
Relation, dh. eine Teilmenge des kartesischen Produkts 6, die linkstotal und
rechtseindeutig ist, dh. fur jedes ElemenbN 0 existiert genau eimoN 6 mit ago N

0 6. f{nach Buchter & Henn, 2010, S. 19)

Heutige Definitionen orientieren sich im Wesentlichen an Adweiten von Dirichlet und
Bourbaki, weshalb auch von einer DirichkBburbakiDefinition gesprochen wir@Buchter &

Henn, 2010, S. 17 ff.; Greefrath et al., 2016b, S. 28 ff.; Thompson & Carlson, 2017; Vinner &
Dreyfus, 1989)Da dieZielgruppe der vorliegenden Arbé&tstsemesterstudierende der MINT
Facher umfasst wird zusatzlich eine Definition aus einem héaufig verwendeten
Mathematiklehrbuch fir Studierende der Naturwissenschaften angegeben:

2 Ubersetzung: Die Funktion einer veranderlichen ZahlengroRRe ist ein analytischer Ausdruck, der auf irgendeine
Weise aus jener veranderlichen Zahlengrof3e, aus Zahlen oder konstanten ZahlengréRen zusammengesetzt
worden ist.

' bersetzung: é eine beliebige, mit freier F¢ghrung de
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Unter einerFunktionversteht man eine Vorschrift, die jedem Elenxemts einer Menge
D genau ein Elementaus einer Meng®/ zuordnet. Symbolische Schreibweise:

W "Qw mitwN O (Papula, 2018, S. 146)

Bei dieser Definition steht die Zuordnung von Elementen der einen Menge zu Elementen der
anderen Menge im Vordergrurgbdasslie Perspektiven von Dirichlet und Boubarki adressiert
werden. Dass moderne Definitionen einer Funktion das allgemeine Verstandnis und
insbesondere den Umgang mit Funktionen foérdern, wurde bereits mehrfach in Fragggestellt

a. Greefrath et al., 2016b, S. 44 f.; Tall & Vinner, 1981; Vinner & Dreyfus, 1989; Vollrath,
2014) Daruber hinaus betonen Thompson und Car(26t7) dass die in der obigen Definition
thematisierteZuordnung noch nicht die Notwendigkeit eines Funktionsbegriffs offenbart. In
Anlehnung an Kapu1994) argumentieren sie, dass die Entwicklung des Funktionsbegriffs
malfdgeblich durch die Notwendigkeit der Analysis in der Physik vorangetrieben wurde. Hier
stand die Veranderung der beteiligten Grol3en im Vordergrund, weshalb die ersten Definitionen
von Leibnizund Bernoulli noch explizit die Veranderlichkeit der Variablen bertcksichtigten.

In den modernen Definitionen wird dies@spekt durch die Dominanz der eindeutigen
Zuordnung nicht mehr explizit angesprochgre DirichletBourbakiDefinition hat wesentlic

zur Prazisierung des Funktionsbegriffs und zur fortschreitenden Formalisierung der
Mathematik beigetragen. Allerdings bleiben wichtige konzeptuelle Schritte unklar, sodass diese
Definition vermutlich nur wenig zu einenverstandigenUmgang mit Funktionen als
mathematischen Modellen in der naturwissenschafthethematischen Modellierung beitragt.

Aus diesem Grund betonen Greefrath et(2016b, S. 44 ff,)dass eine Definitiotei der
Erarbeitung des Funktionenkonzeptsht im Vordergrund stehen sollte und maoglicherweise
sogarganz darauf verzichtet werden kamvichtiger ist eine Orientierung an lebensweltlichen
Phanomenen, didie vielfaltige Verwendungvon Funktionen und den Umgang mit ihnen
aufzeigen. Dementsprechend sollte der verstandige Umgang mit Funktionen anhand von fur die
Zielgruppe relevanten Ph&nomenen erfahrbar gemacht werden, anstatt die Definition in den
Mittelpunkt zu stellen.

2.2.2 Vorstellungsorientierte Zugange

In Kapitel 2.2.1 wurde bereits verdeutlicht, dass die Definition einer Funktion keinen
ausreichenden Beitrag zum Erlernen des Funktionenkonzepts (aistetBlchter & Henn,

2010, S. 19f.; Greefrath et al., 2016b, S. 44 f.; Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989; Vollrath,

2014) Soargumentieriollrath (2014, S. 121) Awas eine Funktion i st
ei ne Def i ni wardenvdrstelluwWgereibankuhktiondenotigt die sich durch den

Umgang mit verschiedenen Funktionen, FunktionstyperdenehDarstellungererausbilden

(Vollrath, 2014) Zunachst wird das Konzepter Grundvorstellungen beschriebenpn

ahnlichen Konzepten abgegrenzt umtle Relevanz der Grundvorstellungen fur die
naturwissenschaftlicmathematische Modellierungerlautert Anschlielend werdendie

normativen Grundvorstellungedes Funktionenkonzept®rgestellt
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2.2.2.1 Grundvorstellungen

Die heutige Verwendung des Begriffs einer Grundvorstelhasieriauf den Arbeiten von vom

Hofe (1992, 1995) Er hat viele bestehende Ansatze zu Grundvorstellungen und daran
anknupfende Theorien systematisch aufgearbeitet und zusammeng€itiger, 2019) Nach

vom Hofe (1992, S. 347)beschr ei ben Grundvorstellungen
mat hemati schen Il nhal ten und dem Ph2 nomen
Grundvorstellungen missesich einerseits an den kognitiven Fahigkeiten der Lernenden
orientierenund andererseitden wesentlichen Inhalt eines mathematischen Konzepts erfassen.
Damit ist zwar eine Idee gegeben, wasundvorstellungen leisten sollen, almch keine
pragnante Definition.Dies zeigt sich auch darin, dass es weiterhin keinen etablierten
theoretischen Rahmeribgy wie man Grundvorstellungen regelgeleltetleitenkann(Salle &

Cluaver, 2021) Dennoch stellten Salle und Cliver(2021) fest dass in verschiedenen
Inhaltsbereichen unabhéngig voneinander &hnliche Mugtar Identifizierung von
Grundvorstellungen angewandt wurden. Zur weitépazifizierungvon Grundvorstellungen
werden mehrfach drei zentrale Aspekte hervorgehoben:

ASinnkonstituierungeines Begriffs durch die Ankniipfung an bekannte Sacler
Handlungszusammenhange bzw. Handlungsvorstellungen,

Aufbau entsprechendefvisueller) Reprasentationerb z w . AVerinnerlichunge
operatives Handeln auf der Vorstellungsebene erméglichen,

Fahigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkkitch Erkennen der
entsprechenden mathematischen Struktur in Sachzusammenhédngen oder durch
Model l i eren eines Sachprobl ems @omtHoféJi | fe der
1995, S. 97 f)

Darlber hinausvird in der Literatur zu Grundvorstellungen zwischen eir@mativen einer
deskriptivenund einerkonstruktiverPerspektive unterschieden. AngrmativerSicht dienen
Grundvorstellungemler Lehrpersorals didaktische Kategoriezom Hofe, 1992) Sie geben
damit vor, was unter einem mathematischen Inhaiterstehen isind wie dieser sinnvoll auf
Problemstellungen angewendet werden kaom Hofe & Blum, 2016)Die deskriptiveSicht

blickt auf die individuellen Vorstellungen der Lernenden, was sie sich unter einem
mathematischen Konzept vorstellen. Durch einen Abgleich zwisai@mativer und
deskriptiverPerspektivikann analysiert werdemwiefern die individuelleivorstellungerder
Lernendemit den normativen Leitlinien Ubereinstimméhe konstruktivePerspektivdetont

dass Grundvorstellungen bei Lernenden durch gezielte LehrmalRnahmen gebildet werden
kénnen und sichdadurchdie individuellen Vorstellunge der Lernenden starker an den
normativenGrundvorstellungen orientierefvom Hofe, 1995; Salle & Cluver, 2021pie
Verkntpfung diesedrei Perspektiven mit dem Begriff der Grundvorstellung ist kritisch zu
bewerten, da der Begriff Grundvorstellungen dadurchPaszision verliert. Individuelle
Vorstellungen zu einem mathematischen Konzept kbénnen sehr vielfaltig sestimntenin

der Regel nicht mit demormativen Grundvorstellungen uberein. Vielmehr kdnnsich
individuelle Vorstellungen oder Handlungen an ei@eundvorstellungorientieren stimmen

aber in den meisten Fallen nicht mit ihr Ubereftus diesem Gruh wird der Begriff
Grundvorstellunghier nur fir die normative Perspektiveverwendet.Werden individuelle
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Vorstellungen deskriptiv beschrieben, werden sie als Vorstellungen der Lernenden bezeichnet
(vgl. auch Gudladt, 2023)

Weiterhin wird zwischenpriméren und sekundarenGrundvorstellungen unterschieden.
Primare Grundvorstellungen orientieren sich an direkt beobachtbaren Vorgangen in der
Realitat. So basieren B. die Grundvorstellungen der Addition auf realen Vorgangen wie dem
Hinzufiigen oder Zusammenfiigen von Gegenstand&ekundare Grundvorstellungen
hingegen bendtigen eine weitere (mathematischeDarstellung So koénnen die
Grundvorstellungen von Funktionen nur durch eine weitere grafische oder symbolische
Darstellung zugdglich gemacht werden. Aus diesem Grund wirdriméren
Grundvorstellungen ein reprasentierender Charakter zugeschrieben, wdasiantare
Grundvorstellungen einen symbolischen Charakter h@omn Hofe & Blum, 2016)Diese
Differenzierung ist jedoch nicht immer trennscharf. So koénnen sich auch die
Grundvorstellungen deGrundrechenartesowohl auf direkt beobachtbare Vorgange in der
Realitat beziehen als auch durch abstrakte Darstellungen (Zahlenstrahl, Kreise) veranschaulicht
werden. Damitkdnnen auch dieprimaren Grundvorstellungen zumindest teilweise einen
symbolischerCharakter besitzerDarlber hinaus weisen vom Hofe und BI(2016)darauf

hin, dasssekundareGrundvorstellungen durchmaginare Handlungemit mathematischen
Darstellungen entstehen. Durch den Einsatz digikdéstiengibt es jedoch auch hier vielfaltige
Maoglichkeitenmit abstrakten mathematischen Darstellungesraktiverfahrbare Handlungen
durchzufiuhren, die sictirekt aufdie mathematische Darstellung auswirkBeispielsweise
kénnen Graphen auf einem Touchscreen durch Tippen und Ziehen mit dem Finger verschoben
werden. Es lasst sich also festhalten, dass sowwirthdre als auch sekundéare
Grundvorstellungen reprasentativen und symbbés Charakter haben kénnen. Dennoch wird

zu Beginn der Schulzeit verstarkt auf den Bezug zu konkreten Alltagshandlungen
zurlUckgegriffen, wahrend Inhalte, die auf externe Darstellungen angewiesen sind, erst im Laufe
der Schulzeit hinzukommen.

Zu einem mathematischen Konzept gibt es in der Regel mehrere Grundvorstellungen, die
miteinander in Beziehung gesetzt werden konifeom Hofe, 2003) Dieses System
verschiedeneGr undvor stel |l ungen wi(vom Hael&Rottd P0H S ndi ge
2) verstandepdassichstandigweiterentwickeltDartiber hinaubringen Lernende individuelle
Vorstellungen aus ihrem Alltag mit und entwickeln im Umgang mit mathematischen Konzepten
weitere Vorstellungen. Diese kdnnen anschlussfahig an neue Grundvorstellungen sein oder
auch nicht. Beispielsweise gibt es fur die Division zweier naturlicher Zahlen die
GrundvorstellungenAufteilen und Verteilen (Padberg & Wartha, 2017, S. 125 ffpas
Aufteilen dasauch als Messen bezeichnet wird, ist anschlussfahigldrdtrweiterung des
Zahlbereichs von den natirlichen zu den rationalen Zahlen, wahrendeda&ien nicht
anschlussfahig fir die Division rationaler Zahlen(iadberg & Wartha, 2017, S. 134 Dje
Ubergeneralisierung des Anwendungsbereichs der Grundvorstéliemeilenkann also zu
Problemen fuhrendie im Lernprozess korrigiert werden miss@&ies erfordert sogenannte
Grundvorstellungsumbricheei den Lernendefvom Hofe & Wartha, 2004; Wartha, 2007, S.

47 ff.). Darlber hinaus koénnen weitere individuelle Vorstellungen der Lernenden,
beispielsweise die Erfahrung, dass das Ergebnis einer Division im Bereich der natirlichen
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Zahlen immer eine kleinere Zahl ergibt, im Bereich der rationalen Zatlenfalls nicht
anschlussfahigein.

In der englischsprachigen Literatur hat sich die Unterscheidung zwiSdrerept Imageind

Concept Definitiorzur Unterscheidung von individuellen Vorstellungen und Begriffsdefinition
etabliert. Tall und Vinner (1981) bundelnunter dem BegriffConcept Imagéi & mental
attributes associated with a concept, whether they be conscious or unconscious, should be
included in the concept image; they may contahe seeds of f utDamite conf
kénnen auch fehlerhafte Vorstellungen integriert sein, wedah@gnitiven Konflikten fuhren.

Dies passiert genau dann, wenn zwei sich widersprechende Bestandté€llendept Image
gleichzeitig beim Lernenden hervorgerufen werdénter derConcept Definitionwird die
Aneinanderreihung von Worten, die zur Definition eines mathematischen Konzepts genutzt
werden, verstande(iTall & Vinner, 1981) Das kann eine formale Definition aus einem
Lehrbuch sein, aber auch eine eigene Rekonstruktion einer Definition durch ein Individuum.
Letztgenanntes wird alPersonal Concept Definitiomufgefasst, wahrend eine allgemein
fachlich anerkannte Definition alBormal Concept Definitiorbezeichnet wirdDurch eine
Personal Concept Definitiowird ein mathematischer Begriff durch eine Person individuell
rekonstruiert. Somit flieRen die personlichen Vorstellungen zu diesem Konzept, die zu diesem
Zeitpunkt abgerwdn werden ein. Das bedeutet, dass Biersonal Concept Definitiostets ein
Ausdruck desConcept Imageist (Vinner, 1983) Umgekehrt wird durch jed€oncept
Definitionein eigene€oncept Imageervorgerufen, welches sich im gesan@@amcept Image

einer Person verankert. So werden auch durch eine formale Definition Vorstellungen bei den
Lernenden angeredGreefrath et al., 2016apas eine formale Definition nicht zu einem
ausgepragteoncept Imagéihrt, wurde fur das Konzept Funktionen beréigont(Vinner

& Dreyfus, 1989) So waren fir die Lernenden nur solche Beispiele mehrheitlich als Funktion
erkennbar, die sich durch einen geschlossenen Term oder stetigen Graph kennzeichnen.
Diskrete Funktionen oder Treppenfunktionen wurden haufig nicht als Funktion erkannt.

Sowohl Grundvorstellungen als au€loncept Imagéeschreiben mentale Repréasentationen
eines mathematischen Begriffs. Ein gemeinsamer Aspekt beider Thestridass sie eine
dynamische Sicht auf diEntwicklung von Vorstellungen bei den Lernenden haben. Die
Vorstellungen kénnen sich durch aul3ere Einflusse weiterentwickeln, was ghciibau neuer
Vorstellungen odem der Anpassung bzw. Korrektur bestehender Vorstellungen ausdrickt.
Dadurch kénnen beide Theorien auoh Zusammenhangnit konzeptuellem Wandel (engl.
Conceptual changgPosner et al., 1982; Vosniadou, 1994jwendet werdefvom Hofe &
Blum, 2016; Salle & Cluver, 2021; Vinner, 201¥ahrend dafoncept Imagalle mentalen
Reprasentationen einer Person zu einem mathematischen Begriff erfasst und damit auch
Fehlvorstellungen einschlielsind Grundvorstellungemormative Leitlinien, die keine
Fehlvorstellungerenthalten Allgemein fokussiert dag€oncept Imagewf die individuellen
Vorstellungen, alsoauf eine deskriptive Beschreibung von Vorstellungen, wohingegen
Grundvorstellungeselbst einemormativenCharakter haben, indem diestlegen was unter
einem mathematisch@egriff zu verstehen istDartiber hinaust es moglich, digeskriptiven
Vorstellungen der Lernenden anhand demormativen Grundvorstellungeneinzuordnen
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Grundvorstellungen beschreiben im Kern den Zusammenhang zwischen Individuum,
Mathematik und Realitdvom Hofe, 1995, S. 98)

Darlber hinaus betont einer der drei zentralen Asplkt@rundvorstellungen die Anwendung

eines mathematischen Konzepts auf die Realitat. Allgemein werden Grundvorstellungen als
A" ! bersetzungsscharniere’ zwi schen real en $
(Begriffen, Oper at i qHuBmann &s Rrediger, 2&L@, eS. c3b)net i
Grundvorstellungen spielen somgine entscheidende Rolle bei der mathematischen
Modellierung. In der vereinfachten Form des Modellierungszykldslrildung 2.2 (vgl. vom

Hofe, 2003%ind Grundvorstellungen notwendig, um zwischen der Realitat und der Mathematik

zu wechseln. Dementsprechemgrden sie benétigium ein gegebenes reales Problem zu
mathematisieren und um eine mathematisch ermittelte Lésung im Hinblick auf die Realitat zu
bewerten. Dartber hinaus werden Grundvorstellungen benétigt, wenn wakesnd
Losungsprozess zwischen verschiedenen mathematischen Darstellungen, wie einer
Gleichung und einer geometrischen Darstellung gewechselt werderfuvoossiofe & Blum,

2016) Das Grundvorstellungen innermathematisch nur beim Ubergang zwischen
verschiedenen mathematischen Teilgebieten (bspw. Geometrie und Algehdéyt werden,

ist ebenfalls eine nicht notwendige Einschrankung. So kénnenbkeialerArbeit mit einer
einzelnen Darstellung wie.B. dem Graph einer Funktiomehrere Grundvorstellungen
notwendig seinum entsprechende Problemstellungen zu I§ggh Meister & Upmeier zu

Belzen, 2018; Vollrath, 1989)

Im Rahmender vorliegenden Arbeit wird das Ziel verfolgine Intervention zu entwickeln

mit der Erstsemesterstudierendedar Grundlagenvorlesung Mathematikirch eine gezielte
Anwendungsorientierungin konzeptuelles Funktionenverstandemswickeln.Dazu bedarf es
klarer normativerVorgaben, wie ein konzeptuelles Funkeomerstandnis zu definieren und
letztlich zu fordern ist. Grundvorstellungen betonen diggemativenAspekt im Gegensatz

zu Concept Imageind Concept Definition Dementsprechenkilden Grundorstellungen die

Basis um das konzeptuelle Funktionenverstandnis aufzubauBariber hinaussind
Grundvorstellungen unmittelbar mit Ubersetzungsprozessen zwischen Mathematik und
Realitat also zentralen Modellierungsaktivitatarerbunden Fur dasnaturwissenschatftlich
mathematischeModellieren (vgl. Abbildung 2.3), das 1) einen verstandigen Umgang mit
mathematischen  Konzepten und 2) einen mehrfachen Wechsel zwischen
naturwissenschaftlichem und mathematischem Wissen erfordert, bieten Grundvorstellungen
einen vielversprechenden Ansatz zur Entwicklung grundlegender|ioalegskompetenzen

in den Naturwissenschaften.

2.2.2.2 Funktionales Denken

Die Grundvorstellungen von Funktionen gehen auf die Arbeit von Vol(i&89)zurtick. Er
bezeichnetalie inzwischervielfach rezipierten Grundvorstellunggaz. B. Blchter & Henn,

2010; Gobel, 2021; Greefrath et al., 2016a; Klinger, 2018; Lichti, 2019; Rolfes, 2018;
Ruchniewicz, 2022; Zindel, 2018)sAspekte desunktionalen Denkengunktionales Denken

ist nachVollrath (1989, S.6e i ne Denkwei se, die Atypisch fg¢r
ist. Damit verbunden ist eine engénbindung an den Funktionsbegriffier explizit auch
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statische, mengentheoretische Sichtweme#asstVollrath, 1989, S. 7)Buchter(2011, S. 17)

kritisiert diese Sichtweisalaaus seiner SicHunktionales DenkeAei ne R¢ckbesi nn
die dynami schen Aspekte und auf den Ursprung
solche Offnung verlierder Begriffa u s seiner Sicht Aan Kontur
(Buchter, 2011, S. 16Auf dieser Grundlagéormuliert er eine eigene Definition, die eine
dynamische Sichtweise in den Vordergrund stellt:

AFunktional es Denken sol | verstanden wer de
Zusammenhangen, bei dem das Anderungsverhalten der beteiligten GroRen im Mittelpunkt
s t e (Btichtgr, 2011, S. 17)

Rolfes(2018, S. 11hélt eine solch&inengunglesfunktionalen Denkensicht fir notwendig,

da eine statische von einer dynamischen Funktionsperspektive kaum trennscharf unterschieden
werden kannUm die Veranderung der durch eine Funktion beschriebenen Grof3en quantitativ
wahrnehmen zu kénnen, missen auch einzelne Wertepaare identifiziert werden Kiamen
Ablesen von Wertepaaren kadagegerals statische Perspektive charakterisiert wer&@en.

finden sich auch imanderenArbeiten sowohl empirischélLichti & Roth, 2019)als auch
theoretische Argument@ioffkamp, 2012, S. 41 fdaflr, dass die Grundvorstellungen nicht
trennschartu unterscheidesind. Aus diesem Grund orientiert sich die vorliegende Arbeit an

der urspriinglichen Perspektive von Vollrath.

Nach Vollrath(1989)betont de GrundvorstellungZuordnungden Zusammenhang zwischen

den beteiligten GroRen durch die eindeutige Zuordnung einer Grof3e zu einer anderen GroR3e.
Die zugeordnete GroRRe wirdabei als abhangig von der anderemabhangigenGrolie
aufgefassfVollrath, 1989, S. 8Eine weitereGrundvorstellundgetontdas Anderungsverhalten

der beteiligten GroRen und wird in Anlehnung an den BegrdVariation aus dem
englischsprachigen Raum ad®variation bezeichne{Malle, 2000; u.a. Carlson et al., 2002;
Confrey & Smith, 1994; Doorman et al., 2012; Thompson, 1994) wi rd bet ont , d
Funktionen erfasst [wird], wie Anderungen einer GroRe sich auf eine abhangige GroRe
aus wi (Vidlath, 989, S. 12)Dabeiist es hilfreich, die unabhangige Grof3e systematisch

zu variieren, um die Anderung der abhangigen GroRe zu analysieren. Als drittes hebt Vollrath
(1989, S. 15)ervor, dass durch eine Funktion ein gegebener Zusammenhang als Ganzes
betrachtet werden kann. Diesrd alsFunktion als Ganzelsezeichne{Roth & Lichti, 2021)

Diese Grundvorstellung wirth der vorliegenden Arbeit in Anlehnung an andere Arbeaisn
Objektbezeichne(u. a. Greefrath et al., 2016b, S. 49; Lichti, 2019, S. 13; vom Hofe et al.,
2023) Diese Sichtweise ermdglicht die Manipulation vonFunktionen, indem bekannte
(Addition, Subtraktion, Multiplikation) und neue Operationen (bspw. Verkettung von
Funktionen) auf eine ganze Funktiangewendet werdegiGreefrath et al., 2016b, S. 5@m

eine neue Funktion zu erhaltehuRerdemkdnnen einer Funktion bestimmte Eigenschaften
(bspw. Monotonie, Symmetrie, Nullstellerygeschriebewerden Aus diesem Grundird die
GrundvorstellungObjekt in einen manipulierendenund reflektierendenUmgang unterteilt

(vom Hofe, 2004; vom Hofe et al., 2023per manipulierendeUmgang beschreibt die
Manipulation,d. h. dieVeranderung von Parametern und welche Auswirkungen di@eauf

den Graphen haben. Dereflektierende Umgang soll die Zusammenhange zwischen
verschiedenen Darstellungen und dem gegebenen funktionalen Zusammenhang betonen.
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Leuders und Predigef2005) sprechen stattdesseron Denken in Funktionendas die
Lernendebef 2 hi gen sol |, Ain unterschiedlichen
e r f a ¢Leudarsi& Prediger, 2005, S..3)azu gehdren ihrer Auffassumgchdie oben
genannten Aspekte und die Verwendung verschiedener Darstellungen einer Funktion. Bei der
Verwendung unterschiedlicher Darstellungen isz@dem wichtig flexibel zwischen diesen
wechseln zu kénnemieser Umgang mit verschiedenen Darstellungen ist fir das funktionale
Denken von besonderer BedeutuNgch Duval(2006) kann einmathematische®bjekt nur

Uber eine externe Darstellung zugéanglich gemacht wefdaafig wird statt Darstellung
synonymder Begriff Repasentation verwendetDabei ist zwischener externen Darstellung

und dem eigentlichen mathematischen Objekt zu unterschetiem externe Darstellung
enthalt in der Regel einen Teil der Informationen des mathematischen Objekts, sodass diese
nicht gleichgesetzt werden konnen. Dariber hinaus konnen verschiedene Darstellungen
unterschiedlicheFacettendes mathentsschen Objekts hervorheben, je nachdem, welche
Informationen durch die Darstellung leichter zugénglich ghtids, 2020) Das bedeutet, dass

die Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen unterschiedlich betont. wWerfdia
verschiedenen Darstellungemrd in Kapitel 2.3 eingegangen. In Kapite?2.4.2 wird die
Verwendung dieser Darstellungen iAnwendungsbeispielen auslen Life Sciences
verdeutlicht

Die moderne Definition des Funktionsbegifbetont aus Sicht der Grundvorstellungen
vorrangig dieZuordnung(Hoffkamp, 2011; Malle, 2000; Thompson, 1992¢&mentsprechend
wird beim Erlernen deinktionalen Denkensaufig auf dieZuordnunggeachtet, wahrend die

fur die Lernenden schwierigef@rundvorstellung<ovariation erst spater und meist weniger
ausfuihrlichbehandeltvird (Carlson et al., 2002; Malle, 2000hsbesondere MallR000, S. 8)
betont dass Kovariation Af ¢ r das praktische Arbeiten
unent be h bDdriiber hifiausielst tereinen Mehrwertim Einsatz des Rechners oder
allgemein digitaleTools,umdie Grundvorstellun¢glovariationbeidenLernendereuférdern.
Neuere empirische Studien legen zudem nahe, dass eirKaudriation abzielendes
Lernmaterialden LernerfolgdpeimThema Funktionen positiv beeinflugbtigel, 2023; Digel et

al., 2023; Lichti & Roth, 2018)Saldahna und Thomps(©98)vertreten die Perspektive, dass
sich eineKovariationsvorstellungoei den Lernenden auf verschiederi&fen entwickeln
kann. Carlson et al2002) haben daraufhin einen ersten theoretischen Rahmen mit funf
aufeinander aufbauend&tufen desCovariational Reasoningentwickelt Fir sie bestehdas
Covariational Reasoningus den kognitiven Aktivitatedie beiderKoordinierungzweiersich
andernder GroRamd deren wechselseitiger Beziehung benétigt wer8myg(itive activities
involved in coordinating two varying quantities while attending to the ways in which they
change in r el atCarlson etlg 2062a3: BY4et bbiden aberen Stufen
adressierten zéthst den Umgang mit der hiren sowie momentanen Anderungsr&as
verdeutlicht einen eher quantitativen Fokus léaVariation Etwas spatestelltenThompson

und Carlson(2017) eine Uberarbeitete Formhes Covariational Reasoningmit angepassten
Stufen vor Die dort aufgefiihrten Stufen sindTabelle2.1 zusammengefasddabeiwird auf

der untersten Stufido coordinationnochnicht wahrgenommen, dass sich die beiden Grél3en
miteinander &ndern. Auf deweitenStufePrecoordination of valuewird bereits erkannt, dass

N

m
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sich die beiden GroRemiteinander anderrDiese Anderungwird jedoch nicht alsimultan

stattfindend sondern als asynchraerstandenErst auf der dritten Stufé&ross coordination
of valueswird die Richtung der Anderung beider Grofaa simultanwahrgenommen und
somit Kovariation ausgedriickt Typische Aussagen sil§ e me hr  éR,odeddmits t o

zunehmender

verschiedene Wertepaaegfasstund diesezueinandelin Beziehunggestzt Im Sinne der
Grundvorstellungen wirdabeivor allem dieZuordnunghematisier{vgl. Ruchniewicz, 2022,
S. 77 f.) Ein Blick auf dieurspriinglicheVersion der Stuferdes Covariational Reasoning
unterstreichtdass damiQuantitative Coordinatiogemeint is(Carlson et al., 2002pemnach
wird die Veranderung beider Gré3en anhaneierWertepaaredie zueinander in Beziehung

é wifi d A&wigtenb€feQodrdinhtien ohvalueserden

gesetzt werden muissequantitativ bestimmt. Die beideoberenStufen unterscheidenob

Lernende di&ovariationder beteiligten Groffeentweder alschrittweisgchunky oder stetig

(continuouy wahrnehmen(CastilloGarsow, 201Q) Bei einer schrittweisen Auffassung

nehmen die Lernenden

wahrendin einer stetigerAuffassungvon Kovariation eine dauerhafteAnderungder beiden
GroRRenals kontinuierlich erkannt wird(CastilloGarsow et al., 2013)Bei der Betrachtung
eines Ze#Weg Zusammenhangs umfasst esahirittweiseSichtweise beispielsweise, dass
nach einer Stund20 km zurtickgelegt wurden. Den Lernenden zgtar bewusst, dass die

déenderungder GroRen in abgeschlossenetiskreten Schrittewahr,

Strecke vorR0 km in der Zwischenzeit zuriickgelegt werden musste und man piititich

nacheiner Stunde dort istSie sind jedochnicht in der Lage, sich konkrete Zwischenwerte
innerhalb desntervalls zwischennull und einer StundevorzustellenDies wird nur bei einer
stetigen Sichtweise mroglicht. Hier ist jeder Zwischenwergedanklichabrufbarund man ist

sich bewusst, dasschbeide GrolRekontinuierlichverandermusser{Castillo-Garsow, 2012)

Tabelfeud en

Covariational Reason(i 2@l h)dach

Stufen Beschreibung
Smooth continuous  Die simultane Veranderung wird als stetig wahrgenommen, sc
covariation auch Zwischenwerte in einem Intervall berticksichtigt werden.

Chunky continuous
covariation

Coordination of
values

Gross coordination of
values

Precoordination of
values

No coordination

Die simultane Veranderung der beiden Gré3en wird als
stiickweise bzw. diskret wahrgenommen.

Es werden Paare von Wertepaaren gebildet und miteinander
verglichen.

Die Richtung der Veranderung beider Gré3en wird
wahrgenommen. Es besteht eine gridbgariationsvorstellung

Es besteht eine Vorstellung, dass sich zwei Grol3en miteinanc
verandern, welche allerdings nur asynchron wahrgenommen \

Es besteht keine Vorstellung, dass die Grol3en sich gleichzeiti
verandern.

AnmerkungDie Stufen de€ovariational Reasoningind hierarchisch angeordnet. In der untersten Zeile dieser

é

Thol

Tabelle steht die niedrigste Stufe, wahrend in jeder darliberliegenden Zeile die jeweils nachsthéhere Stufe
dargestellt wird. Es wird angenommen, dass eine Person, die auf einer bestimmteresS@hgadiational
Reasoninggiert auch die niedrigeren Stufen beherrscht.

Im Rahmen de€ovariational Reasoningerden die weiteren Grundvorstellungémordnung
undObjektnicht spezifiziert. Dementsprechekiihnenwie obenbereitsangedeutenicht alle
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Stufeneindeutig mitkovariationim Sinne Vollrathg1989)verstanden werdeVielmehr wird

deutlich, dass sicKovariation nicht vonZuordnungtrennen lasst undassman insbesondere

bei quantitativenAnsatzen zur Bestimmung absoluter Anderungéaw. mittlerer oder
momentaner Anderungsraten darauf angewiesen ist, einzelne Wertepaare zu bestimmen und
mit diesen die Anderung beider GréRerbestimmenDennochermdglicht diesetheoretische
Rahmen eine sinnvollBifferenzierungder Kovariation, die auch in vielen Studien bei der
Anwendung von Funktionen in den Netissenschaftegenutztwurde(z. B. Bagossi, 2023,

Gantt et al., 2023; Panorkou & Germia, 2021; Rodriguez, Bain, et al.,.2019)

2.3 Darstellungen von Funktionen und Darstellungswechsel

Funktionen als mathematisches Konzeptd nur Uber externe Darstellungen zuganglich
(Duval, 2006) Dabei ist es wichtig, dass die Funktion selbst nicht mit der Darstellung
gleichgesetztwird, da eine bestimmte Darstellung unterschiedli&igenschafteneiner
Funktion hervorhehiNiss, 2020)Klassighe Darstellungen, die vielfagfenanniverden sind

die verbale Beschreibung, deGraph, der Term und die Tabelle (Bichter & Henn, 2010;
Greefrath et al., 2016b; Humenberger & Schuppar, 2019; Laakmann, 2011, 2013; Leuders &
Prediger, 2005)

2.3.1 Verbal beschreibende Darstellung

In der Literatur wird die verbal beschreibende Darstellung hanfigine situativ®erspektive
erweitert. Dabei wird meist nicht zwischender Darstellung und der Situatiogifferenziert
(Klinger, 2018, S. 63; Nitsch, 2015, S. 97 f.; Rolfes, 2018, S.9®¥xchreibt Nitscf2015, S.

97 f.) von einerAsituativen Beschreibuifigum die verbale Darstellung zu erfassen, wahrend
Klinger (2018, S. 63festhalt dass die Situatiobzw. der funktionale Zusammenhang meist
verbal ausgedrickt wirdDie Gleichsetzungron situativer Beschreibungnit der gesamten
verbalen Darstellungsform birgtddochdas Problem, dass eine Differenzierung zwischen dem
funktionalen Zusammenhang und einer Beschreibung, die nicht auf den funktionalen
Zusammenhang eingeht, nicht mehr mdglich ist. So werdeiGreefrath et al(2016b, S. 55

f.) zwei Beispiele einer verbbkeschreibenden Darstellung von Funktiogegebenim ersten
Beispiel wird ein Zusammenhang zwischen dem Bakterienwachstum und der Zeit beschrieben.
Im zweiten Beispielwird ein Graphvorgegebenindes wird aufgefordertliesen zu beschreiben

und sich ein PhanomemszudenkerdasdurchdiesenGraphen beschrieben werden kann. Im
zweiten Beispiel ist eauchmdglich, den Graphen rein mathematisch ohne Bezug zu einem
funktionalen Zusammenhang zu beschreiben, sodass eine Trennung zwischen situativer
Beschreibung und nictsituativer Beschreibungrundsatzlichsinnvoll ist. Zindel (2019)
schranktden Begriffder verbal beschreibemt Darstellungein, indem sidordert dass eine

ver bal e Beschreibung Aein explizites Sprac
funktional en Zus ammBamhwerdgns/ertmala Bebchreildurigen(asdererl 3 ) .
Darstellungen ohne Beriicksichtigung des funktionalen Zusammenhangs und allgemeine
Beschreibungen der Situation bei dieser Klassifikation ausgeschlossen. Da in der vorliegenden
Arbeit die Unterscheidung zwischen Mathetik und Realsituation bzw. dem
naturwissenschaftlichen Phanonzevingend erforderlich ist, ist eine soldBmschrankungler

verbal beschreibenden Darstellungicht zielfihrend. Vielmehr soll zwischen einer
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Beschreibung die sich auf weitere mathematische Darstellungen beziend einer
Beschreibung, die sich auf das Phanorberieht untersbieden werdenBossé et al(2011)
unterscheidenzwischen einer verbalen Situatiowe(bal situatiofl und einer verbalen
Beschreibungverbal descriptioh Eine verbale SituatioumfasstBe s c hr ei bungen w

Bakterien verdoppeln sich inner halidtdagegem z we i
die Verbalisierung einer anderen mathematischen Darstelvieg.B.Ader Gr aph wi r
zunehmenden -Wer t en I mmer steil er . wiide valbale s er

beschreibende Darstellungsituativ und rein mathematisanterteilt Nachden Ausfihrungen

von Klinger(2018, S. 63 f.pleibtdie verbabeschreibende Darstelludge Darstellungin der

der funktionale Zusammenhang am haufigsten zum Ausdkmbmt sodass eine
Unterscheidung zwischen verbaler Situation und verbaler Beschreibung als ausreichend
angesehen werden karibamit wird jedoch die Moglichkewernachlassigtdass jede andere
Darstellung ebenfalls situationsspezifische Merkmale enthélt, die im Umgang mit der
jeweiligen Darstellungausgedriuckiverden kdnnenBeispielsweiséhat ein Graph, der einen
funktionalen Zusamenhang beschreibt, in der Regel beschriftete Achsen und haufig eine
Uberschrift, die das Phanomen charakterig®chwister & Leven, 2020, S. 35bensdcaben
verschiedene Bestandteile eines Terms eine situationsspezifische Bedeutungt So
beispielsweise diemittlere Anderungsrate einer allgemeinen linearen Funktibe
Reaktionsgeschwindigkeit beler Modellierung dereitabhéngigerKonzentrationwéhrend

einer chemischen ReaktiohulRerdemwerden bederAngabe einer Reaktionsgeschwindigkeit

die entsprechenden EinheitamgegebenDarauf aufbauendvird der Argumentation von
Ruchniewicz (2022, S. 90 f.)gefolgt dass die Unterscheidung zwischen Situation und
Mathematik nicht nur auf die verbale Darstellung eingeschrankt werden sollte. So hat Janvier
(1978) schonfruh darauf hingewiesendass eine verbale Beschreibung nicht die einzige
Moglichkeit ist, eine Situation zu charakterisieren. Vielmehr kénnen Eigenschaften des
Phanomenauchin jeder anderen Darstellung zum Ausdruck gebracht werden.

2.3.2 Tabellei numerische Darstellung

Tabellen werden in den Naturwissenschaften haesfigellt, wenn im Labor ein Phanomen
beobachtet und GroRen gemessen wefddhung et al., 2014, S. 20; Kleinert et al., 2020je
Messwerteverdenin einer Tabellenotiert und spater in der Auswertungrwendet Mit einer
Tabelle konnenvor allem die Grundvorstellungeuordnungund Kovariation adressiert
werden. DieZuordnungwird durch das paarweidgintragender Messwerte, zB. Zeit und
Konzentrationdeutlich(Bluchter & Henn, 2010, S. 38yahrend di&ovariationersterkennbar
wird, wenn mehrere Wertder beidenGroRenzueinanderin Beziehung gesetzt werden
(Greefrath et al., 2016b, S. 54 Djes bedeutet, dabgim Experimentieren im Labor, waden
beschrieberzunéchst die Grundvorstellu@giordnungangesprocheist. Erstbei der Ansicht
der vollstandigen Tabellenit allen notierten Messwertenird Kovariation benétigt Dazu
missen jeweils zwei Wertepaaneeinandein Beziehunggesetzt werden und die Anderung
der beiden GrolRen analysiert werden. Werden die abhangige und unabhangige Grol3e in zwei
Zeilen untereinanderotiert so istfir Zuordnungdas Lesen einer Spalte in vertikaler Ricigu
erforderlich wahrendflr Kovariation beide Zeilen der Tabelle horizontal gelesen werden
mussen.
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2.3.3 Graph i grafische Darstellung

Zur Beschreibung vieler naturwissenschaftlicher Phanomene wird der funktionale
Zusammenhang ntiiife einesGraphendargestellf{u. a. Gilbert & Treagust, 2009; Meister &
Upmeier zu Belzen, 2018; Stbger & Nerdel, 2024; Treagust et al., 2017; Treagust & Tsui,
2013) Ein groRer Vorteil dieser Darstellung ist, dassgiele Informationen in einer
komprimierten Formdargestellt werden kénnefhachmayer, 2008; Potgieter et al., 2008;
Rodriguez, Bain, et al., 2019ieserschwerjedochden Umgang mitler Darstellungsraph
sodass man erst lernen muss, wie man die einzelnen InformaticgieamGraphererkennen
kann(Rodriguez, Hux, et al., 2019Bei naturwissenschaftlichen Phdnomenen ist es zunachst
wichtig, die Beschriftung der Achsen wahrzunehm@rachmayer et al., 2007)um
Ruckschlisse auf das modellierte Phdnomen ziehen zu kdnnen. Man erkennt, welche beiden
GroRRen einander zugeordrghd Die GrundvorstellungZuordnungwird adressiert wenn
konkrete Punkte, also Wertepaare aus unabhangiger und abhangiger Grél3e, @resptiemn
abgelesen werddfGreefrath et al., 2016b, S. 58azu muss man vom Wert der unabhangigen
GroRRe auf der horizontalen Achse vertikal nach oben oder unten gehen, bis man den
Schnittpunkt mit demGraphenerreicht. Geht man von diesem Schnittpunkt nun wieder
horizontal bis zur vertikalen Achse, kann man den Wert der abhangigen GrofR3e ablesen.
Umgekehrt kann man auch einen Wamt abhangigen Grofeif der vertikalen Achse nehmen

und horizontatlie Schnittpunkte mit der@raphernidentifizieren Dabeikbnnenedochmehrere
Schnittpunkte auftreterGeht man von igsen Schnittpunkten vertikal nach oben bzw. unten,
bis man die horizontale Achse erreicht, erhalt man den Wert der unabhéngigen [eb(3e.
GrundvorstellungKovariation wird thematisiert, wenn man die Veranderung zwischen zwei
Punkten, d. h. in einem bestimmten Interviaditrachte{Greefrath et al., 2016b, S. 53Jier

kann beispielsweise erfasst werden, das&daphmit zunehmendem Wederunabhéngigen
Grole steigt oder fallt undamitdie abhéngige GroRe zunimmt oder abnimmt. Darliber hinaus
kann der gesamteGraph betrachtet werdenwas die Grundvorstellun@bjekt anspricht
(Greefrath et al.,, 2016b, S. 54hlier konnen konkrete Eigenschaften wie Monotonie,
Krimmungsverhalten, ggf. Symmetrie oder auch ein Funktionstyp grafisch erkannt oder
Manipulationender Funktion amGraphendurchgefuhrt werdenTeilweise wird kritisch
angemerktdass mit einersraphemur ein ausgewahlter Abschnitt einer Funktion dargestellt
werden kannweshalb die Funktion als Ganzes und damit die Grundvorsteijekt mit
einemGraphemur eingeschrankt erfasst werden k@khnger, 2018, S. 64 f.; Nitsch, 2015,

S. 99 f.) Die oben genannten Eigenschaften kbénnen jedoeinem solcheAbschnitterfasst
werden(Greefrath et al., 2016a, S. 54; Lichti, 2019, S. 13uifig in naturwissenschatftlichen
Anwendungen wird haufignur ein eingeschrénkter Beobachtungszeitraumtrachtet
(Schwister & Leven, 2020, S. 35.fJomitkann durch eine\bschnittbereits ein gesamter
funktionaler Zusammenhang dargestellt werd2asatzlich zeigen die oben aufgefuhrten
Eigenschaften einer Funktion, dass die Grundvorstellugmrariation und Objekt nicht
trennscharf sindHoffkamp, 2012, S. 9 f.)Eigenschafterbeziglich des Monotonieoder
Krimmungsverhaltensdnnen zun&chst lokal in kleinen Intervallen erkannt werden und damit
die Kovariation ansprecherBlickt man jedoch auf den gesami@naphenund vergleicht die
Anderung der beiden@Ren in mehreren aufeinanderfolgenden Intervallied dadurch der
gesamtésraphbeschreben und dementsprechend #ignktion alsObjektwahrgenommen. In
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ahnlicher Weise beinhaltet die Bestimmung eines Funktionstyps in der, Rizgsl das
charakteristische Anderungsverhalten in mehreren Intenidienifiziert wirdund schlieRlich

der gesamten Funktion zugeschrieben wigb wird eine lineare Funktion durch eine
gleichmaRige additive Anderurigeider GroRercharakterisierfHumenberger & Schuppar,
2019, S. 39 ff,)wahrendoei Exponentialfunktiorgleiche additive Zuwéachse der unabhéngigen
GroRe zu einer gleich groBen multiplikativen Anderung der abh&ngigen GroRe fiihren
(Humenberger & Schuppar, 2019, S. 75.Jahrend Humenberger und Schup(#019, S.

23) die Eigenschaften, dieimplizit Kovariation beinhalten (Monotonie und
Krimmungsverhalten), der Grundvorstelluldgvariation zuordnen auf3ert Hoffkamg2012,

S. 9 f.)zumindest Zweifel daran. Seird mit Aussagen zunMonotonieverhalten, daeine
Funktion dauerhaft gleichmaRig abnimmt oder die Anderung mit zunehmerdéart immer
kleinerwird, dergesamte Graph beschrieb&ies spricht dafiir, solche Erkenntnisse als Tell

der GrundvorstellungObjekt zu erfassen, obwohl fidiese Aussagen die Anderung der
beteiligten GroRen, also eine Form déovariation, vorausgesetztverden muss. Da die
Grundvorstellungen nicht dem Anspruch einer trennscharfen Unterscheidung gentigen missen
(Hoffkamp, 2012, S. 9; Lichti & Roth, 201,%0onderrvielmehr aufeinander aufbauen, werden
globale Eigenschaften des Anderungsverhaltens als Teil der Grundvorst&iojedt
angesehen. Sofern sich diese Eigenschaften nicht explizit auf ein Intervall beziehen, wird damit
der gesamten Funktion eine Eigenschafgjeschriebegnsodass die Grundvorstellui@pjekt

damit angesprochen wird.

Die Bedeutungder DarstellungGraph in den Naturwissenschaften wiraguch vonden
angrenzenderrachdidaktikenhervorgehobenSo stellen Meister und Upmeier zu Belzen
(2018)in ihrem naturwissenschaftliamathematischen Modellierungslus (vgl. Abbildung

2.3) den Umgang mitGraphenin den Vordergrund. Die Verwendunder Begriffe
Liniendiagramm oder Diagramm verdeutlicht dass die Bezeichnungen in den
Naturwissenschaften anders sind, sodas$-unktionsbegriffind die DarstellunGraphin den
Naturwissenschaftemdglicherweise gar nicht mit den naturwissenschaftlichen Diagrammen
in Verbindung gebracht wird.

Im Umgang mitGrapherhat Lachmaye(2008)in ihrer Dissertation die Diagrammkompetenz
in Anlehnung an bereits bestehende Klassifizierungen in die drei Teilkompetenzen
InformationsentnahmeéKonstruktionund Integrationunterteilt(vgl. Lachmayer et al., 2007)

Die Informationsentnahmewird weiter in die Bereicheldentifizierung und Ablesen
differenziert. Dieldentifizierungumfasst alle Féhigkeiten, die sich mit dem grundlegenden
Rahmen befassen. So soll die Beziehnngchen debeiden GréRemithilfe derAchsen oder

des Definitionsbereichesrkanntwerden kdnnenBeim Ablesenwerdendrei verschiedene
OrdnungerunterschiederBeim Ablesererster Ordnung sollen einzelne Wertepaare abgelesen
werden kdnnenBeim Ablesenzweiter OrdnungwerdenWertepaare vergli@n, um einen
Trenderkennen zu kénnen. Dableserdritter Ordnungerfordert den Vergleicmehrere oder

aller Werten sodas®in allgemeiner Trendes gesamteGraphenerkannt werderkann Die
Ordnungen desAblesenslassen sich problemloslen Grundvorstellungerzuordnung
Kovariation und Objektzuordnen. Da#&\blesenerster Ordnung beschreibt eine Tatigkdig

die GrundvorstellungZuordnungadressiert, as Ablesenzweiter Ordnungbeschreibt eine
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Tatigkeit, dieKovariation adressierind dasAblesendritter Ordnungoeschreibt Tatigkesn,

die die Grundvorstellun@bjekt adressierenDie TeilkompetenzZKonstruktionumfasst alle
Fahigkeitendie fur dieeigenstandig&rstellungeinesGraphen notwendig sinth Anlehnung

an die Klassifizierung detnformationsentnahmeerden hierauchFahigkeitenthematisiert
die denaul3erenRahmen einesraphenbetreffen d. h. die Beschriftung der Achserdie
Skalierung oderdas Zeichnen einer Legendeowie Handlungen, die den verschiedenen
Ordnungen deséblesensntsprechen. So konnenB. einzelne Punkte eingezeichnet werden
(erste Ordnung)Punkte@aremiteinander verbunden werdérweite Ordnungpder anhand
qualitativer Aussagenvollstandige Trendlinien skizziert werden(dritte Ordnung) Die
Teilkompetenz Integration umfasst alle Fahigkeiten, bei denen sowohl eine
Informationsentnahmend eineKonstruktionerforderlich ist.

2.3.4 Term i symbolische Darstellung

In naturwissenschaftlichen Lehrbuchemird die DarstellungTerm haufig verwendetSo
werden viele Phanomeneurch ihr Anderungsverhalten charakterisiert, wharauseine
Differentialgleichung abzuleitefu. a. Elstner, 2017; Lauth, 2022; Schwister & Leven, 2020)

Mit dieser Charakterisierung kann in vielen komplexen AnwendungenTeim zur
Beschreibung des funktionalen Zusammenhamgdytischhergeleitet werderariber hinaus

sollten Lernende in der Lage sein, die inhaltliche Bedeutung einzelner Parameter zu kennen
(Bain & Towns, 2016; N. Becker & Towns, 201ur so kdnnen siereflektieren, wie
Parameter durctumwelteinflisseverandert werden kdonneand welche Konsequenz die
Veranderungler Parameter fur das beschriebene Phanbiateburch einermermwird zudem

der Funktionstyp direkt ersichtlich, sodass die GrundvorstellQgekt innerhalb der
Darstellungrermeine entscheidende Rolle lihlitsch, 2015, S. 98Daraus leiten sich weitere
Eigenschaften ab, die auf das Phanomen dbertragen werden koénnen und je nach
Problemstellung die Perspektive #avariationerfordern. Einzelne Wertepaare kbnnen durch
Einsetzen eine®ertsder unabhangigen GrofRe berechnet werden, wodurchZawrdnung

im Umgang mit einenTermadressrt werden kan(Nitsch, 2015, S. 98)

2.3.5 Darstellungswechsein den Naturwissenschaften

Da die verschiedenen Darstellungen ihre eigenen Mad Nachteilehaben ist eswichtig,
zwischen ihnen wechseln zu kénnéleben dem Wechsel zwischen den innermathematischen
DarstellungenTabelle Graph und Term ist beim naturwissenschaftlighathematischen
Modellieren (vgl. Abbildung 2.3) auch der Bezug zur Realitat bzw. dem untersuchten
Phanomemotwendig Haufig geschieht diesdei der Informationsentnahmén der verbal
beschreibendebarstellung In der Konstruktionwird jedoch auk ersichtlich, ob durch die
entsprechende Beschriftung und Skalierung der Achsen ein Bezug zum Phanomen, dem
funktionalen Zusammenhang hergestellt wird. Aus der Perspektivieimidtonalen Denkens

ist die Verwendung und der flexible Wechsel zwischen den unterschiedlichen Darstellungen
von grolRer Bedeutung fur eimfassendekonzeptuelles-unktionenverstandn{Barzel et al.,

2005; HuBmann & Laakmann, 201Bine Ubersicht tiber digerschiedeneAktivitaten beim
Darstellungswechsel zwischen unterschiedlichen Darstellungen oder innerhalb einer
Darstellung fir den Fall einer linearen Funktion findeth bei Hul3mann und Laakmann
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(2011) Damit wird verdeutlichtgass je nach Funktionstyp oder in den Naturwissenschaften je

nach Phanomen spezifische Tatigkereiorderlich sindin den Natowissenschaften ist esn
zentraler Prozess, Experimente im Labor durchzufiihren undemdort gemessenen Grol3en
weiterzuarbeiter(Adlung et al., 2014, S. 20; Kleinert et al., 202Bjer riickenbestimmte
Darstellungswechsatarkerin den VordergrundDer erste Schritivahrend eineExperiments
ist in der Regel dadNotieren der Messwerte ineiner Tabelle Hier wird gerne auf
Tabellenkalkulatiosprogrammewie Excel zurickgegriffen.Anschlie3end kbnnen die

Messwerte mithilfe eineGraphervisualisiert werden, sodass ein Darstellungswechsel von der

Tabelle zum Graphen stattfindet (Kleinert et al., 2020) Das entspricht der
DiagrammkompetenXKonstruktion der ersten Ordnung, also dem Einzeichremzelner
Messpunkte Diese Tatigkeit kann mieinem Tabellenkalkulatiosprogrammauf einfache
Weiseautomatisiert undlamitausgelagert werdeennoch missen auch hier grundlegende
Eigenschaften tGber den funktionalen Zusammenhang beriicksichtigt weadka,Belegung,
Skalierung und Beschriftung der Achsen festgelegiiden misserurch die Visualisierung
der Messpunkte kann dfnderungder beiden GroRen zunétHokal und dann global besser

betrachtet werden. H&aufig ist es das Ziel, einen allgemeingtiltigen Term zur Beschreibung des
Phanomens zu identifizieren, sodass statt einer diskreten Beschreibung des funktionalen

Zusammenhangs durch die Messpunkte einetitaerliche Beschreibung mdglich wird
(Kleinert et al., 2020)Hier kanndie Analyse dessraphenAufschluss dartber geben, welche

Funktionstypen geeignet erscheinen. Es sollte jedoch immer inhaltlich begriindet werden

kénnen, ob ein gewahltes mathematisches Modell geeigr{ighisdden & Pfenninger, 2013;

Murray, 2002) Durch die Wahl eines Funktionstyps konnen die notwendigen Parameter
entweder mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms durch Schéatzverfahren bestimmt
werden oder es gibt experimentelle Methoden, mit denen die notwendigen Parameter bestimmt

werden konen (vgl. Kapitel 2.4.2.1zur Bestimmung der Geschwindigkeitskonstaaie ein
mogliches Beispiel aus den Life ScienceBie beiden skizzierten Mdglichkeiten zur
Bestimmung der Parameter stellen einen Darstellungswechseleomzum Graphendar.
Dariiber hinaus kananhand eineverbal beschreibendddarstellungvi e Adi e Zel |

mit der Zeit zufA oder genauer Adie Anzahl

qualitative Skizze eineSraphererstellt werden bzw. aus der zweiten Aussagd eimeiner
entsprechendelBxponentialfunktiorhergeleitetverden, sodass auch dyarstellungswechsel
von verbal beschreibendzum Graphen bzw. zum Term fur das Arbeién mit
naturwissenschaftlichen Modellen notwensiigd In beiden verbalen Aussagen wurde jeweils
das Phanomendes zeitabhangigen Zellwachstums besiaktigt, sodass eine verbal
beschreibende Darstellung mit Bezug zur Situation vorli®gtrtiber hinaus sollen die
Lernenden durch die Angabe einésrmsin der Lage seinden qualitativen Verlaufdes
Graphereuskizziererbzw. die Verdnderunder beteiligterGrof3en qualitativ zu verbalisieren,
wasdenDarstellungswechselfierm zu Graphbzw. Termzu verbal beschreibenehtspricht.

Abbildung 2.4 zeigt alle beschriebenen Darstellungen undDhestellungswechseawischen
ihnen. Die Situation bzwdas modellierte Phdnomeginer Situation ist im Hintergrund
dargestellt, um zu verdeutlichen, dassischen der Situation und den mathematischen
Darstellungen differenziert werd&ann Dartber hinaus soll jedoch verdeutlicht werdgass

en

d
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das Phanomenin der naturwissenschaftliemathematischen Modellierungn jeder
mathematischen Darstelluegthaltenst, z.B. durch die Angabe von physikalischen Einheiten

der Grof3en oder einer situationsspezifischen Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs.
Darlber hinaus lasst diese Darstellung die Interpretation zu, dasaterwissenschaftliches
Phanomenals funktionaler Zusammenhangimer eine Funktion induziert, die in den
verschiedenen Darstellungen dargestellt werden kann.

Abbi |l 24Drag stem hBDanrgst evlelclhsgds i m Umgang mit Fun

Situation

Beschreibung

r N

Tabelle <

\ 4

Graph

v

Term

AnmerkungDie beidseitigen Pfeile zwischen den Darstellungen veranschaulichen die Darstellungswechsel.

2.4 Funktionale Zusammenhéange irden MINT -Fachern

In diesem Kapitel werden zunéachst diereits mehrfach verwendet8egriffe Funktion und
funktionaler Zusammenhang voneinander abgegrenkhschlieBend werdenzwel
Anwendungskontexte aus den Life Sciences vorgestellt. Innerhalb dieser Anwendungskontexte
werden mehrere  funktionale @ Zusammenhange sitltlich der notwendigen
Grundvorstellungen, deUmgang mit verschiedenen Darstellungaimd des Wechses$
zwischen den Darstellungdreurteit. AbschlieBend werden bekannte Schwierigkeien
Studierenden im Umgang mit Funktionen in naturwissenschaftlichen Anwendungen
vorgestdl.

2.4.1 Begriffsabgrenzung Funktion und funktionaler Zusammenhang

In der mathematikdidaktischen Literatiu Funktionen findet sich keine einheitliche
Verwendung der Begriffe Funktion und funktionaler Zusammenhang. Z{26&P, S. 9 f.)
verwendetzusatzlichden Begriff der funktionalen Abhangigkeit, um die Beziehung zwischen
Funktion und funktionaler Zusammenhang zu beschreiben.

Bichter und Henn(2010, S. 20)unterscheiden zwischen einer Funktion als abstraktem
mathematischra Objektund einem funktionalen Zusammenhang, der einer Situation zugrunde
liegt. Dabei sind funktionale Zusammenham§eziehungen zwischen GréRen, Merkmalen
etc., die sich angemessen durch eine Funktion beschreibenflagéehtig ist, dass eine
Situation prinzipiell mehrere Phanomene beinhalten kann, die nach dieser Auffassung als
funktionaler Zusammenhang bezeichnet werden. R¢#@$8) hat diese Unterscheidunig
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seiner Dissertationicht ilbernommenEntscheidendafiirwar die Auffassung vo#unktional

als durch Funktionen beschreiblda(Rolfes, 2018, S. 8)Dadurch wird der Zusammenhang
zwischen einer Variabtex undf(x) durch eine beliebige, kontextfreie Funktionsgleichung wie
"Qw OE®H zum funktionalen ZusammenhangSomit konnen sowohl abstrakt
mathematische alsuch situativeZusammenhangemit dem Begriff des funktionalen
Zusammenhargperfasst werderZindel (2019, S. 9 f.hat hingegewlie Sichtveisevon Buchter

und Henn(2010) aufgegriffenund in ihrem Modell durch den Begriff der funktionalen
Abhangigkeit erganzDer Begriff Funktion beschreibt b&indel (2019, S. 9 f.das abstrakte
mathematische Objekt, wahrend ein funktionaler Zusammenhang ein weltliches Ph&dnomen
zwischen mindestens zwei beteiligten Grol3en beschreibt. Diev@ishtdass ein funktionaler
Zusammenhang durch eine Funktiangemessen beschrieben werden kavird mit dem

Begriff der funktionalen Abhangigkeierfasst Dieser stellt in ihrer Arbeit das kognitive
Bindeglied zwischen Funktion und funktionaler Zusammenhang her. Erst dadurch wird eine
Richtung der Abhé&ngigkeitim funktionalen Zusammenhangeséen die fur die
Mathematisierung des funktionalen Zusammenhangs durch eine Funktion notwendig ist.
Umgekehrt muss diese Abh&ngigkeit in einer bereits mathematisierten Funktion gesehen
werden, um Aussagen Uber das Phanomen, also den funktionalen Zusammzetiangu

kénnen

In der vorliegenden Arbeit saller Umgang mit Funktionen in Anwendungskontexten der Life
Sciences betrachtet werdddabei ist entscheidend, ob die LernengerinerFunktion bzw.

der Darstellungeiner mathematischen Funktiden naturwissenschaftlicheAusammenhang

zwischen den beteiligten Grél3en erkennen und beriicksichtigen. Dementsprechend ist eine
Unterscheidung zwischen Funktion und funktionaler Zusammenhang in Anlehnung an Buchter
und Hen(2010, S. 20%owie Zindel2019, S. 9 f.jur diese Zwecke zielfihrend. 8amdglicht

die Unterscheidung zwischeler Funktion als abstraktn mathematischem Konzept und dem
funktionalen Zusammenhang als Phanomen einer Situatas,durch eine Funktion
beschrieben werden karegine Differenzierung zwischen einer rein mathematischen Sichtweise

auf Funktionen als auch eine Sichtweise, digm Bezug des modellierten Phdnomserezur
Mathematik erlaubt. Wie im Eingangsbeispie(vgl. Kapitel 2.1) kann das Phanomen der
Medikamentenkonzentration im Koérper eines Patienten wahrend einer Infusion durch eine
Funktion beschrieben werdegine rein mathematische Beschreibung kddete allgemeinen

Trend eines Grapheni t ei ner Au s s azueichstimenoténdteigend@indangcih 1 st
Erreichen des Hochpunkts monoton fallende r f as s en. Dar ¢ber hinaus
die beteiligten GroRen Zeit undMedikamentenkonzentratiomi t ei ner Aussage
Medikamentenkonzentrati@teigt n den ersten 2 Stunden schragllndfallt dann wieder ab

erfasst werdenHier wird nur der funktionale Zusammenhang explizit beschrieben. Eine
Verknipfung von Funktion und funktionaleZusammenhangann indiesem Beispiel z. B.

durche i ne A u s lkisazgmeHoehpuakt it der Graph monoton steigend, was bedeute
dass die Medi kamentenkonzentrati on effolgenden er

Im Folgenden wird der Begriff Funktiditir das abstrakt mathematische Konzept verwendet,
wahrendder Begriff des funktionalen Zusammenharngsreale Phanomeaufgreift dassich
angemessen durch eine Funktion beschreltsst Im folgendenTeilkapitel werden zwei
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Anwendungskontextaus den Life Sciencesrgestellt. Beide enthalten mehrere funktionale
Zusammenhange Anhand dieser funktionalen Zusammenhange wird aufgezeigt, wie
Funktionenin den Life Sciences zur Beschreibung funktionaler Zusammenhénge genutzt
werden.

2.4.2 Funktionale Zusammenhange in den Life Sciences

In Kapitel 2.1 wurde bereits angedeutetass unsere Welt voller Phdnomene ist, die durch
Funktionen modelliert werden koénneriBluchter & Henn, 2010)Eine Auflistung dieser
funktionalen Zusammenhéangemsthtzielfihrendundwirdenichtaufzeigen, in welcher Form
Funktionen ireinzelnerMINT -Facherreur Erfassung funktionaler Zusammenhaemgesetzt
werden. Stattdessen werdem Folgenderzwei ausgewéahltdBeispieleaus dem Bereich der

Life Sciencevorgestellt Beide Beispiele habexine hohe Relevariidr die in der vorliegenden
Arbeit relevante Zielgruppdariber hinaus verdeutlichen die Beispiele, welche allgemeinen
Uberlegungen bei der Verwendung mathematischer Modelle zur Beschreibung
naturwissenschaftlicher Phanomdremotigt werden

Das erste Beispiel, die Modellierung chemischer Reaktionen, wird ausfuhbiesanrieben

da hier verschiedene Phanomene mit unterschiedlichen Komplexitatsstufen modelliert werden
konnen. Diese Phanomene werden mit zunehmeKdenplexitat vorgestellt. Das zweite
Beispiel, die Modellierung von Pandemien mit dem -BBdell, weist eine &hnliche
Komplexitat auf, wie das letzehanomen der Modellierung chemischer Reaktiosetass es
nahtlos daran anknlpft. Schematistiarakterisiereimboden und Pfenningg2013) die
Komplexitatsstufen dieser Modelle folgendermal3en:

1) Statische Modelle

2) Lineare Modelle mit einer Variable

3) Lineare Modelle mit mehreren Variablen
4) Nichtlineare Modelle

In einemstatischen Modellst die Anderung eines Bestankisnstant wahrendin linearen
Modellendie Anderungdes Bestandgroportional zum momentanen Bestand einer GroRe ist.
Durch Hinzunahme mehrerer Variablen kénnen verschiedene Grof3en beidseitig ineinander
ubergehen. Baiichtlinearen Modellefkann die Anderung von mehrerBaktoren abhangen

die miteinander interagieren. Alle vier Komplexitatsstufen werden bei der Modellierung am
Beispiel der chemischen Reaktion aus der ReaktionskitietikatisiertIm zweiten Beispiel,

der Modellierung von Pandemien mit dem S¥Rdell, wird einnichtlineares Modelld. h. ein

Modell auf der vierten Komplexitatsstufe, analysiert.

2.4.2.1 Beispiel Reaktionskinetiki Chemische Reaktionen

In der Reaktionskinetik werdem Allgemeinenchemische Reaktionemalysiert. Haufig wird

die Entwicklung einer Konzentration in Abhéngigkeit von der Zeit betraddsghann(2017,

S. 101)versteht unter Elementarreaktionen solche, bei denetieiReaktionvom Eduktzum

Produkt betrachtet wird, sodass eine Rimdter Folgereaktion zunachst vernachlassigt wird.
Dennoch sind Elementarreaktionen von entscheidender Bedeutung, da sich viele komplexere
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Reaktionen aus mehreren Elementarreaktionen zusammendds&tanar, 2017, S. 291; Lauth,
2022, S. 151)Von wesentlichem Interesse ist die Reaktionsgeschwindigkeit, welche manchmal
auch nur als Rate bezeichnet wiuwgl. Elstner, 2017, S. 288pie Reaktionsgeschwindigkeit

gibt an wie schnell ein Stoff in einen anderen Stoff umgesetzt \Wiod.Vereinfachungsei

0 © 0 eine Reaktion, bei der ein Edukin ein Produkd umgesetztird. Die Konzentration

von 6 wird durcho abgekiirzundin Abhangigkeit von der ZeitgemesserEs besteht also

ein funktionaler Zusammenhang zwischen der vergangenem deit der Konzentratiom.
Formal ist die Reaktionsgeschwindigkeit dann das Verhaltnis der Anderung der Konzentration
und der Anderung der Z€g(Elstner, 2017, S. 288; Lechner, 2018, S. 1@)Grenzfall istdies

die Ableitung der Funktiond 6, was in Intervallen mit einekleinen Zeitspanneso
naherungsweise der durchschnittlichen Anderungsrate entsathGleichung(2))

P = — @)

Zusatzlich kann die Reaktionsgeschwindigkeihithilfe der sogenannten Reaktionsordnung
bestimmt werden. Die Reaktionsordnung gibtaig die Reaktionsgeschwindigkeit von der
Konzentration der beteiligten Edukte abhangt. Formal ausgedrédkutet dies:

i . (3)

In diesem Fall ist die Reaktionsainung beziiglich des Reaktandén und 'Q die
Geschwindigkeitskonstante der Reaktion. Sind nebanchweitere Edukte an der Reaktion
beteiligt, so werden weitere Faktoren mit eigeneExponenten hinzugefugt. Die
Gesamtordnung der Reaktion ist dann die Summe aller Expon@ittner, 2017, S. 290;
Schwister & Leven, 2020, S. 104Yur Vereinfachung wrden stochastische Prozesse,
beispielsweise durch die zufallige Bewegung der Molekite Massenwirkungsgesetz
vernachlassigt (vgl. Rodriguez Hernandez, 2002, S. 11. fjunachst werden nur
monomolekulare Reaktionen betrachtet. &irferh6herenKomplexitatstufewird aucheine
Reaktion mit zwei verschiedenen Edukten, also eine bimolekulare Reaktion, betrachtet.
Allgemein lassen sich inKontext der chemischen Reaktion bisher verschiedene funktionale
Zusammenhéangdentifizieren:unter anderem zwischdy Zeitdund Konzentratiom, 2) Zeit

6 und Reaktionsgeschwindigkeitund 3) Konzentratiom und Reaktionsgeschwindigkeit

Im Folgenden steht ddéunktionale Zusammenhang 1) im Vordergrubde beiden anderen
funktionalen Zusammenhéange stellen jedoch eine wesentliche Grundlagmddaverden
insbesondere in Verbindung mit experimentellen Messdaten verwendet.

Chemische Reaktion nullter Ordnung

Entsprechend der ersten Komplexitatsstufedvemerst eirstatisches ModeNorgestellt Bei
chemischen Reakti@em entsprichtdas einerReaktion nullter OrdnungDiesezeichnetsich
dadurchaus dass die Reaktionsgeschwindigkeit nicht von der Konzentration des Edukts
abhangt, alsstetskonstant is{Elstner, 2017, S. 292 f.$chematischvird die Reaktiond © 6
betrachtetNach Gleichung3) ergibt sich fiir die Reaktionsgeschwindigkeit X "QIn
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Kombination mit Gleichundg?2) ergibt sichfiir ein Zeitintervall der Lange-0 die folgende
Differenzengleichung

3 308

Allein diese Grundvoraussetzungen konnen je nAcisgangssituationunterschiedliche
Grundvorstellungerund Darstellungswechseg¢rfordern. Wird ein entsprechender Versuch
zunachstim Labor durchgefiuhrt und die Konzentration in regelmalligen Zeitabstanden
gemessen, wird ausgehend vom untersuchten PhanomerTabede erstellt Durch das
Notieren derZeit- und der zugehoérigen Konzentrationswerte der Tabelle wird die
Grundvorstellung Zuordnung adressiert. Durch den paarweisen Vergleich von
aufeinanderfolgenaeZeit- und Konzentrationswenekannerkannt werdeyrdass die Anderung

der Konzentration® in unterschiedlichen Zeitintervalleannéherndgleich grof? ist Die
Analyse der Anderung von Zeit und Konzentration erfordesariation Wird hingegen die
paarweise Anderung global verglichen und eine globale Eigenschaft der Funktion identifiziert
wird die GrundvorstellungbjektangesprocherDie globale Eigenschaft der gleichméRigen
Anderungkann mit einem linearen Funktionstyassoziiertwerden. Dies ermoglich¢inen
Darstellungswchsel von defTabelle zum Term Andererseits werdetesswertehaufig
grafisch in einem Koordinatensystemargestellt sodass ein Wechsel valer Tabelle zum
Grapten erfolgt Das punktweise Einzeichnen erfordelie GrundvorstellungZuordnung
Durch den EinsatgéangigerTabellenkalkulationsprogramme kann das Zeichaaiomatisch
durchgefuihrt werdensodass fur diesen Prozdssine Grundvorstellung bendgtigt wirdie
Grundvorstellungovariationwird im Grapherdurch den visuellen Vergleich zwischen zwei
Punkten angesprochefAuch hier kan durch den Vergleich mehrerer Pun&tee konstante
Anderungder beidenGréRen festgestellt werdem Kombination mit der Grundvorstellung
Objektwird dies wiederals globale Eigenschaft des Graphaentifiziert, sodasserkannt
werden kann, dass die Punkte durch eine Gerade bzw. eine lineare Funktion beschrieben werden
konnen Dies ermdglicht einen Darstellungswechsel véraphzumTerm Wenn man jedoch

mit dem Thema vertraut ist, sollder Begriff Reaktion nullter Ordnungder Formulierungen

wie Adie Reaktionsgeschwindigkeit ist konsfarizw. Adie Reaktionsgeschwindigkeit ist
unabhéngig von der Eduktkonzentrafion b e au einetVerknipfungenmit einer linearen
Funktion fuhren Dasermoglichteinen Darstellungswechselon derverbal beschreibenden
Darstellung zunGraphenoder Term Der Termdes funktionalen Zusammenhangs zwischen
Zeit und Konzentratiowahrend eineReaktion nullter Ordnungautet wie folgt:

® 0 o . (4)

Dabeiist @ die eingesetzte Anfangskonzentration ¥orReaktionen nullter Ordnunigeten

typischerweise auf, wenn ein Enzyam der Reaktion beteiligt isist dieses vollstandig
gesattigt, dh. alle freien Enzyme sind durch das Edukt besetat die

Reaktionsgeschwindigkeit unabhangig von der Eduktkonzentr&iarBeispiel dafir ist der
Abbau von Ethanold. h. Alkohol im menschlichen Koérperder u.a. zu Acetalaldehyd
umgesetzwird (Lauth, 2022, S. 136)
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Chemische Reaktion erster Ordnung

Eine Stufe komplexer sindineare Modelle mit einer Bestandsgrol3elm Bereich der
Reaktionskinetik ist dies eine Reaktion erster Ordnungd © 6. Hier héangt die
Reaktionsgeschwindigkeit gemafl? Gleichur{@) proportional von der momentanen
Eduktkonzentration abi ( X ®). Typische Beispielesind Zerfallsprozesse radioaktiver
Stoffe, die Reaktion von Cyclopropen zu Propen oder die Zersetzung von Distickstoffpentoxid
(Elstner, 2017, S. 290; Hamann et al., 2017, S. 102; Lauth, 2022, S. 196ef.pei der
Reaktion nullter Ordnungkdnnen solche Reaktionen zunachst experimentaiérsucht
werden, indemdie Konzentration® in konstanten Zeitabstindegemessen wirdDie
gemessenen Konzentrationswerte werden zuerst in éliapelle notiert. Durch die
Visualisierung, also den Darstellungswechsel @enTabellezum Graplen erhaltman einen
ersten Eindruck, wie sich diKonzentrationmit zunehmender Zeiéindert. Hier wird die
GrundvorstellungKovariation beim paarweisen Vergleich von Punkten benftigh die
Anderungen von Zeit und Konzentratitokal in einem Zeitintervall zu erfassefnalysiert

man die Anderungn mehrerer aufeinanderfolgender Messpunktellt man festdass keine
gleichmaRige Anderunder beiderGroRen vorliegt. Stattdems kann man eine immgeringer
werdende Abnahme der Konzentration innerhalb konstanter Zeitabdti@obachtenMit
dieser Erkenntnigllein ist jedoch unklar, welcher Funktionstygur Beschreibung dieses
funktionalen Zusammenhangs geeignetuistt wie ein moglicheirerm aussieht Mit einer
ausreichendeworerfahrungmit Modellen, bei denen die Anderungsrate nur vom Bestand
abhangtjst erkenntlich, dassine Exponentialfunktiogeeignetis{ Thi el Schnei der ,
25). Die Eigenschaftdass die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur Konzentration ist,
d. h.die Anderungsrate nur vom Bestand abhdagst sich geman Gleichu(®) und(3) durch

die Differenzengleichung® "0 & t a0 darstellen In den Lehrbiichern wirdblicherweise

mit der entsprechendebifferentialgleichung®d @ gearbeitet.Durch Trennungder
Variablenerhalt mardie integrierte Form

o 11w oo (5)

Durchdas Lésemlieser Gleichungach lasst sich der funktionale Zusammenhang zwischen
Zeit und Konzentration durch ddrerm® 6 & tQ ! beschreibenAbbildung 2.5 zeigt

den entsprechenddébraphendes funktionalen Zusammenhangsisatzlich istder Graphder
Konzentration vord dargestellt. Der Funktionsterm zur Beschreibung der Konzentration von
& ergibt sich automatisch aus déassenerhaltungssatz @ @ (FallertMiiller et al.,

2019, S. 19)da es sich bei der chemischen Reaktion um ein geschlossenes System handelt. Das
bedeutetdass die zu Beginn eingesetzte Anfangskonzentratioarhalten bleiben muss und

nur eineUmsetzung in das Produkt méglich ist.Wie bereits beschrieben, kénnen globale
Eigenschaften, wie B. das Abflachen de<sraphenerkannt werden, die sowohl die
GrundvorstellungObjekt erfordern, da deGraphals Ganzes betrachtet werden muss, aber
zugleichKovariationvoraussetzen, wenn diese Eigenschaft mit einer geringeren Anderungsrate
bzw. Reaktionsgeschwindigkeit zu einem spéateren Zeitpunkt verbunden Miirddem
Graphenasst sich nicht eindeutig feststellen, ob es sich bei einer Reaktion ufRezkBon
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erster Ordnunghandelt. Aus diesem Grund gibt es verschiedene Methoden, wie die Ordnung
der Reaktion ermittelt werden kann. Eine gangige Methode beruht auf der integrierten Form
der Differentialgleichung aus GleichuKg) (Hamann et al., 2017, S. 117.fDer funktionale
Zusammenhang zwischen der Zeiind den logarithmierten Konzentrationswertehd ist

linear.

Abbi | d5u@Grgafi sche Darstellung des f
Konzentration bei einer Reaktion e

CA,

Konzentration ¢

Zeit t

Anmerkung®  Konzentration des Edukés &  Konzentration des Produkis @  Anfangskonzentration
vono.

Zunachst werden die logarithmierten Konzentrationswerte in €atezlleden entsprechenden
Zeitwerten zugeordnet. Durch einen Darstellungswechsel vomaterilezum Graphernwird
ersichtlich, dass die eingezeichneten Punkte ndherungsweise um eine Gerade streuen. Ein
entsprechender Graph ist Abbildung 2.6 dargestellt. D& Anderungsratbzw. die Steigung
desGrapherentsprichtdem Wertder Geschwindigkeitskonstanke

Eine weitere Mdglichkeit zur experimentellen Bestimmung der Reaktionsordnung ergibt sich
aus den Gleichungd®) und(3) (Lechner, 2018, S. 14 ff. Aus Gleichund?3) geht hervor, dass

die Reaktionsgeschwindigkeifproportional von der vorhandenen Konzentration abhangt. Das
bedeutet, dass eine Anderung der Anfangskonzentratiaru einer proportionalen Anderung

der Reaktionsgeschwindigkeit beitragt, wenn es sich um eirfteaktion erster Ordnung
handelt. Fiir diese Erkenntnis ist das Verstandnis der Anderung der GroRen (Anfangs
Konzentration und Reaktionsgeschwindigkeit, also die Grundvorstellkiagariation
erforderlich. Mithilfe von Gleichun¢?) kann die Reaktionsgeschwindigkein einem kleinen

Zeitintervall 30 durch die mittlere Anderungsrate- naherungsweise bestimmt werden. Hier

wird der funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Konzentration aufgegriffen und es
erfordert die Grundvorstellundovariation um die Anderung der GroRen Zeit und
Konzentration zu erfassen. Werden diese beiden Erkenntnisse verknUpft, kann fir verschiedene

Anfangskonzentrationen die mittlere Anderungsratein einem kurzen Zeitintervall nach

Beginn der Reaktion bestimmt werden. AnschlieBend vergleich man die mittlere Anderungsrate
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— bei verschiedenen Anfangskonzentrationen. Bei einer proportionalen Anderung der

Anderungsrate—, handelt es sich um eifeaktion erster Ordnundieses Verfahren ist im

Wesentlichen quantitativ, weshalb es oft mithilfe eiffl@belle durchgefiihrt wird. Eine
Alternative besteht darin, die Anfangskonzentration und den anschlieend gemessenen
Konzentrationswert in einem Koordinatensystem einzuzeichnen und die Sekante durch die
beiden Punkd zu zeichnen. Fuhrt man dieses Verfahren fir verschiedene
Anfangskonzentraticaan durch kdnnen die Steigungen der Sekanten miteinander verglichen
werden. Die Steigung héngt bei einBeaktion erster Ordnungproportional von der
Anfangskonzentration ab. Dieses Verfahren erfordert den Darstellungswechsel Vabelkr

zum Graphen Dariiber hinaus muss die mittlere Anderungsrateals Sekantensteigung

interpretiert werden, was die Grundvorstellldgvariationim Umgang mit der Darstellung
Graphvoraussetzt.

Abbil 26Ergni ttl ung der Reaktionsordnung mithil
A

In(ca,)

In(c)

In(ca(t))

Zeit t
Anmerkung @  Konzentration des Eduki8; & Anfangskonzentration vol; I & logarithmierte
Konzentration.

Chemische Reaktion mit Rickreaktion (reversible Reaktion)

Die nachsteKomplexitatsstufdezieht sich aulineare Modelle mit mehreren GroRReim der
Reaktionskinetik entspricliieschemischen Reaktionenit einer Riickreaktion £ 6. Diese
werden als reversible Reaktionbezeichnet (Schwister & Leven, 2020, S. 114)
Dementsprechend sind das keine Elementarreaktiprggn Hamann et al., 2017, S. 101)
Dennochbleiben die wichtigsten Grundiberlegungen, die insbesondere fRedldion erster
Ordnungrelevant waren, erhalten, sodass &#fieresVerstandnis dieser Elementarreaktion
umso wichtiger istist sowohl die Hirals auch die Rickreakti@rster Ordnungkannmithilfe
von Gleichung (3) eine Reaktionsgeschwindigkefir beide Richtungerdefiniert werden
(Elstner, 2017, S. 305 ff.)

~ . . ~ -

i Qto O1 W Qtw.
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DabeisindQ undQ die Geschwindigkeitskonstanten der Hizw. RiickreaktionWie in den
beidenvorhergehendeRéllen, kann auch hiain Experiment im Labor durchgefihrt werden
Dabei werden die gleichen Grundvorstellungen und Darstellungswechse¢ivder Analyse
einerReaktion erster Ordnunigendtigt.Diese konnen im Detaiin vorhergehendeAbschnitt
nachgelesewerdenlm Vergleich zuReaktiorerster Ordnungwird jedochein Gleichgewicht
der Konzentrationen eingestellt, sodass Kanzentration des Edukt8 nicht gegenden
GrenzwertNull streben muss. Sonkann durckeine globaldPerspektive auf deGrapherder
Grenzwerterkanntwerden,woflr die GrundvorstellungObjekt erforderlich ist.Sobald ein
Grenzwert ungleich Null identifiziert wirdliegt eine (Gleichgewichts) Reaktion mit
Ruckreaktionvor. Auf analytischer Ebene istiederumdie Frage nach der Anderung von Zeit
und Konzentrationentscheidend Die Rickreaktion vord © o impliziert, dass sich die
Konzentration vom nicht nur durch die Hinreaktion verkleinert, sondern gleichzaiiith eine
Zunahme durch die Ruickreaktion moglich i¢Elstner, 2017, S. 306)Da beide
Reaktionsrichtungeerster Ordnungind,istdie jeweilige Ab und Zunahme proportional zum
Bestand der Konzentration vord und 6. Daraus ergeben sich die beiden
Differenzengleichungen:

~ ~ ~

20 Qihizo Qidtzo Nio Qi ta3o
20 Qtoizo Qidizo Qto Qio izo

Um diese Gleichungen aufzustellererdensowohlKovariationals auchObjektbenétigt Die
Grundvorstellunglovariationwird benétigt, wenmlie Anderung der jeweiligen Konzentration
schrittweise inkleineren Zeitintervallenbetrachtetwird. Nutzt mandagegenein bereits
aufgebautes Vorwissen ubdReaktionen erster Ordnungnd Ubertragt die bekannten
Mechanismerauf jeweilseine Richtunglerreversiblen Reaktigrkann die Eigaschaft, dass

die Zu- und Abflisse beider Reaktionsrichtungen proportional zum Bestand der jeweiligen
Konzentration sindgenutzt werderSomit werden Eigenschaften eines bekannten funktionalen
Zusammenhangsler zeitabhangigen Konzentration wahrend eReaktion erster Ordnung

auf einen neuen funktionalen Zusammenhang ubertragen. Das kann als Teil der
Grundvorstellung@bjektaufgefasst werden.

Chemische Reaktion mit Folgereaktion

Chemische Reaktionen mit Folgereaktientsprechen weiterhiinearen Modellen mit
mehreren GréRerHier werden Reaktionen der FoorP 6 © O betrachtetAus demEdukt

0 entstehtein Zwischenprodukb, daszum Endprodukt umgesetzt wirdAuch bei dieser
Erweiterung wird in den Lehrbiichern angenommen, dass sowohl die Reakti@nals auch

die Reaktiond © § erster Ordnungmit den Geschwindigkeitskonstant& bzw. 'Q sind
(Elstner, 2017, S. 311 ff.pie Uberlegungen zur Herleitung der Differenzengleichungen sind
ahnlich wie beim vorherigenfunktionalen Zusammenhandges ist zu beachtendass die
Anderungder Konzentratio® sowohl durch einen Zuflustes Edukt®$ als auchdurcheinen
Abfluss zum Endprodukt 6 beeinflusst wird. Daraus ergeben sich die folgenden
Differenzengleichungen:
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30 Qiwitszo
30 Qinizo Qitoizo Qitd Qto i30
30 Qtotso

Die Grundvorstellund<ovariationwird benétigt, wenrdie Anderungen der Konzentrationen

in einzelnen Zeitintervallen untersucht werden. Die Grundvorstelinjgkt wird bendtigt,

wenn die globalen Eigenschaften der bisherigen funktionalen Zusammenhange, vor allem der
Reaktion erster Ordnungvahrgenommen und auf den neuen funktionalen Zusammenhang
Ubertragen werden.

Bimolekulare Reaktion zweiter Ordnung

Abschlie3endvird einnichtlineares Modelaus dem Bereich der Reaktionskinetik vorgestellt.

Es handelt sich uhimolekulare Reaktioneser Formd 6 © ¢. Das Produké entstehtaus

der Verbindung zweier Edukteund6. Demnach kann das Produkt nur entstehen, wenn beide
Edukte gleichzeitig vorhanden sif@lstner, 2017, S. 296 f.; Hamann et al., 2017, S. 106 ff.)

Mit dieserGrunduiiberlegungignet sich die mathematische Operatien Multiplikation, um

diese Eigenschaft zu Modellieren. Dementsprechend ergibt sich die Reaktionsgeschwindigkeit
analog zu Gleichun(B) durch

R TR

Das bedeutet, dass diederungder beiderEduktkonzentrationen in einem Zeitintervaker
Lange3-odurch

30 ot tzound
30 o fo tao

beschriebenverden Wie in denvorhergehenden funktionalen Zusammenhareyéordertdie

Frage nach der Anderung der Konzentration wahreingsbestimmten Zeitintervallslie
Grundvorstellundlovariation Allerdingsist eine inhaltliché/erkntpfungmit der Eigenschatt
erforderlich dass das Produ&tnur gebildet werden kann, wenn beide Edukte vorhanden sind.
Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Konzentrationed word 0 nur abnehmen kdénnen,

wenn beide noch vorhanden sind und somibh Z2roduktd reagieren konnen. Stellt man die
experimentell ermitteltekonzentrationswerteinerbimolekularen Reaktioim einemGraphen

dar, so erkennt man, dass die Anderung der Konzentration eines Eduktes umso kleiner wird, je
geringer die Konzentration des anderen Eduktes ist.

4 Vereinfachend wird bereits angenommen, dass die Reaktion bezlglich der beiden Edukte Aenstet B
Ordnungist. Demnach kommen keine hoheren Exponenten als eins vor. Diese Vereinfachung findet man
ebenfalls in den zitierten Lehrblchern.
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Zusammenfassung

Die vorangegangenen Beispiele haben gezeigt, dass in der Reaktionskinetik verschiedene
Modelle sukzessive eingefuhrt werden, die Uber diesen Inhaltsbereich hinaus allgemeinen
Charakter haben. Es zeigt sich auch, dass der vermeintlich einfache FaReak&on erster
Ordnungentscheidend fir das Verstandnis anderer Reaktionsmechanismen ist, bei denen die
verschiedenen Teilreaktionen ebenfatisster Ordnungsind. AufRerdem wurden hier die
verschiedenemodelle isoliert betrachtet. Logischerweise tretendier Chemiekomplexere
Kombinationen aufHamann et al., 2017, S. 113 ff§o kénnen Folgereaktionen analysiert
werden, bei denen ein Teilschritt aus einer bimolekularen Reaktion besteht und in einem
weiteren Teilschritt eine Ruckreaktion stattfindBas beschriebene Phanomen weist das
Reaktionsschemad 6 © 6 £ 'O auf. Hier konnen die isolierten Uberlegungen zur
reversiblen bimolekularenoderFolgereaktionmiteinander kombiniert werden, um wiederum

die Konzentrationsédnderung wéahrend eines Zeitintervalls zu erfassen. Solche theoretischen
Modelle sollten jedoch immer mit empirisch gemessenen Daten verglichen werden, um im
Sinne des vorgestellten naturwisséraftich-mathematischen Modellierurmgslus (vgl.
Abbildung 2.3) das zuvor aufgestellte Modell zu validieren oder zu revidi¢kdsister &
Upmeier zu Belzen, 2018)

2.4.2.2 Beispiel Pandemid Modellierung mit dem SIR-Modell

Spéatestenseitder COVID-Pandemie ab 2020 wurde die Modellierung von Pandeimidan
Medienbreit diskutiert(Grote et al., 2021)Unter anderemvurdenverschiedene Malihahmen
zur Kontaktbeschrankung und deren Wirksamkeit zu Beginn der Pandemie diskutiert. Im
AnschlusdauchteriFragen auf, ob nach der ersten Erkrankung eine Immunisierung eintritt und
gar eine Herdenimmunitat nach erfolgter Durchseuchdeg Bevoélkerung ein moglicher
Ausweg aus der Pandemie sein konhti der Einfihrung des ersten Impfstedfvurde dessen
Wirksamkeit und ein damit mdglicherweise einhergehengebundenerAusweg aus der
Pandemie analysiert. All diese inhaltlichen Uberlegungen kénnen in dagerwendeteSIR-
Modell einflieRen(Donsimoni et al., 2020; lanni & Rossi, 2020; Maititoreno et al., 2022)

In derBasisversion des StRlodelle werden Einflisse eines Impfstoffes zur Vereinfachung
nicht beriicksichtigtDas Modell teilt eine konstante Gesamtbevdlkerung in drei Gruppen ein.
Die erste Grupp& (fur susceptible besteht aus Personen, die sich mit dem Virus infizieren
kénnen.Die zweite Gruppeé (fur infected umfasstalle Personendie zu einenbestimmten
Zeitpunkt mit dem Virus infiziert sind, wahrend die letzte Gruppur recovered® alle
Personen umfasst, diereitsgenesersind (Murray, 2002, S. 319 ff.)insgesamtiegendrei
funktionale Zusammenhange zwischen Zeit und der jeweiligen Anzahl an Pensqgeder
Gruppevor. Unter vereinfacendenAnnahmen sind nur Ubergange v8reu | und| zu R
mdglich. Der erste Ubergamngird als Infektion bezeichnet und der zweite Ubergang ist eine
GenesungSchematisckann diesanalogzu chemischen Reaktionats"YO “(® ‘Y dargestellt

5 In manchen Quellen steht d&sfir removed, um zu verdeutlichen, dass neben genesenen Personen auch
verstorbene Personen inkludiert werden. In der einfachsten Form deddsiills ist eine Unterscheidung
zwischen Genesenen und Verstorbenen nicht relevant, da man nach einer erdien infetun bleibt, d. h.
es gibt keinen Ubergang vd® zu S. Aus diesem Grund wird Grupge nur mit den genesenen Personen
verknupft
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werden Zwischen den Ubergangen gibt es eine Infektionskateon S zu 1) und eine
Genesungsrates (von | zu R). Nun kommen weitere naturwissenschaftliche Uberlegungen
hinzu, wie sich eine Person infizieren kawereinfacht gesagimusseine infizierte Person auf
eine nichiinfizierte Person treffen und diese ansteci@oleitinger, 2010, S. 75Wie bei der
bimolekularen Reaktiohangtdie Anderungn denGruppenSund! vom Produkt der beiden
Bestdndeab und entsprichtdamit einem nichtlinearen Modell Aus diesen inhaltlichen
Uberlegungemassen sich die folgenden drei Differenzengleichungen in einem Zeitintervall der
Langes-0aufstellen(lKermack & McKendrick, 1927; Te Vrugt et al., 2020)

Y YAz, (6)
30 TU'™Mi'dso v idso TUMO 0 {0t (7)
3Y 0 tQszo (8)

In diesen Gleichungen wird wieder die Anderung der Anzahl der Personen innedelb
Gruppe wahrend eines Zeitintervalls beschrieben, sodass die Grundvorskahariation
angesprochen wirdAbbildung 2.7 zeigt die drei Graphen welche die zeitabh&ngige
Entwicklung der drei Gruppengrol3en darstellen

Abbi |l &u@mgafi sche Darstellung derw2hBmtewidc keliunne
Pandemi e

Anzahl Personen

Tage

Anmerkung"Y Anzahl der Personen, die sich infizieren kdnnéh; Anzahl der infizierten Personety,
Anzahl der genesenen Personen.

Ist die Grundvorstelluniovariationausgepragt, kann mithilfe d&rapherdie Anderung der
Gruppengrof3en in unterschiedlichen Zeitintervallen identifiziert werden. Es fallt auf, dass alle
drei Graphen zu Beginn nahezu waagrecht verlaufen, sodass die Gruppengréf3en sich kaum
andern. Da zu Beginn nur wenige Personen infiziert @naind samtliche Anderungen durch

den Bestand der Gruppebeeinflusst werden (siehe Gleichung@) bis (8)), bleiben die
GruppengrofRen nahezu konstant. Sobald sich mehr Personen infiziert haben und weiterhin viele
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Personen in Grupgsind, andern sich alle Gruppengréf3en sehr stark (alle Graphen fallen oder
steigen steiler). Hat Grupgehr Maximum (Hochpunkt im Graph vok) erreicht, steigt die
Anzahl an Personen in GrupRam starksten (Graph vétsteigt am steilsten). Darliber hinaus
konnen wichtige Einflussfaktoren auf symbolischer Ebene (Infekti@enesungsrate, Anzahl
Infizierte zu Beginn) verandert und deren Einfluss anhand der sich ande@rdphen
analysiert werden. Beispielsweise fuhrt eine Erhohueg ldfektionsrate dazu, dass der
Hochpunkt dessraphender die Anzahl der infizierten Personéni{eschreibt, friiher erreicht

wird und mehr Personen gleichzeitig infiziert sind. Dadurch ist im Bereich dieses Hochpunkts
auch die absolute Anderung innerhalb der beiden anderen Gruppen dudRediese
Informationenzu erkennensind alle drei Grundvorstellungen notwendig. Zunéchst fiihrt eine
andere Infektionsrate, also der Einfluss eines Parameters, zu\@n@mlerterGraphen Die
Graphenwerden als Ganzesmiteinander verglichen, was die GrundvorstelluGdpjekt
erfordert Dabeikbnnen auch markante Ada wie der HochpunldesGraphenderdie Gruppe

der Infizierten beschreibt, auffalleas Ablesen der Anzahl der Infizierten zu diesem
Zeitpunkt setztdie GrundvorstellungZuordnungvoraus Die Grundvorstellungkovariation

wird benétigt, wenn die groRe Anderung innerhalb der beiden anderen Gruppen um diesen
Zeitpunkt betrachtet wird. Die entsprechenden Graphen verlaufen in diesem Bereich steil nach
oben bzw. unten, was einer starken BEzw. Abnahme entspricht.

2.4.2.3 Zusammenhangebeider Anwendungsbeispiele

In der vorliegendenArbeit ist der ersteAnwendungskontextdie Analyse chemischer
Reaktionen, im Hinblick auf die entwickelte Instruktion von entscheidender Bedeutung.
Insbesondere ddimeare Model| d. h. die Reaktiorerster Ordnungspielt eine zentrale Rolle.

Die komplexeren Reaktionsmechanismen wurden vorgestellt, um zu zeigen, welche weiteren
Inhalte im Ubergeordneten Bereich der Reaktionskirretdvant sindEs wurde verdeutlicht,

dass das grundlegende Wissen UB®aktionen erster Ordnungichtig ist, um diesen
Wirkungsmechanismus auf komplexere Modelle in der Reaktionskinetik Ubertragen zu.kénnen
Der darin verankerte Gedanke, dass die Anderung der Konzentration von der vorhandenen
Konzentration abhéangtist tragend, umFolgereaktionen reversible oder bimolekulare
Reaktionereu modellieren. Die Modellierung einer Pandemie mit dem grundlegenden SIR
Modell stellt dagegeneinen weiteren Anwendungskontexdar, der in Analogie zur
Reaktionskinetik als eine Kombination damolekularen Reaktionnd einerFolgereaktion
angesehen werden karpadurchstellt dasSIR-Modell eine Kombination aus einelmearen
Modell mit mehreren Variableind einemmichtlinearen Modeltlar,die aus Modellperspektive
bereits im Kontextchemische Reaktioeinzeln erfasst werderDennoch gibt es zwei
entscheidende Grinde, warugaradedieses Beispiein der vorliegenden Arbeiorgestellt

wird. Erstens wirddurch das SIRviodell verdeutlicht, dasgie inhaltlichen Uberlegungen im
Anwendungskontext der Reaktionskinetik auf Modellebene in &hnlicher Form auf das SIR
Modell angewendet werden konndss ist daher naheliegend, dass durch die Analyse von
Beispielen aus der Reaktionskinetik Kompetenzen erworben werdeaterdiéugang zu einer
Modellierung mit dem SIRModell erleichtern Dies ist fur die inder vorliegenderArbeit
relevante ZielgruppeErstsemesterstudierenden der Life Scienees grol3erBedeutung, da

nicht alleStudierendemvahrendhrem Sudium mitinhalten der Reaktionskinetkonfrontiert
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werden. Zweitens gibt es in der mathematikdidaktischen Literatur bereits praktische
Empfehlungen fur den Mathematikunterricht in der Oberstufe, wie dasvtrell in der
Schuletiberwiegendmathematisci{Ableitinger, 2010, S. 163 ff.pder auch interdisziplinar
(Ossadnik & Roth, 2023, 2024ingebunden werdekann. IndiesenArbeiten wird darauf
hingewiesen, dass es nicht um das Losen und Manipulieren eines komplexen (Differential
bzw) Differenzengleichungssystem geht. Vielmehr sind die inhaltlichen Uberlegungen, die zu
jedereinzelnen Gleichung fluhremlevant Zunachst muss tberlegt werden, wie es zu einer
Neuinfektion kommt und wie lange einBerson infiziert ist Ausgehend von diesen
Uberlegungen miissen schlieRlich geeignete mathematische Operationen zur symbolischen
Beschreibung gewdhlwerden. Weitere Einflussfaktoren wie Mehrfachinfektionen, d.h.
Ubergange vonR nach S oder der Einfluss politischer MaRnahmen koénnen durch
entsprechende Uberlegungen in die Gleichungen aufgenommen werden. Darauf aufbauend
konnen weitere Analysen entweder mit Hilfe von Tabellenkalkulationsprogrammen
(Ableitinger, 2010, S. 166 ff.pder der Darstellung deSraphen(Ossadnik & Roth, 2023)
durchgefuihrt werdenDabei kdnnen die Einflisse verschiedener Parameter (Infektionsrate,
Genesungsrate Anzahl der Infizierten zu BeginnGesamtppulationsgrof3e) auf die
Darstellungn des funktionalen Zusammenhangad damit auf das Infektionsgeschehen
verglichen werden. Dies kann schlie8lich in anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen
genutzt werden, um geeignete Mal3Bhahmen zur Veranderung der beiden Raten in realen
Szenarien zu definieren.

Zu Beginndes Kapitel2.4.2wurden vier verschiedene Modelltypstatische Modelldineare
Modelle mit einer Variabldineare Modelle mit mehreren Variablendnicht-lineare Modelle
vorgestellt. Alle diese Modelle kommen in den vorgestellten Anwendungskontexten zum
Einsatz. Die komplexerenlinearen Modellemit mehreren Variablen undichtlinearen
Modellewerden in der Reaktionskinetik und bei der Modellierung von Pandemien mit dem
SIR-Modell angewendet. Durch den Vergleich der beiden vorgesté&lharendungskontexte
werdendrei Argumentedeutlich

I.  Weniger komplexdineare Modelleenthalten grundlegende Uberlegungen, die sowohl
fur komplexerdineareals auch funichtlineare Modelldoedeutendind.

II.  Die verschiedenenModelle werden in unterschiedlichennaturwissenschatftlichen
Anwendungeneingesetzt Dies ermdglicht potenziell die Verallgemeinerung von
Kompetenzen im Umgangmit dem jeweiligen Modell, die in einem
Anwendungskontext (Reaktionskinetik) erworbemurden, auf einen anderen
Anwendungskontext (Modellierung von Pandemien), in dem das gleiche Modell
eingesetzwird.

lll.  Es ist moglich, das komplexajchtlineare SIR-Modell didaktisch so zu reduzieren,
dass es im Schulunterriclder gymnasialen Oberstufeingesetzt werden kann.
Dementsprechend sollte eine Redukii@s Anwendungskontexthiemische Reaktion
maoglich sein, um mathematische Inhalte zum Thema Funktionen in der Hochschule zu
vermitteln

2.4.3 Umgangder Lernendenmit funktionalen Zusammenhangen

In diesem Kapitel wirdlargestelltwie Lernendemit funktionalen Zusammenh&ngen umgehen.
Insbesondere wird daraeiingegangenwelche Grundvorstellungen bei den Lernendeniger
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ausgepragt erscheinennd wie die Nutzung unterschiedlicher Darstellungemnd deren
Darstellungswechsel erfolgeim der mathematikdidaktischen Literatur sind typische Fehler im
Umgang mit Funktionen bereits gut dokumentfsithe u. a. Hofmann & Roth, 2021a; Nitsch,
2015) In einemPraxisartikelweisen Hofmann und Roi{2021b)darauf hin, dasesmehrere
Schwierigkeitengibt, wenneine Verknupfungzwischeneinemfunktionalen Zusammenhang
und demathematischeRunktion hergestellt werden soll. So muss die Bedeutung der einzelnen
Punkte interpretiert werdeDaruber hinausendieren Lernende dazeingezeichnetdiskrete
Messpunktemit geraden Linien zu verbinden. Da®llte jedoch im Hinblick auf den
beschriebenen funktionalen Zusammenhang durchdacht und begrindet \endegerade
Verbindung zwischen zwei Messpunkten impliziertegileichméaRige, dh. lineareAnderung

der Grof3en

In der naturwissenschaftlichen oder interdisziplindrBiidungsforschunggibt es einige
Studien, die nahelegen, dass di&erknipfung von mathematischem und
naturwissenschaftlichem Wissen fur Lernendenterschiedlicher Altersstufen eine
Herausforderung darste(lBain et al., 2018, 2019a; Becker et al., 2023; Ivanjek et al., 2016;
Rodriguez et al., 2018)nvanjek et al.(2016) haben in ihrer Studie die Bearbeitung von
inhaltlich aquivalenten Aufgaben unterschiedlichen Kontextererglichen d.h. Aufgaben,

die die gleichen Lo6sungsschritte erfordern und einmal rein mathematisch und einmal
naturwissenschaftlich gerahmt waren. Dabei bearbeitete ein Teil der Lernenden die Aufgaben
in einem rein innermathematischen Aufgabenkontext, wahrend die andereentden
inhaltlich aquivalente Aufgaben in einem physikalischen Kontext bearbei2#éei wurde
festgestellt, dass die Lernenden je nach Aufgabenkontext unterschiedliche Losungsstrategien
anwenden. Es fsdavon auszugehen, dass Lernende je nach Kontext dazu neigen,
Losungsstrategien zu verwenden, die sie im Mathemadidér Physikunterricht gelernt haben.
Eine Verkniipfung oder Ubertragung der im Mathematikunterricht erlernten Strategien auf den
naturwissaschaftlichen Kontext ist haufig nicht erkenndaiese Ergebnisse haben Becker et

al. (2023)dazu veranlasst, in einem vergleichbaren Studiendesign die Blickbewegungen der
Lernenden mittels EyeTracking auszuwerten. Dabestellten sie fest dass je nach
Aufgabenkontextnterschiedliche BereiclteesGrapherintensiverbetrachtetverden Bei rein
mathematischeufgabenkontexterwird die Kurve des Graphenbetrachtet Bei inhaltlich
gleichen Aufgaberim naturwissenschaftlichen Kontemterden hingegerie Achsen und
Beschriftungerdeutlich haufigemanvisiert Bei Lernenden, die sowohl das mathemagsah

auch dasaturwissenschaftliche Itemichtig gelost habenwar diese Tendenz noch starker
ausgepragtDies deutet darauf hin, dass Lernemdenaturwissenschaftlichen Kontext anders

mit Funktionen umgehen alsn mathematischen Kontext. Dies bedeutet aber auch, dass
produktive Ldsungsstrategien, die in der Mathematik erlernt wurden, nicht auf ein
naturwissenschaftliches Problem tbertragen werden kénnen.

Diese Problematik wurde auch im Bereich der Reaktionskinetik unter§iimreinstimmend

mit den anderen Ergebnissen wurde auch hier festgestellt, dass die Studierenden haufig nicht
in der Lage sind, ihr mathematisches Wissen in der Chemie anzuwenden. Stasiclesisem

die Studierendenihr mathematisches und naturwissenschaftliches Wissen nur isoliert
voneinanderabrufen zu kénnen (Rodriguez et al., 2018)Wenn Verbindungen zwischen
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mathematischem und naturwissenschaftlichem Wikeegestellt werden, istingegen primar

die Richtung von Mathematik zu Chenue beobachtenOft wird einer mathematischen
Darstellung oder einem Ausdruck eine situative Bedeutung zugesch(izduaret al., 2018)
Studierende, die haufiger Verbindungen zwischen Mathematik und Chemie herstellen konnten,
gaben qualitativ bessere Antworten auf digfgabenstellungemnd wiesen insgesamt eine
hohere naturwissenschatftliche Problemlésekompetenz auf. Letztere wurde durch die Angabe
und Bewertung verschiedener Losungsstrategien ermittelt.

Obwohl die Reaktionskinetik von quantitativen Verfahren und Daten gepréadteisten
Rodriguez et al(2019) die hohe Relevanzon Graphenals Darstellung, da diededufig
verwendetwerdenund viele Informationen auf einen Blick zuganglioctachen Es wurde
bereits festgestellt, dass Studieremdéeistungstests Items mit den Darstellungemm und
Tabellezuverlassiger richtig I6seimd einigeStudierendesogar negativ gegenubléemsmit
Graphenreingestellt wareriBain & Towns, 2016)Eine durchgefuhrte qualitative Evaluation
mit Studierenden deChemieergab, dass die meisten von ihnen in der Lage waresinem
Grapherden qualitativen Trender Anderungu erkennen und die Steigung eines Bereichs mit
der Reaktionsgeschwindigkeit in Verbindung zu bringen. Allerdings haben nur wenige
Studierende explizit erwahnt, dass damit die Anderung der beteiligten GroRen Zeit und
Konzentration beschrieben wird. Demgmechend wirdlie Grundvorstellunglovariationim
Grapherpberflachlichwahrgenommen. Ob eine tiefergehende Ubersetzung3rapherzum
eigentlicherfunktionalen Zusammenharsgattfindet, bleibt hingegen offdRodriguez, Bain,

et al., 2019)Sobald weitere nicht zeitabhangfgektionale Zusammenhénges dem Bereich

der Reaktionskinetik betrachtet werden, kommen weitere Hirden ({Rozniguez, Hux, et al.,
2019) So waren die Studierenden Utberwiegend in der Lage, die BedeeinaejnerPunkte

im Grapherrichtig zu interpretiererrelevante Parameter aus d&raphenabzulesen sowie
deren physikalische Bedeutung zu interpretieren. Die Grundvorst&iworgnungscheint also

bei vielen Studierenden abrufbar zu séiurde hingegen die Veranderung der beteiligten
GroRRen beschrieben, neigten einige Studierende dazu, imatiézeitabhéngigefunktionalen
Zusammenhang wieder einen zeitlichen Zusammenhang hineinpodtiieren, der jedoch
durch denGraphennicht beschrieben wurdedDemnach verbinden die Studierenden mit
Graphenintuitiv eine Zeitabhangigkeit der Gré3en und sind sich bei andergtionalen
Zusammenhangedes gleichen Inhaltsbereichs nicht immer der beteiligten Grél3en bewusst.
Obwohl die Parameter aus de@raphenkorrekt abgelesen werden konnten und eine
Interpretation den meisten Studierenden gelang, zeigen andere Studien, dass der Umgang mit
symbolischen Ausdriicken, also Termen oder den darin enthaltenen Parametern, nicht immer
einfach sein musgBain et al.,, 2019b; Bain & Towns, 2016; N. Becker & Towns, 2012;
Rodriguez et al., 2020Wé&hrend rezeptartige Algorithmen der Regebeherrscht werden
(Becker & Towns, 2012; Rodriguez et al., 20260ellt die inhaltliche Interpretationder
einzelnen Parameteme Herausforderung d@ain et al., 2019b; Bain & Towns, 2016; Becker

& Towns, 2012) Beispielsweise konnen Lernende die Reaktionsgeschwindigkaitht
interpretieren und sind sialft nicht bewusst, dass die Anderuther beiden GroRen Zeit und
Konzentrationn einem kurzen Zeitintervall entscheidastlum die Reaktionsgeschwindigkeit
mithilfe gemessener Daten zu berechnen (vgl. Gleicl@gDies zeigt sich unter anderem in
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der Vorstellungeiniger Studierendedass die Reaktionsgeschwindigkeit die Zeit angibt, in der

ein Edukt vollstandig abgebaut wirBain & Towns, 2016) Dariiber hinaus wird die
Reaktionsgeschwindigkeit haufig mit der Geschwindigkeitskonstarf@erwechselt. Allein

der Begriff Konstante 16st verschiedene, meist falsche Vorstellungen aus. Oft ist nicht klar, was
konstant ist, sodass angenommen wird, dass entweder die Reaktionsgeschwindigkeit oder sogar
die zeitabhangige Konzentration konstsh{Bain et al., 2019b)

Neben den hier vorgestellten empirisciBefunden die sich spezifisch auf den Inhaltsbereich
der Reaktionskinetik beziehgimdet man weitere Studien aus der Phy&iknmerman et al.,
2019) oder der Biologie (Scott et al., 2023; Shiroda et al., 2028)e den Umgang mit der
Anderung der beteiligten GroRemit Covariational Reasoningnalysieren. Dabei werden
vergleichbare Hirden identifiziert und teilweise auch das Potential Gowvariational
Reasoning zur Forderung eines verstandigen Umgangst Funktionen in den
NaturwissenschaftemervorgehobefPanorkou & Germia, 2021; Zimmerman et al., 2019)

2.5 Anwendungsorientiertes Lehren und Lernenin Mathematik auf Tertiarstufe

Die in der Einleitung genanntenZiele der mathematischerBildung in natur und
ingenieurwissenschaftlichetudiengangen zielen darauf athie Studierenden mit den
mathematischen Kompetenzen auszustatten, die fur das uaduingenieurwissenschaftliche
Studium und die spatere berufliche Laufbahn erforderlich @\ukers, 2010) In Kapitel 2.1

wurde anhand des naturwissenschafthwthematischen Modellierungszyklugvgl.
Abbildung 2.3) verdeutlicht dass mathematische Konzepte, wie Funktioneime
entschaelende Rolle bei der Modellierung naturwissenschaftlicher Phanomene spielen
(Imboden & Pfenninger, 2013; Meister & Upmeier zu Belzen, 2018; Murray, 220®)i
naturwissenschaftliche Anwendungen aus dem Bereich der Life Sciences wurden in Kapitel
2.4.2vorgestelltinsbesondere die Grundvorstellundg@variationundObjekterscheinen sehr
hilfreich, wenn1) die modellierten funktionalen ZusammenhéangeTlheorieVorlesungen
nachvollzogen werden sollen und 2) die ModelleExperimentenim Labor eigenstandig
identifiziert werden sollen. In Kapitel 2.4.3 wurde jedoch deutlichdass viele Lernende
Schwierigkeiten  haben, ihr mathematisches  Wissen Uber Funktionen in
naturwissenschaftlichen Anwendungssituationen einzusetZeariiber hinaus wurde
festgestellt,dass die Grundvorstellunigovariation bei einigen Studierendeneniger stark
ausgepragt isus dieser Perspektive erscheint eine starkere Vernetzung von mathematischen
Inhalten und naturwissenschaftlichen Anwendungen sinnvoll, um den Studierenden den
Transfer zwischen Mathematik und Naturwissenschaften besser zu erméglichen.

Baldinger et al(2020) sprechen in ihrenkiteratureview tUber interdisziplindre Projeki@
Mathematik und einer anderen Naturwissenschatft stillen M. Der Ausdruckstilles M soll
verdeutlichen, dass die meisten diesenterdisziplindren Projekte in den
naturwissenschaftlichen Fachern stattfindem denen mathematisches Wissen eine
unterstitzende und damit untergeordnete Rolle spielt. Projekte, in denen das mathematische
Wissen im Mittelpunkt steht und gleichzeitig der Bezug zu anderen naturwissenschaftlichen
Inhalten hergestellt wird, sind selten.
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In derdeutschsprachigedochschuldidaktikgibt esmit der Dissertation von Wol{2017)ein

Projekt, das den Einfluss der Anwendungsorientierung in einer einfihrenden
Mathematikvorlesung untersucht. In dieser Vorlesung gab es wochentlich ein Ubungsblatt, das
fur die Zulassung zur Abschlussklausur zwingend abgegeben werden musste. Jedes dieser
Ubungsblatter enthielt eine Aufgabe mit Anwendungsbezug zu einer anderen
ingenieurwissenschaftlichddisziplin. In diesem Projekt lag der Schwerpunkt jedoch auf der
Analyse verschiedener affektiver Merkmale. Es wurden zwar Effekte auf die Prifunggleistun
untersucht, jedoch konnten keine signifikanten Unterschiede zwischen einer Gruppe, die
Ubungsblatter mit den Anwendungsaufgaben erhalten hat, und einer Gruppe, die Ubungsblatter
ohne diese Anwendungsaufgaben erhalten hat, festgestellt W&¥d&én2017, S. 455 f.)Bei

den affektiven Merkmalewurdeeineleicht positive Tendenz hinsichtlich der Entwicklung von
Motivation Uber das Semester hinwesgtgestellt((Wolf, 2017, S. 470 f,)wohingegen die
Einschatzung der Relevanz von Mathematik fur das eigene Studium auf ahnlichem Niveau
blieb (Wolf, 2017, S. 466 ff.)

An einer weiteren deutschen Fachhochschulewurde die Integration von
anwendungsorientierteBeispielen in Vorlesungen hinsichtlich affektiver Merkmale evaluiert
(Hilger & Schmitz, 2024) Dazu wurden die Studierenden zu jedem Beispiel hinsichtlich der
Motivation und der Anwendbarkeit des zugrundeliegenden mathematischen Wissens befragt.
Auf Basis der Selbsteinschatzung zeigten sich positive Effekte dahingehend, dass die
Studierenden zumdest die Inhalte als relevant einstuften und den Eindruck hatten, das
mathematische Wissen erfolgreich in ihre Anwendungen transferieren zu kénnen.

Im  Projekt MathePraxis (Rooch et al, 2014) wurden abgeschlossene
ingenieurwissenschaftliche Forschungsprojekte didaktisch reduziert, um sie im eine
projektbasierten MathematikSeminar einzusetzen. In diese Seminar konnten sich
Studierende des zweiten Semesters in Gruppen von 5 Personen mit einem dieser
Forschungsprojekte auseinandersetzen. Dabei sollten sie eigenstéandig den Forschungsprozess
rekonstruieren und lernen, wie die bisher erlernten mathematischen Ilmhaltaktischen
Modellierungsaktivitdten angewendet werden. Verschiedene affekiiekmale wurden
untersucht und mit einer Kontrollgruppe verglichen, die nur am regularen Vorlesungsbetrieb
teilnahm. Studierende, die am ProjdkathePraxisteiigenommen haben, schatzten am Ende

des Semesters die Nitzlichkeit verschiedener mathematischer Konzepte und den
Anwendungsbezug/on Mathematik hoher ein. Auerdem sehen diese Studierenden die
Mathematik am Ende des Semesters eher als Losungsprozess. Die Einstellung, dass
Mathematik alsreiner Werkzeugkasterdient bleibt Gber das Semestéwonstant. h der
Kontrollgruppe nimmt diese Sichtweise zum Ende des Semesters zu, wahrend die Nutzlichkeit
und der Anwendungsbezug der mathematischen Inhalte nur geringfigig héher oder sogar
niedriger eingeschatzt werden. Insgesamt konnte durch das Rmejdkutlichtwerden, dass

die Mathematik einen hohen Nutzen fur das Ingenieurstudium hat und die vermittelten
Konzepte einen hohen Anwendungsbezug aufweisen.

Insgesamt gibt es auf Tertidrstufein paar Projekte, die den Einfluss von
anwendungsorientierten Aufgabeder Vorlesungsbeispielen auf affektive Merkmale wie die
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Nutzlichkeit der Mathematik fir das eigene Studiurantersuchen. Wie sicheine
anwendungsorientierte Instruktion innerhalb eidathematikorlesungauf das konzeptuelle
Wissen der Studierendeniswirk, wurde bisher nichiintersucht

2.6 Forderung des Funktionenverstandnisses mit digitalen Materialien

Zahlreiche Studien belegen, dass sich der Einsatz eigitedrkzeugebzw. Lernumgebungen
positiv auf a&an Erwerbeines konzeptuelleRunktionenverstandnissesiswirkt(u. a. Digel et

al., 2023; Gobel, 2021; Gunster & Weigand, 2022; Lichti, 2019; Roth, 288@)dings wird

auch betont, dass der Einsatz eines digitalen Werkzeugs nur dann einen positiven Effekt hat,
wenn er lernzielférderlich und gut vorbereitet erfdigarzel & Klinger, 2022; Roth, 2022)

Aus diesem Grund werden zunachst allgemeine Gestaltungskriterien multimedialen Lernens
vorgestellt(Mayer, 2001) Darauf aufbauend werden die Begriffe digitales Werkzeug und
digitale Lernumgebung eingefuihrtim abschlieRendenTeilkapitel werden praktische
Implikationen fur die Gestaltung einer digitalen Lernumgebung abgeleitet, sodastiel dree
Grundvorstellungn gezielt adressiert und den Umgang mit verschiedenen Darstellungen und
derenVerknupfungfordert

2.6.1 Lernen mit multimedialen Materialien

Richard E. Mayer(2001) hat in seinem Buch Uber multimediales Lernen zum einen eine
Theorie aufgestellt, wie Lernen mit verschiedenen Medien beschrieben werderZkann
anderen hat er mehrere Kriterien abgeleitet und empirisch Ubenrpeliéhe dieser Kriterien
einen positiven Einfluss auf das Lernen hahbienerhalb desnultimedialen Lerners werden

alle MedienbertcksichtigtdieaufWort und Bildzurtckgreifen Dies kénnen sowohl statische
Formen in Textblchern als auch dynamische Animationen in Computerspielen oder
Simulationen seiffMayer, 2021) Damit wurde bewusst eine weite Definition gewahlt, um
mdglichst unterschiedliche Medien berucksichtigenDarlber hinaus beschrankt sich diese
Theorie auf die beiden wichtigsten Kanéle der Informationsaufnahme, das Sehen und das
Horen. Dies fuhrt direkt zur ersten Annahme der Theorie, dass Informationen uber
verschiedene, in diesem Fall zwei, Kandle aufgenem und verarbeitet werden kdnnen
(Mayer, 2001, S. 46 ff.Diese Informationen werden auf beiden Kanalen getrennt voneinander
aufgenommen. Allerdings kdnnen visuelle und auditive Signale auch miteinander verknipft
werden, sodass eine Integration beider Kanéle stattfindet. Die zweite Annahme bezieht sich auf
die begrenzte Aufnahmefahigkeit des Menschdmayer, 2001, S. 48 ff.)Im so genannten
Arbeitsgedachtni&dnnennur wenige neue Informationen gleichzeitig verarbeitet werden. In
der Cognitive Load TheorySweller, 2010)wird zudem davon ausgegangen, dass es eine
intrinsische und eineextrinsische kognitive Belastung gibt. Die intrinsische kognitive
Belastung hangt mit dem zu lernenden Inhalt zusammen, wahrepdtdiesischekognitive
Belastung nicht direkt mit dem Inhalt zusammenhaBgispielsweise kdnnen neben einer
Aufgabenstellung irrelevante Bildeder weitere nicht notwendige Informationgrésentiert
werden, die die Aufmerksamkaibn dereigentlich@ Aufgabeablenken Um die begrenzte
Kapazitat desArbeitsgedachtnissasur mit relevanten Informationen zu belasten, sollte die
extrinsischekognitive Belastung bei der Gestaltung multimedialer Lernsettings minimiert
werden. Dies kann u.a. durch die Bericksichtigung der Prinzilgemmultimedialen Lernens
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erreicht werder(Mayer & Moreno, 2003)Als drittes wird angenommen, dass Lernen eine
2001, S. 50 ff.) Dazu werden neue

aktive Wissenskonstruktione

rfordert (Mayer,

Informationen aufgenommen, zu einem mentalen Modell verarbeitet und so mit bereits
bestehendem Vorwissen verknUpft. Durch den letzten Prozess wird eine Speicherung im

Langzeitgedachtniermdaglicht.

S. 53 ff.)mehrereSchrittedesaktiven Wissenserwesldentifiziert. Demnachmussen relevante
Bilder und Worterzunachstausgewahltund anschlieBendzu einem koharenten mentalen

In seiner Theorie des multimedialen Lernens hat Maged,

Modell verarbeitet werden, ehe diese miteinander in Beziehung gesetignkonnen Damit
diese Prozesse gelingen, wurden Kriterien definiert, wie multimediale Medien gestaltet sein
sollten. Alle diese Kriterien wurden empirisch Gberprift und es konnte jeweils ein positiver

Effekt auf das Lernen mit multimedial&tediennachgewiesen werdemabelle2.2 fasst die

sieben multimedialen Gestaltungsprinzipien kurz zusammen. Uber allem steht das erste Prinzip,

das Multimedia Prinzip Darstellungendie mehrere Kanale ansprechemd effektiver als
Darstellungendie nur einen Aufnahmekanal ansprech@os den weiteren Prinzipien wird
jedoch deutlich, dass bei der Integration mehneredialer Aufnahmekanébkarauf zu achten

ist, dass diese gut miteinandernetztwerden. Gelingt dies nicht, kann stattdessen die externe

kognitive Belastung steigen, was den positiven Lerneffekt verri(idester & Moreno, 2003)

Tabel2Mel t i medi

ale Gestal tuh@GP)inzipien

Prinzip

Beschreibung

Multimedia Prinzip

Prinzip der rdumlichen
Kontiguitat

Prinzip der zeitlichen
Kontiguitat

Koharenzprinzip

Modalitatsprinzip

Redundanzprinzip

Prinzip der individuellen
Unterschiede

Personen lernen mehr durch die Darstellung von Bildern
Worten als nur durch Worte.

Personen lernen mehr, wenn zusammengehdrende Bilde
Worter in rdumlicher Nahe prasentieverdenanstatt weit
voneinander entfernt.

Personen lernen mehr, wenn zusammengehdrende Bilde
Worte gleichzeitig prasentiert  werden ans
aufeinanderfolgend.

Personen lernen mehr, wenn zusatzliche externe Materi
wie Bilder, Texte oder Audio nicht prasentiert werden.

Personen lernen mehr durch die Préasentation von Bilderi
gesprochenem Text als durch Bilder und geschriebe
Text.

Personen lernen mehr durch Bild und gesprochenen Te
durch Bild, gesprochenen und geschriebenen Text.

Die Effekte der Designprinzipien sind bei Lernenden
geringerem Vorwissen starker als bei Lernenden mit ho
Vorwissen.

nach

Schnotz und Banne(R003)weisen u.a. darauf hin, dass der Einsatz von Bild und Text nicht
immer zu einem hoheren Lernerfolg fuhrt, sodass auch die anBerezipienvon Mayer

(20021)fur den Erfolg dedultimedia Prinzipsentscheidend sind. In einem Uberblick Giber das

integrierte Modell des Textind Bildverstehens fiihrt Schnotz (2021) aus, dass jede zusatzliche
Darstellungeines Inhalts mit kognitiven Kosten, also einer kognitiven Belastung, einhergeht.
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Dementsprechend sollte der Einsatz einer zusatzlitlaestellunggut Gberlegt sein und jede
zusatzliche Darstellung sollte mit bestehende®arstellungenverknipft werden, um die
kognitive Belastung gering zu haltddiese kognitive Belastung kannai.durch die Beachtung

der Prinzipien der raumlichen und zeitlichen Kontiguitét verringert werden. Dies erfordert, dass
zusammengehodrende Bilder und Texte nah zueinander und gleichzeitig prasentiert werden
sollen.Neben diesen sieben Prinzipien zur GestaltungiimedialerMaterialienhaben sich
weitere Prinzipien entwickelt, die die kognitive Belastung reduzieren bzw. die Aufmerksamkeit
gezielt auf relevante Inhalte lenken. Dazu gehdort das Prinzip der Signaligiengh&ignaling
Principle) (Fiorella & Mayer, 2021; Van Gog, 2021purch gezielte verbale oder visuelle
Unterstutzung soll die Aufmerksamkeit der Lernendgzielt auf relevante Inhalte de
Materialien gelenkt werden. Visuelle Signale kénnen durch das Einfarben, Zoomen und
Verknipfen von Elementen ausgeldst wer@éan Gog, 2021)Durch Farlgodierung (engl.

color coding, d.h. gleiche Farbgebung fir zusammengehoérenden Text und Bild, konnten
ebenfallspositive Effekte auf das Lernen identifiziert werd@alyuga et al., 1999)Ein
weiteres Prinzip beschreibt die Segmentierung von Inh@\leryer & Fiorella, 2021)Dabel

werden Inhalte in kleinere Abschnitte unterteilt, sodass nicht zu viele Informationen
gleichzeitig verarbeitet werden missen, was zu einer kognitiven Uberlastung fiihren kann.
Insbesondere die Verarbeitung mehrerer Repréasentationen kann eine Heeaustpr
darstellen (Ainsworth, 1999, 2021; Schnotz, 2021), sodass diese eher sukzessive als gleichzeitig
eingefuhrt werden sollten.

2.6.2 Digitale Werkzeuge und digitale Lernumgebungen in der Mathematik

Digitale Werkzeuge zur Gestaltung digitaler Lernumgebungen bieten vielfaltige Mdglichkeiten
fur das Lehren und Lernen mathematischer Inhalte. Unter einem digitalen Werkzeug werden
im deutschsprachigen Raum Technologien zusammengefasst, die in verschiedenen
mathematischen Bereichen eingesetzt werden kénnen und einen Nutzen fir die Lésung von
Problemenaufweisen Sie sind also im Gegensatz zu einer digitalen Lernumgebung nicht
fachspezifisch. Zu den digitalen Werkzeugen zahlen unter anderem Taschenreahpete€o
AlgebraSysteme oder Tabellenkalkulationsprogram(Barzel & Klinger, 2022) Digitale
Werkzeuge bieten viele Chancen, die das Mathematiklernen verbessern kénnen. Allerdings
steht jeder potenziellen Chance auch ein Risiko gegenilber, das es zu berlcksichtigen gilt.
Durch die Berlcksichtigung der Gestaltungskriterien auswaehergehenden Kapitkbnnen

diese Risiken teilweisgerringertwerden. Mit Hilfe digitaler Werkzeuge kdénnen mehrere
Darstellungen nebeneinander prasentiertmitdinandeiin Beziehung gesetzt werdéBarzel

& Klinger, 2022) Dies kann den Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungen férdern.
Allerdings muss darauf geachtet werden, dass die kognitive Belastung nicht zu hoch wird und
nicht zu viele Darstellungen gleichzeitig eingefuhrt werddmsworth, 1999; Schnotz &
Bannert, 2003)Dartber hinaus kdnnen Modellierungsaktivitaten durchgefihrt werdenBda z.
reale Daten leicht integriert werden koénnen und Modelle mit digitalen Werkzeugen
konzeptualisiert werden kdnnen. Dabei kdnnen auch prozedurale Tatigkeiten vereinfacht oder
ganz ausgelagert werden. Dies ermdglicht eine intensivere Auseinandersetzudgnmit
konzeptionellen Inhalten eines Themas. Die Einbeziehung realer Modellierungsaktivitaten
erhoht jedoch auch die Komplexitat, sodass die Lernenden neben den eigentlichen
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mathematischen Inhalten mit weiteren Hurden konfrontiert werden. Die Reduktion der
prozeduralen Tatigkeit geht einerseits mit der Gefahr einher, dass manuelle Rechenfertigkeiten
zu sehr vernachlassigt werdgi@chwenkSchellschmidt, 2013) Andererseits kann ein
unreflektierter Umgang mit digitalen Werkzeugen dazu fuhren, dass konzeptuelles inhaltliches
Wissen nicht gefordert wirdrijvers et al.(2016) halten dem entgegen, dass die genannten
Potenziale nur durch entsprechende Aufgabenstellungen und die Gestaltung des
Unterrichteinsatzeserreicht werden konnen. Demnach ist der blo3e Einsatz digitaler
Werkzeuge kein Garant fur einen erhéhten Wissenserwerb. Es muss ein reflektierter Umgang
mit der eingesetzten Technologie stattfinden, damit die Lernenden davon profitieren kénnen.
Grundsatzth konnen digitale Werkzeuge sowohl zum Lernen als auch zum Anwenden von
Mathematik eingesetzt werdéDrijvers, 2019) Barzel und Klingef2022)stehen der Haltung
kritisch gegenuber, dass sie nur zum Anwenden von Mathematik genutzt werden kénnen und
auch nur dann, wenn die zugrunde liegende Mathematik bereits gelernt wurde. Aus ihrer Sicht
wird dadurch das Potenzial digitaler Werkzeuffér das verstehensorientierte Lernen
mathematischer Inhafi€Barzel & Klinger, 2022, S. 98)icht ausgeschopft.

Im Gegensatz zu digitalen Werkzeugen sind digitale Lernumgebungen themenspezifisch. In
digitalen Lernumgebungen wird jedoch mit digitalen Werkzeugen gearbeitet, sodass eine
Unterscheidung nicht immer einfach ist. N&bth (2022, S. 112handelt es sich bereits dann

um eine digitale Lernumgebung,we nn eine Lernumgebung durch
nutzbare computdrasierte Elemente (B. Applets)digital angereichertv u r dDamit ist ein

breites Spektrum digitaler Lernumgebungen mdéglich. So kénnen sowohl vollstandig digitale
Umgebungen mit adaptiven Systemen als auch analoge Aufgaben, die mit einem digitalen
Werkzeug bearbeitet werden sollen, als digitale Lernumgebungercheziewerden. Die
Definition des Begriffs Lernumgebung omigert sich an Eigenschaften, die ein
Lernarrangement erfiillen sollte, um dem Begriff Lernumgebung gerecht zu werden. Dazu
gehdren das selbststandige Arbeiten, die Anregung zu Prozessen der aktiven
Wissenskonstruktion, der Einsatz geeigneter Medien underMben, Aktivitdten zur
Kommunikation und Reflexion sowie die Rahmung durch ein strukturierendes Setting, sodass
die Lernenden auf die Arbeit vorbereitet und zur systematischen Zusammenfassung ihrer
Erkenntnisse wieder abgeholt werden. Dariber hinaud &iive Lernumgebung durch ein
Netzwerk von Aufgaben gebildet, die sich einem bestimmten Inhalt widmen, eine Offenheit fur
Differenzierung ermdglichen und die Dokumentation von Arbeitsschritten und Ergebnissen
erfordern(Roth, 2022) Aus diesen Kriterien wird ersichtlich, dass die Bedingungen einer
Lernumgebung weitaus starker sind als die zuséatzlichen Bedingungen der digitalen
Anreicherung zu einer digitalen Lernumgebung. Dennoch sollte entsprechend dem vorherigen
Abschnitt darauf geachtet werden, dass eine digitale Anreicherung sinnvoll und
lernzielorientiert mdglich ist. Grundséatzlich sollte bei der Gestaltung einer digitalen
Lernumgebung nie die Technik im Mittelpunkt steh€relmehr ist dieAusrichtung auf die
Lernenderentschalend(Roth, 2022)sodass die Lernumgebung und die Einbindung digitaler
Werkzeugammer auf das Lernziel und die Voraussetzungen der Lernenden abgestimmt sein
sollten. Um die Nutzung der digitalen Werkzeuge gezielt einzuschrdnken und damit auch die
externekognitive Belastungzu reduzieren, bietet sich die Erstellung von Applets an. Mit Hilfe
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des dynamischerMathematikSystems(DMS) GeoGebrahttps//www.geogebra.org/kann
beispielsweise gesteuert werden, welche Elemente angezeigt werden und es kdnnen
vorgefertigte Darstellungen erstellt werden, mit denen die Lernenden arbeiten. Aus diesen
Grunden halt Rot(2008)die Arbeit mit Applets in digitalen Lernumgebungen fur zielfihrend.
Dadurch werden die notwendigen Kompetenzen fur die Arbeit mit dem digitalen Werkzeug
reduziert und der mathematische Inhalt rickt in den Mittelpunkt. Innerhalb digitaler
Lernumgebungen gikes verschiedene Mdglichkeiten, multimediale Gestaltungsprinzipien zu
realisieren. Durch sogenanstdynalinking kdnnen verschiedene Darstellungen miteinander
verknuUpft werden. Ein&/eranderungnnerhalb einer Darstellung fuhrt unmittelbzau den
entspechenderVeranderungemm allenmit ihr verkntpften DarstellungefAinsworth, 1999;

Roth, 2022) Daruber hinaus nennt Roff2005, S. 122)Merkmale, die das Prinzip der
Signalisierung umsetzerkokussierungshilfenDazu z&ahlen diesinheitliche Vergabe von
Farben zu inhaltlich zusammengehdrenden ElememtienWahl der Linienstarke oder die
Verwendung von Hilfslinien. Weitere Prinzipien nach May2001) wurden bereits bei der
technischen Gestaltung von GeoGebra bertcksic{tighenwarter & Preiner, 2008pas
Multimedia Prinzipwird durch die Mdglichkeit der Beschriftung von Objekten umgesetzt.
Aufgrund der raumlichen Nahe befinden sich diese Beschriftungen direkt neben dem jeweiligen
Objekt. Auf zusatzliche externe Bilder wird verzichtet, sodass das Kohéarenzprinzip eingehalten
wird. Eine einheitliche Farbgebung zusammenhangender Elemente wiadri&eschriftung
automatisch bericksichtigt. Wird ein weiteres zusammenhangendes Objekt erzeugt, kann die
Farbgebung uber die Einstellungen angepasst werdenwiederum die Umsetzung von
Fokussierungshilfen ermdglicht. Eine Segmentierung der Inhalte innerhalb eines Applets kann
unter anderem durch die Verwendung von Schaltflachen oder Schiebereglern erreicht werden
(Engelhardt et al., 2023)

2.6.3 Digitale Lernumgebungen und Funktionen

Aus den vorangegangenen Teilkapiteln geht hervor, dass mit Hilfe digitaler Medien mehrere
Reprasentationen gleichzeitig dargestellt und unter Berucksichtigung der genannten
Gestaltungskriterien miteinander verknupft werden kénnen. Da Funktionen nur tdrereex
Darstellungererfasst werden konndDuval, 2006)und der Wechsel zwischen verschiedenen
Darstellungen als zentrales Merkmal eines ausgepragten konzeptuellen
Funktiorerverstandnisses giltvgl. Kapitel 2.3), bietet die Vernetzung verschiedener
Darstellungendurch digitale Werkzeuge insbesondere fiur das Lehren und Lernen des
Funktionsbegriffs einen groRen Vorteil. Um die Risiken einer kognitiven Uberforderung bei
der Verarbeitung multipler Reprasentationen zu reduziéfémsworth, 1999; Schnotz &
Bannert, 2003)wurde bereits inKapitel 2.6.1 auf Fokussierungshilferund dynalinking
eingegangen(Roth, 2008, 2022) Bevor die Mdglichkeiten digitaler Werkzeuge und
Lernumgebungen im Hinblick auf den Funktionsbegriff dargestellt werden, soll zun&chst darauf
eingegangen werden, welche Darstellungen fir den Erwerb eines konzeptuellen
Funktiorenverstandnisses besonders geeignet sind.

Rolfes(2018)hat im Rahmen seiner Dissertation untersucht, welche Darstellung einer Funktion
lerneffizienter ist. Vereinfacht gesagt ist eine Darstellung dann lerneffizienter als eine andere,
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wenn durch das Lernen mit dieser Darstellddig kognitiven Strukturen fiir eine bestimmte
Anforderung effizienter modifiziert oder erweitert werdemdRolfes, 2018, S. 62nit der
anderen Darstellung. Es zeigte sich, dassGtaphlerneffizienter ist als di@abelle(Rolfes,

2018, S. 161; Rolfes et al., 202Zudem konnten die Lernenden, die Funktionen nur mit dem
Graphenerarbeitetenihr erworbenes Wissen besser auf die nicht behandelte Darstellung
Tabelletibertrager{Rolfes, 2018, S. 160Dariber hinaus hat eine weitere Gruppe das Thema
Funktionen mit deTabelleund denGraphererarbeitet. In dieser Gruppe war der Lernzuwachs
am grof3ten. Allerdings ist zu beachten, dass die Gruppeatnélleund Grapherst gegen Ende

der Intervention einen starken Lernzuwachs verzeicliRetées, 2018, S. 159%um Zeitpunkt

des Zwischentests weist die Gruppe, die Funktionen mit @esphenerarbeitet hat, einen
deutlich h6heren Lernzuwachs auf. Daraus lasst sich schlie3en, dasSrBatberneffizienter

ist und 2) das Lernen mit mehreren Darstellungen anspruchsvoller ist und mehr Zeit bendtigt,
um einen hohen Lernerfolg zu erzielen. Daruber hiséeilftenRolfes et al(2020)fest dass

das konzeptuelle Verstandnis von Funktionen durch dynamische Darstellungen effektiver
gefordert wird als durch statische Darstellungen. Bei den dynamischen Darstellungen wurde
zusatzlich zwischen lineatynamischen und interaktiven Darstellungenewsthieden. Bei
lineardynamischen Darstellungen handelt es sich beispielsweise um Videos, die von den
Lernenden nur gestartet oder gestoppt werden kénnen. Interaktive Darstellungen enthalten
Steuerelemente wie z.B. einen Schieberegler. Mit dieserei®ementen kann die Dynamik

der Darstellung durch den Lernenden gesteuert weidsischen lineaddynamischen und
interaktiven Darstellungen konnte kein signifikanter Unterschied im Lernergebnis festgestellt
werden.

Lichti (2019) untersuchte in ihrer Dissertation, ob dd#gnktionale Denkendurch
gegenstandliche Materialien oder durch vergleichbare Computersimulationen starker gefordert
wird. Es zeigte sich, dass die Lernenden sowohl mit den gegenstéandlichen Materialien als auch
mit den Computersimulationen einen signifikanten Lernzuwadhslin. Allerdings war der
Lernzuwachs in der Gruppe, die mit den Computersimulationen funktionale Zusammenhéange
erkundetedeutlich groRefLichti, 2019, S. 199 f.)Die Computersimulation des funktionalen
ZusammenhandBleistifte spitzen(Lichti, 2019, S. 159 f.)st in Abbildung 2.8 dargestellt. Auf

der linken Seite ist die reale Situation in Form eines Bleistiftes dargestellt. Durch Driicken der
SchaltflacheSpitzerwerden 30 weiter8pitzbewegungesimuliert und der Bleistift verliert an
Lange. Auf der linken Seite werden Punlkdé die Lange des Bleistifts in Abhéngigkeit von

der Anzahl der Spitzbewegungen angehiangin Koordinatensystem eingetragen. In der
Computersimulation werden die Lange des Bleistifts und der Punkt im Koordinatensystem
durch dynalinking, in diesem Fall eine rote gestrichelte Linie, miteinander verbunden.
AulRerdem werden verschiedeRekussierungshilfenerwendet. Rot eingefarbt sinda. die
Schaltflache Spitzen, die Beschriftung Spitzenbewegungen sowie eine Strecke auf der
horizontalen AchseUm den hdheren Lernzuwachs durch die Computersimulationen zu
erklaren, wurden qualitative Aussagen der Lernenden untersucht. Es zeigte sich, dass durch die
Arbeit mit den dynamischen Simulationen diernenden in ihren Aussagen haufiger die
GrundvorstellungerKovariation und Objektadressieremnd sich haufiger mit derGraphen
auseinandersetzten. Durch die Arbeit mit degenstandlicheaterialien wurde hingegen die
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GrundvorstellungZuordnunghaufigeradressierfLichti, 2019, S. 230 f.)Diese Ergebnisse
fuhrten dazu, dass Digel et §2023) digitale Computersimulationen und gegenstandliche
Materialien miteinander kombinierten. Die erste Gruppe, die ein numerisch orientiertes
Lernsetting erhielt, arbeitete zun&chst intensiver mit gegenstandlichen Materialien. Hier
wurden numerische Werte gemessen uneiner Tabelle notiert. Erst danach wurdedie
Wertepaare in defabellemithilfe einer Simulation in eimedynamisch animierteGraphen
Ubertragen. Die zweite Gruppe erhielt ein qualitatives Lernsetting, in dem von Anfang an mit
dynamischen Siodationen gearbeitet wurde. Erst am Ende der Intervention erhielten die
Lernenden dieser Gruppe dgegenstandlichélaterial, um ihr zuvor erworbenes Wissen
anhand vorreal gemessenen Datemn Uberprifen. Dementsprechend wurde in der ersten
Gruppe zunachst die GrundvorstelluAgordnungdurch die Arbeit mit gegenstandlichem
Material adressiert. Durch die anschlie3ende Arbeit mit der Simulation Wiadariation
thematisiert. In der zweiten Gruppe wurde von Beginn an die Grundvorst&buagiation
adressig und zum Abschluss der Einh&@tordnungdurch die Arbeit mit gegenstandlichen
Materialien thematisiert. Der Lernzuwachs war in der zweiten Gruppe signifikant héher. Da die
Grundvorstellungovariationals schwieriger angesehen waldZuordnungMalle, 2000)ist
anzunehmen, dass die Lernenden von dem qualitativen Setting ndigdalen Simulation,

das die Grundvorstellunigovariationvon Beginn an adressiert, starker profitieren.
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Anmerkung Das dargestellte GeoGebra Applet ist unter
https//www.geogebra.org/m/VqVxutUB#material/WEbuTpdXrfigbar

Mit digitalen Werkzeugen kann der Zusammenhang zwisdeenDarstellungen Termnd
Graphuntersucht werde(Gunster & Weigand, 2022¥:6bel (2021, S. 74 f.hat dazudrei
Gruppen, die mit unterschiedlichen digitalen Werkzeugen arbeitatdreine Kontrollgruppe
miteinander verglichen. In allen Gruppen wurde am Beispiel einer quadratischen Funktion der
Einfluss von Parametern auf den Graphen untersucht. In der Kontrollgruppe wurden keine
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digitalen Werkzeuge verwendet. Die Lernenden arbeiteten nur mit Papier. In der ersten Gruppe
mit digitalem Werkzeug wurde ein Taschenrechner zur Visualisierung eines eingegebenen
Terms verwendet. Zusammen mit der Kontrollgruppe werden diese beiden Gaiggiatisch
bezeichnet, da sie mit statischAbbildungenarbeiten. Der zweiten Gruppe mit digitalem
Werkzeug stand ein Applet zur Verfiigung, mit dem der Graph, also die Parabel, selbststandig
bewegt werden konnte. Dazu konnte der Scheitelpunkt verschvdrelen, um die Funktion
horizontal oder vertikal zu verschieben. Wird ein anderer Punkt verschoben, wird die Parabel
gestreckt oder gestaucht. Gleichzeitig wird der Term angezeigt, der sich durch das Verschieben
der jeweiligen Punkte andert. In der dritten Gruppe mit digitalen Werkzeugen hatten die
Lernenden ein Applet, in dem jeder Parameter mit einem Schieberegler gesteuert werden
konnte. Durch Verschieben des Schiebereglers anderte sich der Graph entsprechend. Diese
beiden Guppen wurden als dynamisclezeichnet. In den beiden dynamischen Gruppen
wurden deutlich mehr Beziehungen zwischen den Parametern und dem Graphen hergestellt als
in den beiden statischen Gruppfadbel, 2021, S. 151 fi.)Darliber hinausstellten die
Lernenden der zweiten Gruppe, die mit digitalen Werkzeugen arbeiteten, mehr Bezlge
zwischen den Parametern, die die Parabel streckten, stauchten oder vertikal verschoben, und
dem Graphen her. Lernende, die die Parameter mit Schiebereglern steud¢em k@mmten
mehrBeziehungerzwischen dem Term und dem Graphen, wenn dieser horizontal verschoben
wurde. Dies kanndaran liegen, dasdie Schieberegler in horizontaler Richtung verschoben
werden und somit die Parabel in die gleiche Richtung verschobdmwarder Schieberegler.
Daruber hinaus ermdéglichen Schieberegler eine gezielte Analyse der einzelnen Parameter
(Gobel, 2021, S. 213)Die Verschiebung des Scheitelpunktes fihrt in der Regel zu einer
vertikalen und horizontalen Verschiebung der Par@heseStudie bestatigt, dass es mit Hilfe

von dynamischen digitalen Werkzeugen leichter ist, den Zusammenhang zwischen den
Parametern eines Terms und dem Graphen zu erkennen. Folglich férdern digitale Werkzeuge
den Darstellungswechsel zwischen Graph und Term.
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3 Forschungsfragen

Das ubergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, zu untersuchen, ob durch eine
gezielte Anwendungsorientierung udém Fokus auf Grundvorstellungen das konzeptuelle
Funktionenverstandnis bei Studierenden der Life Sciences gefordert werdemnkidapitel
2.2.2undKapitel 2.3wurdeherausgestellt, dasmskonzeptuelle Funktionenverstandnis durch

die drei GrundvorstellungerZzuordnung Kovariation, Objekt und den Umgang mit
verschiedenen Darstellungen sowie deren Wechsel operationalisiert werdeinkdapitel
2.4.2wurden funktionale ZusammenhéangeLife Sciences Anwendungen beschrieben. Es
stellte sich heraus, dass samtliche Grundvorstellungeh die haufige Verwendung der
DarstellungenGraphund Term in einschlagigen Lehrbicheidentifiziert werden kdnnen.
Demnach benétigen Studierende der Hochschule fiur Life Sciences (HLS) ein solides
konzeptuelles Funktionenverstandnis, um auf die Intsplieéerer Anwendungen zugreifen zu
konnen. InKapitel 2.4.3 verdeutlichte sich jedochjass StudierendBrobleme haben, mit
Funktionen sowie deren Darstellungem verschiedenen naturwissenschaftlichen
AnwendungerumzugehenNeben einem gering ausgepragten konzeptuellen Verstandnis fallt
es Studierenden schwer, Verknupfungen zwischen ihrem mathematischen Wissen und den
naturwissenschaftlichen Anwendungen herzustelées ertffnet die Frage, abeseHurden

durch eine gezielte Anwendungsorientierung beim Erlernen des Funktionenkonzepts
angegangen werden kannBisher gibt es weni@ Erkenntnisse dartber ob
anwendungsorientierte Interventionexinen positiven Einflss auf den Lernerfolgvon
Studierendehaben Bisher wird meistens untersuchielchen Einfluss anwendungsorientierte
Interventionen auf affektive Merkmale der Studierenden hakkn. den Einfluss von
Anwendungsorientierungn Verbindung mit den Grundvorstellungen auf den Lernerfolg der
Studierenden zu untersuchen, wurde zunachst eine entsprechende Intervention kahaipiert.
Beurteilung des Lernerfolgs wird diese Interveniioler Erstsemestervorlesu@gundlagen
Mathematik Analysis lan der Hahschule fir Life Scienceséhrend des Kapitelsunktionen
eingesetzt.Aus der bestehenderLiteratur geht hervor, dass insbesondere dynamische
Darstellungen  innerhalb  von  digitalen  Lernumgebungedas  konzeptuelle
Funktionenverstandnis fordern. Auf Basis desKempitel 2.6 skizzierten Forschungsstand
wurde eine digitale Lernumgebung, die sich mit einem Anwend#igsiel aus den Life
Sciences befasddls Intervention konzipiert

Aus den skizziertenUberlegungenleitet sich ein zentrales Forschungsinteresse der
vorliegenden Arbeit ab. Basierend darauf werden die Forschungsfoageriiert.

Zentrales Forschungsinteres¥éie lasst sicldas konzeptuelle Funktionenverstandmisch
eine digitale Lernumgebung, die sich durch eine gezielte Anwendungsorientierung und die
Fokussierung auf Grundvorstellungen auszeichedgt,Tertiarstufe férdern?

Forschungsfrag&Fl: Wird das konzeptuelle Funktiernverstandnis durch diBearbeitung

einer digitalen Lernumgebung, die sich durch eine gezielte Anwendungsorientierung und die
Fokussierung auf Grundvorstellungen auszeichnet, starker geférdert als in einer Vorlesung,
die auf den eigenstandigen Wissenserwerb ddielBearbeitung vollbungsaufgaben setzt?
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Forschungsfragd=F2: Welchen Einfluss haeine vollstandige Bearbeitung der digitalen
Lernumgebungim Vergleich zu einer unvollstandigen Bearbeitung aeihn Lernerfolg
hinsichtlich dekonzeptuelle Funktionenverstandrses

Forschungsfrage FF3: Welchen Einfluss hat die studienbezogene Relevanz des
AnwendungskontextefiemischeReaktion auf den Lernerfolginsichtlichdes konzeptuellen
Funktiorerverstandnisses?
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4 Ent wi ckddumgg talt Bamgebung

In diesem Kapitel wird die Entwicklung der digitalen Lernumgebung beschrieben. Mit Hilfe
dieser Lernumgebung soll untersucht werden, welchen Einfluss ein gezielter
Anwendungsbezug und die Orientierung an Grundvorstellungen auf das konzeptuelle
Funktiorerverstandnis auf Tertiarstufe haben. Dementsprechend wurde die digitale
Lernumgebung so konzipiert, dass die Aufgabieren Anwendungskontext aus dem Bereich
der Life Scienceaufgreifen und die Grundvorstellungen adressieren. Im ersten Teilkapitel wird
der Aufbau der Vorlesungrundlagen Mathematik Analysis lan der Hochschule fir Life
Sciences (HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) vorgestellt. Danach wird die
Konzeption der digitalen Lernumgebung erlautert. Es wird beschrieben, wie der
Anwendungskontext ausgewahlt wurde, wie dieser Anwendungskomteitiife von digitalen
Applets simuliert wird, wie die einzelnen Aufgaben erstellt wurden und wie die Instruktion
wahrend derVorlesungszeitgestaltet wurdeDartiber hinauswird die Uberarbeitung der
Lernumgebung zwischen den beiden aufeinanderfolgelateen, in denen die Lernumgebung
eingesetzt wurde/orgestellt

4.1 Aufbau der Vorlesung an der Hochschule fir Life Sciences

Die digitale Lernumgebung wurde in zwei aufeinander folgenden Jahren in der Vorlesung
Grundlagen Mathematik Analysis leingesetzt. Die Vorlesung findet planmaRig im ersten
Semester statt und ist fur alle Studierenden der HLS verpflichtend. Die Methodik dieser
Vorlesung unterscheidet sich von einer klassischen Vorlesung. Grob gesagt wird weniger
direkte Instruktion einget# und stattdessen ein angeleiteter, aber eigenstandiger
Wissenserwerb der Studierenden in Anlehnung an die Methode des ed{Rausanberger

et al., 2021; Wijhands & Stolze, 2018hgestrebt. Die Vorlesung gliedert sich in die vier
Kapitel Grundlagen Funktionen Differentialrechnung und Integralrechnung
Dementsprechend istunktionendas zweite Kapitel der Vorlesung, sodass die Studierenden,
bevor sie mit der digitalen Lernumgebung arbeiten, bereits einige Wochen mit der Methodik
der Vorlesung vertraut sind. Daraus ergeben sich gewohnte Ablaufe, die auch fir die
Lernumgebung genutztexden kdnnen. Darlber hinaus stellt die bestehende Vorlesung die
Kontrollbedingung im gewahlten &liendesign dafvgl. Kapitel 5.1). Die Beschreibung der
Vorlesung verdeutlicht, mit welchen Bedingungen die Lernumgeliirndgr vorliegenden
Arbeit verglichen wird.

Die VorlesungGrundlagen Mathematik Analysis list das einzige Modyldas fur alle
Studierenden der HLS obligatorisch ist. Die Vorlesung wird planmafiig im ersten Semester
belegt Neben allen Studierenden des ersten Semesters nehmen auch einige Studierende teil,
die die Vorlesung wiederholen missen. Jahrlich besuchen etwa 200 Studierende diese
Vorlesung.Alle Studienrichtungen der HLSRioanalytik und Zellbiologie (BZ), Chemie und
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Bioprozesstechnik (CB) Chemie (CH), Medizininformation (MI), Medizintechnik (MT),
Pharmatechnologie (PT) und Umwelttechnologie ($iNd in der Vorlesung vertreten.

In der Einleitung(vgl. Kapitel 1.1) wurdeder Ubergang an die SchweizEachhochschulen
beschrieben. Aufgrund ed unterschiedlichenSchulabschlisse, die ein sehr heterogenes
mathematisches Vorwisseedingen(vgl. Kapitel1.2), werdenStudierendeindLehrpersonen

im ersten Semester vor groRe Herausforderungen gestelBezug auf die Kapitel der
Vorlesung i Grundlagen Funktionen Differentiarechnung und Integralrechnungi ist
festzuhalten, dass Studierende mit gymnasislaturitat alle Inhalte bereits wéahrend ihrer
Schulzeit ausreichend behandelt habagl. EDK, 2024) Studierende mit einer Berufeder
Fachmaturitatdie an der HLSiber 80% der Studierenden ausmac{&KBF, 2023, S. 267)
haben in der Regel kein Vorwissen Uber Differentiald Integralrechnunfygl. Bonati, 2013;
EDK, 2018) Zudem werden je nach gewahliéertiefungnur ausgewahlte Funktionstypen in
der Schule behandelt. Dementsprechend missen die Dozierenden der Vddasutiggen
Mathematik- Analysis Iberticksichtigen, dass 1) ein kleiner Teil der Studierenden mit allen
Inhalten der Vorlesung vertraut sein durfte, wahrend 2) die grosse Mehrheit ab dem Kapitel
Funktionen neue Inhalte lernt.

Aufgrund des heterogenen mathematischen Vorwissens der Studierenden zu Beginn des
Studiums und der Anzahl der Studierenden wurde ein klassisches Vorlesungsformat, das
uberwiegend auf direkte Instruktion setédberarbeitet Stattdessen wurde die Vorlesung
Grundlagen Mathematik- Analysis | an das agile Lehrkonzept eduScrum angepasst
(Rausenberger et al., 2021; Wijnands & Stolze, 20b@) Methode eduScrum sieht vor, dass

die Studierenden die Inhalte der Vorlesung gemeinsam in Kleingruppen erafbeiken et

al., 2020) Durch die Arbeit in Kleingruppen soll die vorhandene Heterogenitat genutzt werden,
um sich gegenseitig zu unterstutZ&aab et al., 2018Beispielsweise kénnten Studierende

mit gymnasialeMaturitatinren Mitstudierenderdie Inhalte der Differentialrechnung erkléaren

und sie bei der Bearbeitung von Ubungsaufgaben unterstiitzen. Die Kapitel der Vorlesung sind
in einzelne Einheiten unterteilt, die nach einem einheitlichen Schema erarbeitet werden sollen.
Jede Einheit bestehus den vier aufeinanderfolgenden Phasen-Kitfk Doing, Review und
RetrospektivgCukic et al., 2020)im Kick-off wird zun&chst ein Uberblick tiber die gesamte
Einheit gegeben. Dies beinhaltet eine Einflihrung in das Trdiengprgabe eines Zeitrahmens

der gesamta Einheit unddie Verdeutlichung der Relevanz der Inhalte anhand natier
ingenieurwissenschaftlichémwendungsbeispiel&Vahrend dieser Phase, die nicht langer als
eine halbe Stunde dauern sollte, stehtLdilerpersorim Mittelpunkt. Am Ende des Kichkffs
erhalten die Studierenden das weitere Material, das sogenannte Booklet, und kénnen mit der
Arbeit in den Kleingruppen beginnen. In der anschlieenden Phase, dem Doing, steht die
Erarbeitung der Inhalte in den Kleingqen im Vordergrund. In dieser Phase wird vor de
Arbeit mit dem eigentlichen Lernmaterial geplant, in welcher Reihenfolge die vorgesehenen

6 Die Studienrichtung Chemie und Bioprozesstech{@iB) wurde zu Beginn des Herbstsemesters 2024 in zwei
getrennte Studienrichtungen aufgeteilt. @&raus entstandenen Studienrichiemgind Biotechnologie und
Chemical Engineering. Die Studierenden, die an den vorliegenden Studien teilgenommen habeihy haben
Studium vor dem Herbstsemester 20Bégonnen, weshalb in der vorliegenden Arbeit nur CB als
Studienrichtung aufgelistet wird.
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Inhalte erarbeitet werdeNeben den in der Vorlesung bereitgestellten Lernmaterialien werden
die Studierenden ermutigteiteredigital verfigbare Quellen zu nutzen. Wahrend dieser Phase
stehtdie Lehrpersoiederzeit fur Fragen zur Verfugung. Wie sich die Kleingruppen die Inhalte
aneignen, bleibt ihnen Uberlassen. Dies karB zlurch intensive Recherclira Internet und
Literaturquellen oder die Bearbeitung von Ubungsaufgaben geschehen. Dariiber hinaus
entscheidet jede Kleingruppeb sie die Inhalte tiberegend gemeinsam oder in Einzelarbeit

mit moglichen Diskussionen bei Unklarheiten erarbeiten. In der anschlie3enden Phase, dem
Review wird der aktuelle Lernstand reflektiert. Hier kann eine typische Aufgabe gestellt
werden, die zunachst von den Studierenden bearbeitet wird. AnschlielRend wird die Losung der
Aufgabe im Plenum diskutiert. Durch die selbststandige Bearbeitung einer sélofgzbe

sollen die Studierenden feststellen, wie sicher sie die bestaebeiteterinhalte anwenden
konnen. Die abschligende Phase einer Einheit, die Retrospektive, soll den Studierenden die
Moglichkeit geben, auf die geleistete Arbeit zurtickzublicken. Dabei stehen nicht die Inhalte im
Vordergrund. Vielmehr soll in der Kleingruppe evaluiert werden, wie die Arbeitsprozesse
innerhalb der Gruppen funktioniert haben. Durch diese Reflexion sollen die Studierenden
Verbesserungsideen sammeln, die in der nachsten Einheit umgesetzt werden kdnnen.

Die VorlesungGrundlagen MathematikAnalysis lan der HLS wurde zunéchst vollstandig an

die Phaserdes eduScrum angepasst. In den letzten Jahren wurden weitere Anpassungen
vorgenommen, sodass einige Phasen vom oben beschriebenen Ablauf abweichen-&fér Kick
findet nach wie vor zu Beginn eines neuen Kapitels statt und soll den Lernenden einen
Uberblick tker das Thema geben und anhand von Anwendungsbeispielen die Relevanz
verdeutlichen. Die nachsten beiden Phasen, Doing und Review, wurden veranderhdWahre
des Doing mussen die Gruppen nicht mehr planen, in welcher Reihenfolge und in welchem
Tempo sie die Inhalte der Einheit lernen. Stattdessen gibt die Lehrkedfig tabellarischa
Ubersicht vor, welche Inhalte bis zu welcl8#mesterwochbearbeitet werden sollen. Dazu
werden die entsprechenden Seiten im Booklet, typische Ubungsaufgaben und weitere Quellen,
wie z.B. an der HLS erstellte Lernvideos, angegeben. Das zentrale Lernmaterial, das Booklet,
wird im nachstembsatzbeschriebenEs kann hierla Skript mit Inhalten und zugehdérigen
Ubungsaufgaben verstanden werden. Zu Beginn jeder Vorlesung findet eReviatvstatt.

In der Vorlesung wird dies astandortbestimmunigezeichnet. Hier werden den Studierenden
mehrere Aufgaben gestellt, die sie in einer vorgegebenen Zeit bearbeiten sollen. Mit Hilfe
dieser Aufgaben sollen die Studierenden ihren eigenen Lernstand einschatzen kénnen. Zu
diesen Aufgaben gehéraiahrFalsch, Multiple-Choice und FreitextaufgaberAbbildung

4.1 zeigt ein Beispiel fiur eine Standortbestimmung wahrend des Kapitglstionen Die

zweite und dritte Aufgabe sind MultipléhoiceAufgaben. Bei der vierten Aufgabe handelt es

sich um eine Freitextaufgabe. Die Ergebnisse der Aufgaben kdnnen von den Studierenden in
eine MoodleUmfrage (https//moodle.org/) eingegeben werdenin der anschliel3enden
Besprechung der Losungen kadlie Lehrpersorerkennen, welche Aufgaben von vielen oder
wenigen Studierenden richtig geldst wurden und entsprechersghwierigeretnhalte in der
Vorlesung ausfihrlicher wiederholen. Nach &andortbestimnmg sollen die Studierenden

in Kleingruppen weitere Aufgaben zur Anwendung und Vertiefung der Inhalte bearbeiten.
Dazu werdervon der Lehrpersonochmalsdie entsprechenden Seiten und Ubungsaufgaben
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aus dem Booklet vorgegeben. Die Lehrperson steht in dieser Phase unterstitzend fur Fragen
zur Verfugung. Diese Phase @hnelt dem initialen Doing in eduSétbbildung 4.2 fasst den
schematischen Ablauf der Vorlesur@grundlagen Mathematik Analysis |an der HLS
zusammen.

Abbi l4dlng@andort best idraka migh usviPkst ri eonnde n

1. Welche Eigenschaft besitzt das Polynom f(x) = 2x + 2x3 + 4x5 + 6x7?
1. Gerade Funktion, d. h. f ist symmetrisch zur y-Achse
2. ungerade Funktion, d. h. f ist symmetrisch zum Ursprung

2. lIstdie Funktion f(x) = 3cos(5x) gerade oder ungerade?
1. Gerade
2. Ungerade
3. Weder noch

3. Die quadratische Funktion p(x) = x? + 6x + 8 schneidet die x-Achse
Gar nicht

Genau einmal

Genau zweimal

Mehr als zweimal

RPON=

4. Gegeben seien die Funktionen f(x) = x — 1 und g,(x) = tx? mit einem reellen Parameter
t # 0 . Fur welchen Parameter t € R beriihren sich die beiden Funktionen?

Abbildung 4.2 fasst den schematischen Ablauf der Vorles@mndlagen Mathematik
Analysis lan der HLS zusammerler sich wochentlich wiederholfu Beginn eines neuen
Kapitels wird statt einer Standortbestimmutasg KickOff von der Lehrperson durchgefihrt.

Abbi |l d26cdhemati scher Abl auf der WVAmaleyssing IGr u

Vorlesung

Anwenden und Selbststudium

i —_—
Standortbestimmung Vertiefen

Das so genannte Booklet stellt das zentrale Lernmaterial dar. Es besteht neben einer Einleitung,
in der die Relevanz der Inhalte dargestellt wird, im Wesentlichen aus einem Backlog und einer
Aufgabensammlung. Im Booklet zum Kapit&lunktionen der Vorlesung Grundlagen
Mathematik- Analysis Igibt es diedrei UnterkapitelGrundwisserFunktionen Grundwissen
GrenzwertaindAnalysevon FunktionenJedes dieser Unterkapitel hat ein eigenes Backlog und
eine eigene Aufgabensammlung. Das Backlog besteht aus eirfiestug der Lernziele,
relevanten Definitionen, einfihrenden Beispielen und Aegabenzu den Aufgaben, mit
denen ein Lernziel erarbeitet werdswil (Cukic et al., 2020)Diese verschiedenen Elemente

sind im Booklet farblich hervorgehoben, um die Unterscheidung zu erleichtern. So wird bei den
Lernzielen zwischen einer reinen Lernzielformulierung, einer Lernzielformulierung mit
anschlieender Definition und einer Lernziethwlierung mit zugehérigem Beispiel
unterschiedeCukic et al., 2020)Ein Beispiel fir eine reine Lernzielformulierung aus dem an
der HLS verwendeten Bookleti Funktionen ist irAbbildung4.3 dargestelltDie Studierenden
erhalten hier nur die Information, was sie kdnnen sollen. Weitere Informationen mussen sie
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sich bei Bedarf selbststandig oder mit Unterstitzung der Lehrkraft aneignen. Darliber hinaus
werdenetwasweiter unten imBooklet Aufgaben aus der Aufgabensammlung angegeben, in
denen die beschriebene Tatigkeit ausgefiuhrt werden muss. So kdnnen die Lernenden feststellen,
ob sie das Lernziel bereits erreicht haben.

Abbi | 43Breg sepiineelr reinen Lernzielformulierung

e Sie konnen die Nullstellen, d.h. die z-Achsenschnittpunkte sowie die y-

Achsenschnittpunkte zu allen oben genannten Funktionsklassen berechnen.

Abbildung 4.4 zeigt ein Beispiel fur eine Lernzielformulierung mit anschlieBender Definition
und zugehdrigem Beispiel. Untaedem formulierten Lernzielwird definiert, was eine
umkehrbare Funktion und die Umkehrfunktion einer umkehrbaren Funktion ist. Anschlie3end
wird der Graph einer umkehrbaren Funktion und ihrer Umkehrfunktion dargestellt.

Abbi |l dA4Bgi seii dderr f oirenlul mier udgf i ni tion und Be
Bookl et Funktionen

e Sie wissen, was eine Umkehrfunktion ist und wann eine Funktion umkehrbar
ist

f: D — R heit umkehrbar iiber D C IR, wenn es zu jedem Wert y € W
genau ein Argument x € D mit f(z) =y gibt, d. h. wenn aus x; # x5
stets f(x1) # f(x2) folgt. Die Funktion f~' heisst Umkehrfunktion von
i

In anderen Worten: eine Funktion f ist umkehrbar, wenn jede zur 2-Achse par-
allele Gerade die Funktion f héchstens einmal schneidet.

e Sie konnen zu den oben erarbeiteten Funktionsklassen die Umkehrfunktion
graphisch ermitteln sowie berechnen.
— Bearbeitung Aufgabe 7.3.

Oberhalbdes Graphenwird zusatzlich darauf hingewiesen, wie die Eigenschaft umkehrbar
grafisch Uberprift werden kann. Darunter wird ein weiteres Lernziel formuliert und
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anschlielenauf eine Aufgabeverwiesenin der eine Umkehrfunktion bestimmt werden soll.
Diese Abbildung verdeutlicht die farbliche HervorhebungBooklet Lernziele sind durch

einen Aufzahlungspunkt gekennzeichnet, Definitionen durch einen hellblauen Kasten und
Hinweise zur Bearbeitung von Aufgaben durch einen gelben Kasten. In den gelben Késten
konnen auch mehrere Aufgaben oder vertiefende Lernvideoandier HLS erstellt wurden,
angegeben werden.

In Abbildung 4.5 ist eine Beispielaufgabe aus der AufgabensammlungBdeklets des
Kapitels Funktionendargestellt. Diese Aufgabe entspriatdr in Abbildung 4.4 erwahnten
Aufgabe 7.3. In dieser Aufgabe wird das untere Lernziel, die rechnerische und graphische
Bestimmung der Umkehrfunktion, angesprochend@&udrei umkehrbaren Funktionen soll die
Umkehrfunktion berechnet werden. Das obere Lernziel, zu wissen, wann eine Funktion
umkehrbar ist, wird in dieser Aufgabe nichirekt angesprochenAlle vorgegebenen
Funktionen sind umkehrbar, sodass eine Uberpriifung dieser Eigenschaft nicht notwendig ist.
Neben den Aufgaben, die im Backlog nach Lernzielen empfohlen werden, enthalt die
Aufgabensammlung weitere Aufgaben, die von den Studierendevertiefung bearbeitet
werden kdnnen.

Abbi |l 445Augd gabe 7.3 aus dem Bookl et Funktioner
3. Bilden Sie rechnerisch und visuell die Umkehrfunktionen zu folgenden Funktionen

(@) f(z) = -2z +3
(b) f(z) = (z+ 1) mit D= [—1,00), W = [0, 00)
(c) f(z)=32* mit D=W =[0,0)

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass die Vorlgswngdlagen Mathematik Analysis

| an der HLS weiterhin stark an das agile Lehrkonzept eduScrum angelehnt ist. Die
Studierenden sollen sich die Inhalte der Vorlesung weiterhin maoglichst selbststandig in
Kleingruppen erarbeiten. Dazu erhalten sie das typische Lernmaterial in Form einest88ooklI
mit Lernzielen im Backlog und einer Aufgabensammlung. Im Gegensatz zur urspringlichen
Form des eduScrums werden die Studierenden bei der Organisation ihresneigen
Lernprozesses starker unterstitzt, indem sowohl im Booklet als auch wéahrend der Vorlesung
deutlich auf die Bearbeitung bestimmter Aufgaben hingewiesen wird. Dadurch entédh
Kleingruppendie Planungin welcher Reihenfolge die Inhak&hrend der DoindgPhasesiner

Einheit erarbeitet werdebartber hinaus findet in jeder Vorlesung ein Review statt, sodass die
Studierenden ihren eigenen wochentlichen Lernstand Uberprifen kénnen. Die Vorlesung
zeichnet sich somit durch einen stark angeleiteten, &diberwiegend selbststadndigen
Wissenserwerb aus.

4.2 Aufbau der digitalen Lernumgebung

In diesemKapitel wird die Entwicklung der LernumgeburigeschriebenZunéchst wird die
Auswahl des Anwendungskontextes beschrieben. AnschlieRend wird erlautert, wie dieser
Anwendungskontextnithilfe von GeoGebrapplets simuliert und wie diese Simulation mit
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anderen Darstellungen in den Applets verknipftl. Daraufhin werden die acht aufeinander
aufbauenden Aufgaben der Lernumgebung vorgestellt. Es wird beschrieben, welche
grundlegenden Ziele innerhalb einer Aufgabe verfolgt werden und wie die zugehdrigen
GeoGebra Applets gestaltet sind. Dies wird exemmlarigan einzelnen Teilaufgaben
verdeutlicht. Die vollstandige Aufgaben der Lernumgebung konnen dem Anhafy
entnommen werden

Mit der digitalen Lernumgebung werden zwei tibergeordnete Ziele verfolgt. Zum einen soll der
Funktionsbegriff mit einer gezielten Anwendungsorientierung erlernt werden. Zum anderen
sollen die Grundvorstellungen zu Funktionen angesprochen werden. Aus ef@tulitist
bekannt, dass die Grundvorstellung€ovariation und Objekt fir Lernende schwieriger zu
erfassen sind(Malle, 2000; Thompson & Carlson, 2017partber hinaus haben
Lernmaterialien, die gezielt die Grundvorstellug@variation adressieren, zu hdheren
Lernerfolgen gefuhr(Digel et al., 2023; Lichti, 2019Neben den Grundvorstellungen ist der
Umgang mit verschiedenen Darstellungen entscheidend fur ein ausgepragtes konzeptuelles
Funktiorerverstandnis(vgl. Kapitel 2.3). Auch in naturwissenschaftlichen Anwendungen
haben_ernendeschwierigkeiten im Umgang mit verschiedenen Darstellungen. Sie sind haufig
nicht in der Lage, ihr mathematisches und naturwissenschaftliches Wissen zu verknupfen und
wenden unproduktive Losungsstrategien (8n Becker et al.,, 2023; Ivanjek et al., 2016;
Rodriguez et al., 2018)nsbhesondere der Umgang mit Graphen bereitet vielen Studierenden
naturwissenschaftlicher Facher ProblgBain & Towns, 2016; Rodriguez, Bain, et al., 2019)

In vielen naturwissenschaftlichen AnwendungerB(zZReaktionskinetik und Pandemiemodell

in Kapitel 2.4.2 werden Graphen verwendet, da viele Informationen kompakt dargestellt
werden koénnen. Gleichzeitig ist der Graph aus mathematikdidaktischer Sicht eine lerneffiziente
Darstellung(Rolfes et al., 2022)Aus diesem Grund soll innerhalb der Lernumgebung die
Darstellung Graph im Vordergrund stehen. Auf die Verwendung von Tabellen wird verzichtet,
da diese weniger lerneffizient sind. Durch die gezielte Anwendungsorientierung der
Lernumgebung sollen die Studéaden in die Lage versetzt werden, Beziige zwischen den
Darstellungen einer Funktion und dem modellierten Phénomem, dem funktionalen
Zusammenhang, herzustellen.

Die Lernumgebung ist fur den Einsatz in der Erstsemestervorl&umgllagen Mathematik
Analysis lkonzipiert.Die Studierenden sollen die Aufgaben der Lernumgebung eigenstandig
bearbeitenDazu werden sie in der Vorlesung in digitale Lernumgebung eingefiihrt und zu
Beginn jeder Woche werden dchtigsten Ergebnisse, der bisher bearbeiteten Aufgaben,
diskutiert und festgehalte@amit wird auch wahrend der Bearbeitung der Lernumgebung der
grundlegende Ablauf der Vorlesung beibehalfegl. Abbildung 4.2). Da bei den meisten
Studierenden zu Beginn des Studiums nicht von einem ausgepréagten mathematischen oder
naturwissenschaftlichen Vorwissen ausgegangen werden(kghrKapitel 1.2), wird in der
Lernumgebung keine vollstandige Modellierung angestrebt. Ziel ist es, ein grundlegendes
konzeptuelles Verstandnis von Funktionen zu erwerben. Durch ein ausgekoigistuelles
Funktiorerverstandnis sollen die Studierenden in die Lage versetzt werden, in weiterfiihrenden
Vorlesungen und Praktika naturwissenschaftliche Phdanomene mit Funktionen zu modellieren.
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4.2.1 Auswahl Kontext

Der Anwendungskontext der digitalen Lernumgebung sollte so gewahlt werden, dass viele der
oben beschriebenen Kriterien erflllt werden. Innerhalb der Lernumgebung [mafieir die
GrundvorstellungerKovariation und Objekt adressiert werden. Darlber hinaus soll die
Reprasentation Graph fokussiert werden. Dementsprechend soll ein Anwendungskontext
gewahlt werden, in dem die Analyse des Anderungsverhaltens, globale Eigenschaften der
Funktion und die Verwendung der DarstellU@&gaph relevant sind. Darlber hirsaonuss der
Anwendungskontext fir dieStudierendenzuganglich sein, d. die Komplexitat des
naturwissenschaftlichen Phanomens muss so reduziert werden kénnen, dass der funktionale
Zusammenhang ohne naturwissenschaftliche Kenntnisse verstanden werdetuédamsoll

der Kontext im Sinne der in der Einleitung dargestellten Ziele mathematischer Bildung n natur
und ingenieurwissenschaftlichen Studiengangeh Alpers, 2010)¥ur das weitere Studium
relevant sein. Aus diesem Grund wurde versucht, einen Anwendungskontext zu finden, der fur
alle Studierenden der Hochschule fur Life Sciences (HLS) relevant ist. Um die Relevanz der
Kontexte zu beurteilen, wurde festgelegt, dassKontext dann relevant ist, wenn er in
mindestens einer weiterfiihrenden Lehrveranstaltung vertieft behandelt wird. Zu diesem Zweck
wurden dievorgesehenen Studienplader sieberStudienrichtungemn der HLS analysiert,

um zu ermitteln, welche Veranstalgen verpflichtend zu besuchen sind.

Bei der Durchsicht der Studienplane fiel auf, dass in finf der sieben Studienrichtungen der HLS
mehrere Lehrveranstaltungen aus dem ubergeordneten Bereich der Chemie enthalten sind.
Lediglich in den beiden Studienrichtungen Medizininformatik (MI) und Metgzhnik (MT)

sind keine Veranstaltungen vorgesehen, in denen vertiefende Inhalte der Chemie behandelt
werden. In diesen beiden Studienrichtungen sind viele Lehrveranstaltungen in verschiedenen
Teilgebieten der Informatik oder in technisct&hwerpunktgeietenvorgesehen. Abgesehen

von den Grundlagenmodulen in Mathematik und Physik in den ersten beiden Semestern ist die
Schnittmenge der Inhaltelie in allen Studienrichtungen behandelt wercemr gering. Aus
diesem Grund war schon fruh klar, dass es nicht moglich sein wirde, einen Kontext zu finden,
der fur alleStudienrichtungegleichermal3en relevant ist. Da die Anzahl der Studierenden, die
eineStudienrichtungvahlen, indermehrere Chemieveranstaltungen vorgesehen deulich

groRer ist, wurde dser Inhaltsbereich gezielt nach einem geeigneten Anwendungskontext fur
die Lernumgebung durchsucht. Bei der Durchsicht der Vorlesungsunterlagen in verschiedenen
ChemieModulen an der HLS wurdatie Inhalte aus der Reaktionskinetik als vielversprechend
eingestuft. Hier findet sich eine Vielzahl von Phanomenen, die im Zusammenhang mit
chemischen Reaktionen untersucht und mit Hilfe von Funktionen modelliert whrd@pitel
2.4.2.1wurden bereits einige dieser funktionalBnsammenhangbeschrieben. In diesem
Kapitel wurde der Schwerpunkt auf Phdnomene gelegt, bei denen die Konzentmation
Abhéngigkeit vonder Zeitmodelliertwird. Darlber hinaus kénnen weitere Grof3en wie die
Temperatur odeenzymatische Reaktioneanalysiert werdef)y wodurch neue funktionale
Zusammenhangerkundetwerden kénnenDa die digitale Lernumgebung fur den Einsatz in

7 Der Einfluss der Temperatur auf die Reaktionsgeschwindigkeit kann bei Hamann(2014l, S. 140 ff.)
nachgelesen werdeWeitere Informationen tiber enzymatische Reaktionen findet man bspw. bei Schwister und
Leven(2020, S. 140 ff.)
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der Erstsemestervorlesu@undlagen Mathematik Analysis lentwickeltwurde sollte der

Kontext mdglichst wenigaturwissenschatftlichegorwissen voraussetzen. Die Untersuchung

von zeitabhangigen Konzentrationen wahrend einer chemischen Reaktion erscheint hierfur
geeigne(vgl. Kapitel2.4.2.3. Es werden nur wenige Fachbegriffe bendtigt mnach kann den
Kontext auf Reaktionennullter und erster Ordnungeinschrdnkensadass mathematische
Grundfunktionen wie lineare oder exponentielle Funktionen fur das Modell ausréwgien

Kapitel 2.4.2.9. Zudem haben viele Studierende mit Berwider Fachhochschulreife bereits

erste Erfahrungen im Labor gesamnfetfl. Kapitel1.1). Es ist daher davon auszugehen, dass
einige Studierende bereits Konzentrationsmessungen durchgefuhrt haben, sodass dieser
Anwendungskontexdn ihre bisherigen Erfahrungen und zukinftigen Studieninhalte anknipft.

In Kapitel 2.4.2.1 wurden einige funktionale Zusammenhéngeis der Reaktionskinetik
vorgestellt Es wurde mehrfach darauf hingewiesen, dass fir bestimmte Vorgénge, die bei der
Modellierung solcher Phanomene auftreten, @randvorstellungerKovariation und Objekt

von entscheidender Bedeutung sind. Zum Beispiel ist die Analyse der
Reaktionsgeschwindigkeit wichtig. Dazu mussen die gleichzeitigen Anderungen von Zeit und
Konzentration identifiziert und miteinander in Beziehung gesetzt werden, sodass ein
ausgepragt&rundvorstellundlovariationhilfreich ist. AnschlieBend kann untersucht werde
welche aufReren Parameter verandert werden konnen, um die Reaktionsgeschwindigkeit zu
erhohen. Aus mathematischer Sicht entspricht dies der Variation von Parametern, sodass die
Grundvorstellung Objekt relevant ist. In Kapitel 2.4.2.2 wurde ein weiterer
Anwendungskontext aus dénfe Sciencesdie Modellierung von Pandemien, vorgestellt. In
Kapitel 2.4.2.3 wurden Gemeinsamkeiten zwischen den beiden Anwendungskontexten
herausgearbeitet. Betrachtet man die zugrunde lieg&ydtemdvgl. Imboden & Pfenninger,
2013)in beiden Kontexten, so sind ahnligpedankliche Schritteotwendig, um die jeweiligen
Phanomene zu modellieren. Aus diesem Grund wurde die Hypothese aufgestellt, dass durch
den Umgang mit funktionalen Zusammenhangen in einem der beiden Kontexte mathematische
Kompetenzen erworben werden kénnen, die auf den emdontext verallgemeinert werden
kénnen. In denStudienrichtungerMl und MT ist die Vorlesung Dynamische Systeme
obligatorisch. Hier werden verschiedene Systeme modelliert, unter anderéintwcklung

einer Population wahrend einer Pandemie mit demNbdell (vgl. Kapitel2.4.2.9. Darlber

hinaus wird darauf hingewiesen, dass auch eine chemische Reaktion als System mit
vergleichbaren Eigenschaften aufgefasst werden kann. Somit besteht zumindest ein Bezug zu
Inhalten, die fir Studierende der Studienrichtungen Ml und MT relevant sind

In Kapitel 2.4.2.1wurden zahlreiche funktionalBusammenhangen Kontext chemischer
Reaktionenvorgestellt. EineReaktionnullter Ordnungwird mit einer linearen Funktion
modelliert, eindReaktiorerster Ordnungnit einer Exponentialfunktion. Reaktionen mit Réick
und/oder Folgereaktion werden ebenfalls mit komplexeren Exponentialfunktionen modelliert
(vgl. Elstner, 2017, S. 305 ff. zur Herleitung der Terme bei einer Rigdr Folgereaktion)

Im Hinblick auf die geplanten Inhalte der Vorlesudgundlagen Mathematik Analysisl im

Kapitel Funktionensind lineare und exponentielle Funktionen am relevantesten. Aus diesem
Grund wurde der Anwendungskontexdhemische Reaktioninnerhalb der digitalen
Lernumgebung auionomolekulard&reaktionemullter und erster Ordnungoeschrankt. Der



Entwicklung der digitalen Lernumgebung 68

Abbau von Alkohol, also Ethanol, im menschlichen Korper ist ein klassisches Beispiel fur eine
Reaktionnullter Ordnung Dies hat den Vorteil, dass Ethanol bzw. Alkohol ein Stoff ist, den
die meisten Studierenden aus dem Schulunterricht oder dem Alltag kewitien Bei einer
Reaktiorerster Ordnungsind Beispiele wie die Reaktion von Cyclopropen zu Propen oder die
Zersetzung von Distickstoffpentoxid nicht so bekafttistner, 2017, S. 290; Hamann et al.,
2017, S. 102; Lauth, 2022, S. 136, fgodass es einfacher war, auf die abstrakten
StoffbezeichnungenA und B zurlckzugreifen als auf konkrete, aber komplizierte
Stoffbezeichnungen.

4.2.2 Entwicklung der Simulation einer chemischen Reaktion

In Kapitel 2.6.3 wurde der Nutzen vordigitalen Simulationen fiur das Erlernen des
Funktionsbegriffs erlautert. Insbesondere die Grundvorstelmgriation kann durch den
Einsatz von Simulationen adressiert wer@egi. Lichti, 2019; Digel et al., 2023Aus diesem

Grund soll der gewéhlte AnwendungskontekRemisck Reaktiondigital simuliert werden.

Dabei steht der funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Konzentration im Vordergrund.
Um diesen Zusammenhang simulieren zu kénnen, ist eine Visualisierung der chemischen
Reaktion notwendig. Dies ist bereits mit einigen Hurden verbunde kann nur durch eine
zusatzliche externdarstellung ermdglicht werden(Gilbert & Treagust, 2009)In der
Chemiedidaktik gibt es bereits existierende Ansatze, eine chemische Reaktion mit digitalen
Medien zu simulierefz. B. Sweeder et al., 2019; Jere & Mpeta, 20R4gse basieren haufig
darauf, dass die Reaktion auf Molekllebene abgebildet wird. Die Molekiile bewegen sich auf
einan Bildschirmund das Reaktionsprodukt entsteht, wenn zwei Molekille zusammensto3en.
Eine solche Simulation war fur die Entwicklung der Lernumgebung in dieser Arbeit nicht
geeignetEs ist schwierig iriner solchen Darstellung, die abhéngige Grole Konzentratibn

die Anderung dieser GroRau erkennen. Zudem basiert die Darstellung der kollidierenden
Molekile auf derStol3theorie(Hamann et al., 2017, S. 1919o0dass implizit chemisches
Fachwissen bendétigt wird, was zu einer erhéhten kognitiven Belastung fihren kann.

Zur Simulation der chemischen Reaktion sollte eine moglichst einfache Darstellung verwendet
werden, die kein chemisches Vorwissen voraussetzt und in der die beiden GroRen Zeit und
Konzentration sowie die Anderung dieser GroRen gut sichtbar sind. Dies fiatrt
Verwendung einer Saule, in der die Konzentrationen von Edukind ProduktB der
chemischen Reaktiom © 6 dargestellt sindAbbildung4.6 zeigt die in GeoGebra umgesetzte
Simulation mit Hilfe einer Saule. In der Saule befinden sich zwei farbige Anteile in rot und
blau, die die Konzentrationen der Sto#feund B darstellen.Oberhalb der Saule ist die
(abstrakte) Reaktionsgleichung von StAfgzu B notiert, um zu verdeutlichen, was die Saule
darstellt. Links von der Saule werden der hoéchste und der niedrigste Wert der Saulierd.
Bereich der dargestellten (KonzentratigB&ala, angegeben. Der hochste Wert stellt
gleichzeitig die Anfangskonzentration vonA dar, die im unteren grauen Bereich auch durch
eine Beschriftung hervorgehoben ist. Rechts neben der Saule werden die Werte der
Konzentrationen vorA und B neben dem rot bzw. blau gefarbten Anteil angezeigt. Zur
Simulation der chemischen Reaktion wird der Schieberegler Zeit bewegt. Zieht man den
Schieber nach rechts, so wird die ZeiZghnminuterSchrittenerhdht und die beiden farbigen
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Anteile in der Saule, also die Konzentrationen, andern sich entsprechendeak@onerster
Ordnung(vgl. Kapitel2.4.2.9). Dabei bewegt sich der rot gefarbte Konzentrationswert in Hohe
des roten Anteils in der Saule nach unten. Durch die Steuerung und Anderung der unabhangigen
GroRe Zeit wird die Anderung der davon abhangigen GroRRe Konzentratimsachtweshalb

der Umgang midigitalen Simulationendie Grundvorstellungovariation adressiert. Wirde

man hingegen im Labor die Konzentrationswerte in regelméfigen Zeitabstdnden messen,
stinde die Grundvorstellurfpordnungm VordergrundLichti, 2019)

Abbil 46ngnul ati on der chemischen Reaktion i

A— B

2 mol/| - g 0.52 mol/l

1.48 mol/I

0 mQ[ﬂ = S—

Anfangskonzentration c4,

von A: 2 mol/I

Zeit = 30 min

&

Daruber hinaus wurden mehrere Prinzipien des multimedialen LeausnkKapitel2.6.1bei

der Gestaltung der Simulation umgesetzt. Neben allen visuellen Darstellungen wurden
Beschriftungen angebracht, die das Dargestellte erklaren oder einen entsprechenden Wert
angebenNlultimediaPrinzip). Dabei wurde darauf geachtet, dass diese in rdumlicher Nahe zur
visuellen Darstellung platziert wurde®r(nzip der rdumlichen Kontiguitsit Lediglich die
Beschriftung deAnfangskonzentratiowurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht neben

der Saule platziert. Dartiiber hinaus wurden alle Beschriftungen und Darstellungen, die
zusammengehdren, in der gleichen Farbe dargestellt, wodurchigtesisierungsprinzipn

Form einer Fokussierungshilfe umgesetzt w(iRoth, 2008) So sind zB. A in der
Reaktionsgleichung Uber der Saule, der Anteil der Konzentratio\morder Sdule und der
Konzentrationswert voA neben der Sauleu einem bestimmten Zeitpunkt rot eingefatie
verwendete Saule verdeutlicht implizit, dass die Gesamtkonzentration wahrend der chemischen
Reaktion konstant bleibt und somit dem Wert der eingesetzten Anfangskonzentration entspricht
(vgl. MassenerhaltungssdtzallertMuller et al., 2019, S. 19)Die Skala links neben der Saule

gilt fur die Konzentration vo\. Um den Konzentrationswert v@hablesen zu kdnnen, wére

eine umgekehrte Skala notwendig, da der blaue Anteil in der S&dule nach unten hin zunimmt.
Um Verwirrung durch eine zweite umgekehrte Skala zu vermemergenzwei weitere

Saulen eingefuhrt die die Konzentration vomA bzw. B getrennt darstellen. Um zu

n
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verdeutlichen, dass die beideinzelnen Saulemen roten bzw. blauen Anteilen ier
zusammengesetzten Saule entsprech@isiehersie aus der urspringlichen Sawdbildung

4.7 zeigt alle drei Saulen. Ein weiterer Schiebere§@ule trennerrmaoglichtdas Anzeigen

der Konzentrationin den einzelnen S&ulen. Durch Ziehen des Schiebereglers wird eine
identische Saulaus der linken Sauleach rechts verschoben. In dieser duplizierten Saule
werden dann die roten und blauen Anteile getrennt und sobald der Schieberegler ganz nach
rechts gezogen wurde, erscheinen Beschriftungen tber diesen Saulen. Die Darstellung der
Simulation wird im Folgeneh als Sadulendiagrammbezeichnet. Die einzelnen Sé&ulen
ermaoglichen eine gezielte Untersuchung der jeweiligen Konzentrationen uvidrkigipfung

mit weiteren Darstellungen wigem Graphen wirerleichtert(vgl. Kapitel 4.2.3. Die grin
gestrichelte Linie deAnfangskonzentratigrdie den oberen Wert der Skala darstellt, und die
schwarz gestrichelte Linie des unteren Wertes der Skala werden bis zur rechten Saule
fortgefuihrt. Rechts neben den beiden einzelnen S&ulen wird zuséatzlich der genaue
Konzentrationswert in der jeweiligenba angezeigt.

Abbil 4d478ngnul ati 8humen dr ei
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®

4.2.3 Vernetzung der Simulation mit weiteren Darstellungen

Durch die Simulation der chemischen Reaktion mit dem Saulendiagramm wird im Sinne des
Modellierungskreislauf{Blum & Leil3, 2007)ein reales Modell der gegebenen Situation
vorgegeben(Digel, 2023) Durch die Simulation soll den Studierenden verdeutlicht werden,
dass alle weiteren Darstellungen einer Funktion das reale Ph&dnomen, also eine chemische
Reaktion, beschreiben. Um den Zusammenhang zwischen der Situation und den weiteren
Darstellungen zu vedltlichen, wird die Simulation in Form eines Saulendiagramms mit den
weiteren Darstellungen verknupft. Innerhalb der digitalen Lernumgebung soll der Fokus auf
der Darstellung Graph liegen, da digseKontextchemische Reaktiagehr relevant isfBain

& Towns, 2016; Rodriguez, Bain, et al., 2019d zudem lerneffizient igRolfes et al., 2022)
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Abbildung 4.8 zeigt das Applet, das in dachten undetzten Aufgabe der Lernumgebung
verwendet wird. Es enthalt alle Darstellungen, die in der digitalen Lernumgebung thematisiert
werden. Unter derBaulendiagrammauf der linken Seite, dem Graphen in der Mitte und dem
Term auf der rechten Seite befinden sich jeweils in einem grau hinterlegten Bereich
SteuerelementeDiese wurdergezieltvon den eigentlichen Darstellungen raumlich getrennt,

da sie bestimmte Konfigurationen der gegebenen Darstellungen ermoglichen, aber nicht Teil
der Darstellung sind. Oberhalb des GraphendesI ernmswird zusatzlich die Berechnung der
absoluten Veranderungen angezeigt. Diese Berechnung ist ebenfalls grau hintedegt,am

den Darstellungen zu trennen.

Da die gleichzeitige Nutzung mehrerer Darstellungen eine kognitiv anspruchsvolle Tatigkeit
darstellt(Ainsworth, 1999; Schnotz, 2021; Schnotz & Bannert, 2008yden Kriterien des
multimedialen Lernens bericksichtigt. Mit Hilfe vétontrollkastenunterhalb des Graphen
kénnen verschiedene Elemente des Graphenueith ausgeblendet werden. Dies ermdglicht
eine selbstgesteuerte Segmentierung. Wenn eine neue Darstellung wie der Graph in Aufgabe 2
(vgl. Kapitel 4.2.4.9 eingefthrt wird, wird in der Aufgabenstellung darauf hingewiesen,
bestimmte Kontrollknépfe zu aktivieren. In spateren Aufgaben kénnen die Studierenden selbst
entscheiden, ob diBestandteileangezeigt werden sollen oder nichrit. Abbildung 4.8 sind
beispielsweise die Spur und das Steigungsdreieck eingeblendet. Je nach Aufgabe in der
digitalen Lernumgebung werden unterschiedliche Schaltflachen eingeblendet. SoBkattia z.
Halbwertszeit nur in Aufgabe 8 dargestellt werden. Die Graphen der beiden Konzentrationen
von A und B kénnen in allen Aufgaben eirund ausgeblendet werden. Zusétzlich zu den
Schaltflachen wird dasSegmentierungsprinzip mithilfe dekufgaben umgesetzt. Die in
Abbildung 4.8 abgebildetenDarstellungen werden nacheinander in eigenen Aufgaben
eingefuhrt. So gibt es jeweils eine Aufgabe, in der der Graph, das Steigungsdreieck und der
Term neu eingefuhrt und die Zusammenhange zu den bereits vorhandenen Darstellungen
erarbeitet werdenv(l. Kapitel 4.2.4. Die bereits bei der Entwicklung der Simulation
verwendeten Fokussierungshilfen (einheitliche Farbgebung, gestrichelte Hilfslinien) wurden in
den weiteren Darstellungen beibehalten. Jesledie Messpunkte der Konzentration vim
Grapherund diestetigeKurve desGraphenwurden rot eingefarbt. Die griin gestrichelte Linie

der Anfangskonzentration wurde Braphfortgefihrt und der zugehorige Parameter des Terms
undderSchieberegler wurden ebenfalls griin dargestellt. Fir den zweiten Parameter des Terms,
der dem negativen Geschwindigkeitskoeffizienten der chemischen Reaktion entspricht (siehe
Kapitel 2.4.2.9, musste eine neue Farbe eingefuhrt werden, da kein direkter Zusammenhang
mit einem bereits vorhandenen Element besteht. Aul3erdem wird die mit dem Schieberegler
eingestellte Zeit iniGrapherdurch eine dicke Linie auf der horizontalen Actieenschaulicht

Alle Darstellungen im Applet sind miteinander verkniipft, sodass eine Anderung in einer
Darstellung automatisch zu einer Anderung in allen verkniipften Darstellungen fiihrt. Wenn der
Schieberegler Zeit nach rechts bewegt wird, nimmt die KonzentrationAvah und die
Konzentration vorB zu, wodurch sich die Hohe der Saulen andert. Gleichzeitig bewegt sich
der rote Punkt inGraphennach recht§Zunahme Zeitunten(Abnahme KonzentratioR).

Durch die gestrichelte Linie zwischen der mittleren Saule und dem Raigkt, wird die
Verbindung zwischen Graph ur@hulendiagramnaurchdynalinking hervorgehobenwenn
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die Anfangskonzentratioo mit dem Schieberegler geandert wird, wird der neue Wert im

Term angezeigt, der Graph wird in vertikaler Richtung gestreckt oder gestaucht, und die
Gesamthohe aller Sdulen andert sich, sodass die grin gestrichelte Linie im Saulendiagramm
und im Graph insgamittiefer ist

Abbil 48Amgp8e3 der digitalen Lernumgebung
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4.2.4 Konzeption der Aufgaben

Insgesamt besteht die Lernumgebung aus acht aufeinander aufbauenden Aufgaben. Die beiden
bisher vorgestellten Applets gehoren zur ersten Auf@adie Abbildung4.7) bzw. zur achten
Aufgabe vgl. Abbildung4.8). Die einzelnen Aufgaben dienen der inhaltlichen Segmentierung.
Entweder wird eine neue Darstellung eingefiihrt und der Zusammenhang zu den bereits
behandelten Darstellungen thematisiert oder ein anderer Funktionstyp betrachtet. Es werden
chemische Reaktieen nullter und erster Ordnung untersucht, sodass lineare und
Exponentialfunktionetehandelt werdefvgl. Kapitel2.4.2.)). In den ersten beiden Aufgaben

der digitalen Lernumgebung wird eine Reaktioarster Ordnung also eine
Exponentialfunktion, betrachtet. Von der dritten bis zur funften Aufgabe wirdRsa&tion

nullter Ordnung also eine lineare Funktion untersucht. Die letzten drei Aufgaben beschaftigen
sich wieder mit der zuvor behandelten Exponentialfunktion. Der Wechsel zwischen den beiden
Funktionstypen hat mehrere Grunde. Zu Beginn der Lernumgebung sollte kein linearer
Zusammenhang betrachtet werden, da es aus motivationalen Griinden vorteilhaft sein kann,
wenn die Lernenden mit einem komplexe nicht sofort bekannten funktionalen
Zusammenhang beginnefDe Beer et al.,, 2015) Zudem kann bei nichtlinearen
Zusammenhangen starker auf die Veradnderung der beiden Grof3en eingegangen werden,
wodurch die Grundvorstelluniovariation intensiveradressierivird (Lichti, 2019, S. 14Q)

Zudem wird einem typischen Fehler im Umgang mit Funktionen, der lllusion der Linearitat,
entgegengewirkiDe Bock et al., 2007; Hofmann & Roth, 2021@yirch den Einstieg mit einer
nichtlinearen Funktion wird verdeutlicht, dass nicht alle funktionalen Zusammenhange mit
einer linearen Funktion beschrieben werden kénnen. Anschlie3end wird vom exponentiellen
zum linearen funktionalen Zusammenhang gewecldltlie Herleitungles linearen Terms
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einfacherist. Hier sollten alle Studierenden Vorkenntnisse aus der Schule mitbr{gen
Bildungsplane in Kapitel.2) und die algebraische Struktur des Terms ist deutlich einfacher
herzuleitenals bei einer Exponentialfunktion. Aul3erdem weisen die beiden Parameter der
linearen und der exponentiellen Funktion Gemeinsamkeiten auf. Der eine Parameter entspricht
der Anfangskonzentration, wéhrend der andere Parameter die Geschwindigkeitskortstante is
(sieheKapitel 2.4.2.9. Obwohl die algebraische Struktur der Terme unterschiedlich ist, kann
die Interpretation der Parameter in einer linearen Funktion bei der spéateren Interpretation der
Parameter in einer exponentiellen Funktion helfen. Beispielsweise entspricht die
Anfangskomzentration in beiden Fallen dem Schnittpunkt mit der vertikéd@mzentrationg

Achse.

In den folgenden Teilkapiteln werden die acht aufeinander aufbauenden Aufgaben beschrieben.
Anhand einzelner Teilaufgaben wird verdeutlicht, wie die einzeBramdvorstellungedurch

die Aufgaben adressiert werden. Die vollstandigen Aufgaben findenirsiénhang A.
AulRerdem werden die Appletler Aufgaben beschrieben. AbschlieRend wird in einem
weiteren Teilkapitel ein zusammenfassender Uberblick tiber alle Aufgaben der Lernumgebung
gegeben.

4.2.4.1 Aufgabe 1

In der ersten Aufgabe der Lernumgebung lernen die Studierenden den Umgang mit der
Simulationder chemischen Reaktipd. h. mit dem Saulendiagramrkennen Dazu erhalten

die Studierenden zunachst ein statisches Bild des Saulendiagramms mit der zusammengesetzten
Saule, wie inAbbildung 4.6 dargestellt. Nach den ersten vier Teilaufgaben erhalten die
Studierenden das erste Applet, in dem sie die Simulation der chemischen Reaktion interaktiv
mit dem Schieberegler steuern kénnen. Insgesamt soll durch die Aufgaben sichergestellt
werden, dass dieStudierenden die Bedienung der Simulation mit dem Schieberegler
beherrschen und die Informationen Uber die chemische Reaktion aus dem Saulendiagramm
entnehmen kénnen. IAbbildung 4.9 sind die ersten drei Teilaufgaben der Lernumgebung
dargestellt. In diesen Teilaufgaben werden die oben beschriebenen Ziele deutlich. In Aufgabe
a) sollen die Lernenden beschreiben, wie die Konzentrationen der beiden Edukte dargestellt
werden. Dies soll diuseinandersetzung mit dem Saulendiagramm férdern und verdeutlichen,
dass damit der Anwendungskontekiemische Reaktiaargestellt wird. In Aufgabe b) wird
Uberprift, ob die Lernenden in der Lage sind, einzelne Konzentrationswerte aus dem
Saulendiagramm abzulesen. Damit wird in dieser Aufgabe die Grundvorstgihandnung
angesprochern Aufgabe c) soll erlautert werden, warum die KonzentrationBamt Hilfe

der Anfangskonzentration und der Konzentratron A bestimmt werden kann. Dies zielt auf

die dauerhafkonstanteGesamtkonzentration abg]l. MassenerhaltungssdtzallertMiiller et

al., 2019, S. 19) Damit wird der Blick auf die chemische Reaktion als Gesamtsystem gelenkt.
Dabei konnen verschiedene Grundvorstellungen relevant sein. Zum einen werden
Konzentrationswerte zu einem bestimmten Zeitpunkt bendétigt, s@desdnungadressiert

wird. Andererseits muss die chemische Reaktion als Gesamtsystem betrachtet und der
Zusammenhang zwischen den beiden funktion@lesammenhéngerzwischen Zeit und
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Konzentration vorA sowie Zeit und Konzentration vddbertcksichtigt werden. Aus diesem
Grund wird auclObjektadressiert.

Abbi |l 49Arug gndkce) der digitalen Lernumgebung

a) Beschreiben Sie, wodurch die Konzentration ¢4 von A bzw. ¢z von B in Abbildung
1 dargestellt wird.

b) Geben Sie die Konzentration ¢, von A nach 30 min an.

c) Erlautern Sie, wie man die Konzentration cz von B nach 30 min ausgehend von
zwei anderen Werten bestimmen kann.

In den folgenden Aufgaben, die mit dem interaktiven Applet bearbeitet wesdiben die
Studierenden beschreihemwie die Anderung der Konzentratiovon A zwischen zwei
Zeitpunkten berechnet wird, um sie anschlieend anzugeben. Nachfolgend soll anhand der
Konzentrationsanderung vorA in einem Zeitraum erklart werden, wie grol3 die
Konzentrationsdnderung vdd ist. Auch hier sollerdie Studierendenlasgesamte System
betrachten und erkennen, dass die Anderung der beiden Konzentrationen immer gleich groR
und gegenlaufig sein muss. Innerhalb dieser Aufgaben wird die Grundvorstetiuagation
verstarkt thematisiert. Zum Abschluss der ersten Aufgabe werdesiudirendermit dem
Problem konfrontiert, dass im Saulendiagramm zu einem gegebenen Zeitpunkt nur ein
Konzentrationswert abgelesen werden kann. Darauf aufbauend werden sie aufgefordert, weitere
Moglichkeiten zur Darstellung mehrerer gemessener Konzentrationswérésdueiben.

4.2.4.2 Aufgabe 2

In der zweitenAufgabe wird der Graph als Darstellung eingefiihrt. Alle Applets, die in der
zweiten Aufgabe verwendet werden, sehen wi@bhildung4.10 aus. Sie unterscheiden sich

z.B. darin, dass bei den ersten Teilaufgaben neben den drei Saulen keine Konzentrationswerte
angezeigt werden. Dies soll die qualitative Auseinandersetzuitigdem funktionalen
Zusammenhangrdern. Die ersten sechs Teilaufgaben sindbbildung4.11 dargestellt. In

den Aufgaben &) soll der Zusammenhang zwischen dem bereits bekannten Séaulendiagramm
und dem Graphen untersucht werden. Dazu sollenStlidierenderden Zusammenhang
zwischen dem Schieberegler Zeit und der Hohe der Saule, dem Schieberegler Zeit und dem
Punkt im Graphensowie der Hohe der Séule und dem PunktGmaphenerklaren. Die
Formulierung dieser Aufgaben zielt nicht direkt auf eine Grundvorstellung ab. Es W&ird z.
nicht gezielt nach der Anderung der Konzentration im S&aulendiagramm oder im Graphen
gefragt. Dennoch werden die Lernenden durch die dunkelblaterlegte Anweisung
aufgefordert, den Schieberegl@eit zu bewegen. Dadurclherandern die Studierenden
eigenstandig die abhangige GroRe Zeit und konnen die Anderung der abhangigen GroRe
Konzentratiorvon Abzw.B in den vorgegebenen Darstellungen unmittelbar wahrnehmen. Dies
kann dazu fuhren, dass auch in diesen Aufg&merariation starkeradressiertvird. Aufgabe

d) dient wiederum der Uberpriifung, ob Sieidierendedie Koordinaten eines Punktes ablesen

und in Bezug auf den Anwendungskontext der chemischen Reaktion interpretieren kénnen.
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Somit wird in dieser Aufgabe vor alleguordnungund Verknipfung der Situation mit der
Darstellung Graph adressiert.

Abbi |l 41luChgp | deear

2di gi tal en

Lernumgebung

A B Konzentration Konzentration L CA in mol/1
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0 mol /|-l | _
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t in min
Anfangskonzentration cy4, Konzentration ¢4 von A S
Hur
von A: 2 mol/1 . I
) ) [:] Konzentration eg von B
Zeit =90 min

Anschlie3end sollen diStudierenderdie Spur aktivieren, sodass alle Messpunkte sichtbar
bleiben. Dies ermdglicht eine ganzheitliche Betrachaegfunktionalen Zusammenhangs im
Graphen. In Aufgabe e) sollen die Lernenden beschreiben, wie die Konzentrationsanderung im
Graphen zu erkennen ist. Da die Spur aktiviert ist und der Blick auf den Graphen eine
ganzheitliche Sicht auf die Funktion ermdgligkagl. Vollrath, 1989, S. 16)wird in dieser
Aufgabe die GrundvorstellungObjekt angesprochen. Darlber hinaus wird in der
Aufgabenstellung explizit die Anderung der Konzentration thematisiert, sodass auch
Kovariation angesprochemwerden kannin Aufgabe f) werden zwei gleich lange Zeitraume
vorgegeben und die Studierenden sollen beurteilen, in welchem Zeitraum die
Konzentrationsanderung végrolier ist. AnschlieRend werden die Studierenden aufgefordert,
ihre Antwort mit Hilfe des Graphen zu begrinden. Die vorgegebenen Zeitrdume Wwege
auseinander, sodass die Differenz leicht an den entsprechenden Messpuni&eaplien
abgelesen werden kann. Diese Aufg#immatisiertalso den Umgang mit dem Graphen und

die Grundvorstellundgfovariation Anschlielend wird die gleiche Aufgabe mit zwagiteren
gegebenerZeitraumen bearbeitet. Diese Zeitrdume liegen direkt nebeneinander, dedass
Unterschiedhicht zuverlassigitnhand deMesspunkte abgelesen werden kann. Hier wird von
den Studierenden erwartet, dass sie die Anderung der Konzentidiey den gesamten
Beobachtungszeitraum analysieren, um zu erkennen, dass die Abnahme der Konzentration mit
der Zeit geringer wird. Damit wird neb&mwvariationauchObjektadressiertin den folgenden
Teilaufgaben wird die Anderung der Konzentration vBnanhandahnliche Aufgaben
untersucht. Anschlie3end sollen die Studierenden beurteilen, ob vorgegebene Eigenschaften fur
die beiden funktionalen Zusammenhénge zwischen Zeit und KonzentrAtidzw.
Konzentration B zutreffen. FUr jede Eigenschaft wird eirgegrindung verlangt. Das
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Monotonieverhalten (die Konzentration nimmt zu oder ab) und die Eigenschaft der
gleichmaRigen Anderung sind vorgegeben. $keh die Eigenschafterauf den gesamten
Graphen der Funktion beziehewird in diesen Aufgaben die Grundvorstellu@pjekt
angesprochen.

Abbi |l 4lulmgf gabfen dzear di gitalen Lernumgebung

Bewegen Sie fiir die folgenden Aufgaben den Schieberegler ,,Zeit”.

a) Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen dem Schieberegler ,,Zeit“ und der
Saule ,, Konzentration c, von A“.

b) Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen dem Schieberegler ,,Zeit“ und dem
roten Punkt im Koordinatensystem.

c) Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen der Hohe der Saule ,,Konzentration
¢, von A“ und dem roten Punkt im Koordinatensystem.

d) Stellen Sie den Schieberegler ,,Zeit“ auf 60 min und geben Sie die Koordinaten
des roten Punkts ndherungsweise an.

Erkléren Sie die Bedeutung der Koordinaten des roten Punktes im Kontext der
Reaktion A - B.

Klicken Sie auf den Auswahlknopf ,,Spur®. Nun bleiben alle bereits gemessenen
Punkte sichtbar.

Ziehen Sie den Schieberegler ,,Zeit“ langsam nach rechts.

e) Beschreiben Sie, wie man die Veranderung der Konzentration ¢, von Aim
Funktionsgraphen erkennen kann.

Betrachten Sie die beiden Zeitrdume der Lange At = 10 min.
Zeitraum 1: t; = 30 min bis t, = 40 min
Zeitraum 2: t; = 130 min bis t, = 140 min

f) Inwelchem Zeitraum ist die Veranderung der Konzentration ¢, von A grosser oder
ist diese in beiden Zeitraumen gleich gross?

Begrunden Sie lhre letzte Antwort mit dem Funktionsgraphen.

4.2.4.3 Aufgabe 3

In der dritten Aufgabe der Lernumgebung wird statt der bisher untersugbsktionerster
Ordnung eine Reaktionnullter Ordnungund damit eine lineare Funktion betrachtet. Eine
typischeReaktion nullter Ordnungst der Abbau von Ethanol im menschlichen Kérper. Da
beim Abbau von Ethanolin der Realitat mehrere Produkte entstehen, wurde die
Reaktionsgleichung vereinfacht D& ¢ € &0, wobei B stellvertretend fiir die Produkte
steht.Abbildung4.12 zeigt das in dieser Aufgabe verwendete Applet. Bis auf die angepassten
Beschriftungen und dimear verlaufendeMesspunkte entspricht es dem bereits in der zweiten
Aufgabe verwendeten Applétgl. Abbildung4.10). Die Aufgaben orientieren sich ebenfalls

an den bereits vorgestellten Teilaufgaben der zweiten Aufgabe der Lernumgebung. Wie in
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Aufgabe 2(sieheAbbildung 4.11) werden dieStudierenderaufgefordert, die Anderung der
Konzentration von Ethanol im Graphen zu beschreiben (e), die Anderung von Ethanol in zwei
gleich langen Zeitrdumen zu vergleichen (f) und zu beurteilen, welche Eigenschaften auf den
Graphen zutreffen. Somit zielen auch didségaben auf di€&rundvorstellungeKovariation

und Objekt ab. Am Ende der dritten Aufgabe wird ein Zeitintervall veehn Minuten
vorgegeben un8tudierendesollen sowohl die Anderung der Zeit als auch der Konzentration

in diesem Zeitintervall angeben. Dies dient der Vorbereitung der vierten Aufgabe, in der das
Steigungsdreieck in diesem Zeitintervall schrittweise konstruiert wird.

Abbil dluhgplder 3di gi talen Lernumgebung

Ethanol — B Konzentration Konzentration L €A in mol/1
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Anfangskonzentration cy4, Konzentration ¢4 von Ethanol Spur
von Ethanol: 2 mol/1 . !
D Konzentration eg von B
Zeit =110 min

4.2.4.4 Aufgabe 4

In der vierten Aufgabe der Lernumgebung wird das Steigungsdreieck als visuelles Hilfsmittel
zur Erfassungler Anderung von Zeit und Konzentratieingefiihrt. Dazu wird ein Applet
verwendet, das nur den Graphen, hd. die eingezeichneten Messpunkte der
Ethanolkonzentration in Abh&ngigkeit von der Zegigt Abbildung4.13zeigt das Applet 4.1

zu Beginn der Aufgabe. Mit Hilfe dieses Applets wird das Steigungsdreieck schrittweise
konstruiert. Dazu werden die Steuerelemente unterbdekGraphenverwendet. Durch
Aktivierung des Kontrollkastchengeranderung der Zeiverden vertikale gestrichelte Linien
zwischen den Messpunkten bei 70 und 80 Minutend der Zeitachse angezeigt. Die
Schnittpunkte auf der Zeitachse werdendnitndd bezeichnet, der Abschnitt zwischen diesen
Schnittpunkten wird durch eine dicke schwarze Linie hervorgehoben und oberhalb der
Messpunkte erscheint die quantitative Berechnung wan Zusatzlich erscheint im
Kontrollbereich neben dem aktivierten Kontrollkastchen ein Schieberegler. Nach Anklicken
des Kontrollkastchen¥erdnderung der Konzentratiowerden analog dazu entsprechende
horizontale Hilfslinien zwischen deMesspunkterund der Konzentrationsachse, eiiette

Linie auf der Konzentrationsachse und die Berechnung der Konzentrationsdnderung
eingeblendet. Diese werden entsprechencisireitlichen Farbgebungt dargestellt.
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Die neu eingeblendeten Elemente sindlildung4.14 zu sehen. Dort ist Applet 4z sehen
nachdem beide Kontrollkastchen aktiviert wurden, der Schieberegler Webé@&mderungder

Zeit nach rechts und der Schieberegler neYderinderungder Konzentratiorbis knapp zur
Mitte verschoben wurde.
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Durch Ziehen der Schieberegler neben den Kontrollkdstchen nach rechtdikafett
hervorgehobene Liniewischend und o auf der Zeitachse bzveo 6 und® o auf der
Konzentrationsachse kontinuierlich zu den Messpunkten verschoben werden. Wird der
Schieberegler ganz nach rechts gezogen, liegt diese Linie zwischen den beiden Messpunkten.
Durch diese Visualisierung und den schrittweisen Aufbau soll verdeuthietten, dass die
Anderung der beiden GroRen auf den beiden Achsen erkannt und durch den Abstand der beiden
Zeit- bzw. Konzentrationserte visualisiert werden kann. Durch das Verschieben der Linie, die
den Abstand zwischaden beiderZeit- bzw. Konzentrationswerten darstellt, wird verdeutlicht,

dass dies genau dem horizontalen bzw. vertikalen Abstand zwischen den beiden Messpunkten
entspricht, sodass man die Anderung von Zeit und Konzentration tiber den horizontalen bzw.
vertikalen Absand der Messpunkte emkeen kann. Der bisher beschriebene
Konstruktionsprozess, #. das Aktivieren der Kontrollkdstchen und das Bewegen der
Schieberegler, wird in den ersten beiden Teilaufgaben durchgefuhrt. Die Aufgabe beschreibt,
was dieStudierenden im Applet bedienen sollerd fordert sie auf, zu beschreiben, was sie im
Applet beobachterSobald die Kontrollkastchen aktiviert und die Schieberegler nach rechts
bewegt werden, erscheinen weitere Steuerelemente

Abbildung 4.15 zeigt das Applet 4.1 mit allen verfigbaren Steuerelementen. Mit einem
weiteren Kontrollkastchen kann die mittlere Anderungsrate der Konzentration pro Minute

angezeigt werden. Dadurch wird der Quotientangezeigt.
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Die GroRe des Zeitintervalls und damit des Steigungsdreiecks kann mit einem Schiebéregler
verandert werden. Das Zeitintervall beginnt immer bei 70 Minuten, sochissdem
Schieberegler die rechte Grenzerschoben wirdWird der Schieberegler agfo p @ Q¢
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eingestellt, erscheint der nachste Messpunkt bei 90 Minufeisatzlich kdnnen die
gestrichelten Hilfslinien ausgeblendet werden, um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen. In den

Aufgaben werden die Studierenden aufgefordert, die Bedeutung der Einfeiter mittleren

Anderungsrate im Zusammenhang mit dem Abbau von Ethanol zu erlautern. AnschlieRend
wird das zwischen den beiden Messpunkten konstruierte Dreieck als Steigungsdreieck definiert.
Es wird darauf hingewiesen, dass die beiden Messpunkte auchander verbunden werden
kénnen, um ein Dreieck zu erhalten. In der Lernumgebung werden die Messpunkte nicht
miteinander verbunden, da nicht der Eindruck erweckt werden soll, dass sich die Konzentration
zwischen zwei benachbarten Messpunkten linear andgiobesondere bei einBeaktiorerster
Ordnung die ab Aufgabe @vieder betrachtet wird, liegt eine nichtlineare Anderung der
Konzentration vor.

Nachdem das Steigungsdreieck in Applet 4.1 Schritt fur Schritt konstruiert wurde, wird es in
den bekannten Applets mit Saulendiagramm und Graph ergdAnbildung4.16 wird Applet

4.2 gezeigt. Im Graphen werden nun das Steigungsdreieck ur@udéent— angezeigt.

Oberhalb de§raphernwerden die absoluten Anderungen der Zeit und der Konzentrationen der
beiden Reaktaien angezeigt. Unterhalb des Saulendiagramms befindet sich ein weiterer
Schiebereglezo, mit dem die GréRe des Zeitintervalls und damit des Steigungsdreiecks variiert
werden kann.

Abbi |l 4luGhgp | ateddg it @ad mummgebung
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Das Steigungsdreieck wird immer zwischen dem aktuell eingestellten Zeitwert des
Schiebereglers Zeit und einem vorhergehenden Messpunkt ang&nghach bleibt die
Grenze des Zeitintervalls bei Anderung v®a konstant.Abbildung 4.17 zeigt die beiden
Teilaufgaben, die mit Applet 4.2 bearbeitet werden. Die Studierenden sollen begrtinden, warum
die absolute Anderung (iber den gesarBenbachtungszeitraunegativ ist. Anschlielend soll
begriindet werden, warum die mittlere Anderungsrate unabhangig vom eingestedjteich

bleibt. In Teilaufgabe a) kénnten viele Studierende antworten, dass die Konzentration von
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EthanollUber den gesamten Zeitraum abnimmt. Bei Teilaufgabe b) ist es wahrscheinlich, dass
viele Studierende mit der GleichmaRigkeit der Anderung von Zeit und Konzentration, also einer
zentralen Eigenschatt einer linearen Funktion, argumentieren. Somit spredateibfgaben

die Grundvorstellun@bjektan.

Abbi | 4luBmgf gab®i

#le2adigitalen

Lernumgebung

a) Begrunden Sie, warum der Wert Ac, im Kontext Abbau von Ethanol im gesamten

Zeitraum negativ ist.

Bewegen Sie den Schieberegler ,At“ in beide Richtungen.

b) Begriinden Sie, warum sich die mittlere Anderungsrate % in unterschiedlichen

Zeitraumen nicht verandert.

4.2.4.5 Aufgabe 5

In der funften Aufgabe der Lernumgebung wird @ermals weitere Darstellung eingefihrt.
Es wird weiterhin der Abbau von Ethanol im menschlichen Korper untersucht. Die Aufgabe
l&sst sich in drei verschiedene Bereiche unterteilen, fir die es unterschiedliche Applets gibt.

Zunachst wird der Term 0

ato o (siehe KapiteR.4.2.9, der die Konzentration von

Ethanol in Abh&ngigkeit von der Zeit beschreibt, schrittweise hergeleitet. AnschlieRend wird
der Einfluss der beiden Parameterund ¢ untersucht.Zum Abschlusswird der Term
aufgestellt, der die Konzentration vBrbeschreibt.

In der Aufgabe 5.1 wird schrittweisder Term hergeleitet. Zur Bearbeitung dieser Aufgabe
steht den Studierenden dasfinbildung4.18 dargestellte Applet zur Verfigung.

Abbi |l 4luGhgpl et

5.

1 der digitalen

Lernumgebung

Ethanol — B Konzentration Konzentration
¢4 von Ethanolep von B

2 mol /| - gr—

1 mol/l

1 mol/I

0.

0 mol/I- b - ]

Anfangskonzentration cy,
von Ethanol: 2 mol/I

At = 10

——

Zeit = 100 min

(@)
&

----------- 20

At =ty — t; = 100min — 90min = 10min

Acy = ca(t2) — ca(t1) = ca(100) — c4(90) = 1mol/l — 1.1mol/l = —0.1mol /1

¢4 in mol/1

5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
t in min

Spur

Konzentration ¢4 von Ethanol
Steigungsdreieck

ca(t) =

Auf der rechten Seite wurde ein weiteres Feld hinzugefigt, in das der Term eingetragen wird.
Dies ist das Zielder ersten TeilaufgaberSobald ein Term eingegebemird, wird der
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kontinuierliche Graph im Koordinatensystem angezeigt, sodass kontrolliert werden kann, ob
derermittelteTerm die gegebenen Messpunkte beschreibt. In der ersten Teilaufgabe sollen die
Studierenden die Ethanolkonzentration zu Beginn des Abbaus, die Konzentrationsanderung
innerhalb von zehn und einer Minute sowie die mittlere Anderungsrate angeben. Diese
Aufgaken wiederholen den Inhalt der vorhergehenden Aufgaben. Durch die Angabe der
Konzentration zu Beginn des Abbaus (1ta "Qewird Zuordnungadressiertwahrend die
folgenden TeilaufgaberKovariation adressieren.AnschlieRend sollen die Studierenden
beschreiben, wie die Ethanolkonzentratmsgehend voe berechnet werden kann.

Die folgenden Teilaufgaben sind bbildung 4.19 dargestellt. In Aufgabe f) wird den
Studierenden der ZahlenternfFreisinger & Poloczek, 2022)ur Berechnung der
Ethanolkonzentration nach 10 Minuten vorgegeben. Dieser Term soll unter Berlcksichtigung
des Anwendungskontextes erklart werden, wobei alle drei vorkommenden Gr6R3en, d.h. die
mittlere Anderungsrate, die Anfangskonzentration und die n@tehe Zeit beriicksichtigt
werden sollen. Anhand dieser Zahlenterme soll schrittweise die Struktur des Terms, der die
Ethanolkonzentration zu einem beliebigen Zeitpunkt beschreibt, erkannt w@aeel &
Holzapfel, 2017) Dazu sollen die Studierenden in Aufgabe g) einen weiteren Zahlenterm
angeben, mit dem die Konzentration von Ethanol nachMi@uten berechnet wird.
AbschlieBend soll in Aufgabe h) ein Term mit variabler Beihgegeben werden.

Abbil #/lluddgf gab-bn Bedfdigitalen Lernumgebung

f) Die Konzentration ¢, nach t = 10 min lasst sich durch

c,(10) = -10 min + 2 mol/!

berechnen. Erlautern Sie, warum dieser Term im Hinblick auf den Kontext Abbau
von Ethanol sinnvoll ist. Gehen Sie dabei auf die drei Grossen und die
Rechenoperationen ein.

g) Geben Sie einen entsprechenden Term (mit Einheiten) fur c,(20), also die
Konzentration ¢, nach t = 20 min, an.

h) Geben Sie einen Term (mit Einheiten) an, der flr jeden Zeitpunkt t (in Minuten)
den Wert der Konzentration ¢, von Ethanol berechnet.

Bei der Konstruktion des Terms kénnen verschiedene Grundvorstellungen angesprochen
werden. Die Angabe eines Konzentrationswertes zu einem bestimmten Zeitpunkt spricht die
Zuordnungan. Es wird jedoch die Angabe eines Terms verlangt, der den Konzentrationswert
in Abhangigkeit von der Zeit und ausgehend von der Anfangskonzentration bestimmt. Dazu
muss die zeitliche Anderung der Konzentration vom Beginn des Beobachtungszeitraums bis
zum angegebenen Zeitpunkt berticksichtigt werden, K@asriation adressiert. Da sich die
Konzentration wahrend des gesamten Zeitraums gleichmafig andert, gibt es eine konstante
mittlere Anderungsrate, mit der die Anderung innerhalb jedes Zeitraums quarttifizirden

kann. Aus diesem Grund kann die Konzentrationsanderung in numerischen durch das Produkt
aus der mittleren Anderungsrate und dem angegebenen Zeitpunkt bestimmt \Réeden.
Uberlegungen basieren auf den globalen Eigenschafteriudkonalen Zusammenhangs
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sodass hieObjektadressiert wird. Der in h) ermittelte Term soll zur Validierung in das freie
Eingabefeld des Applets 5.1 eingetragen werden. In der abschlie3enden Teilaufgabe sollen die
Studierenden den Graphen beschreiben und werden aufgefordert, die Eigenschaften des
Graphen mit demAbbau vonEthanol zu verknlpfen. Beispielsweise konnte die Form einer
Geraden mit einem gleichmafigébbau von Ethanah Verbindung gebracht werden oder die
beiden Schnittpunkte mit den Achsen werden als Beginn und Emdebthufenden Reaktion
interpretiert.

In Aufgabe 5.2 werden die Parameter des zuvor aufgestellten Terms mit HilfeAddsldung
4.20 dargestellten Applets analysiert. Auf der rechten Seite befinden sich unterhalb des Terms
weitere Schieberegler, mit denen die beiden Parameterd & variiert werden kénnen. In

den Aufgaben wird zunachst der Einfluss won und dann vorm auf den Graphen und den
gegebenen Anwendungskontext untersucht.

Abbil 42u0hgp!| eter5.dd gi t al en Lernumgebung

At =13 — t; = 10min — Omin = 10min

Acy = calts) — ca(tr) = ca(10) — c4(0) = 1.9mol/l — 2mol/l = —0.1mol /1
Acgp = cplta) — ep(th) = ep(10) — ep(0) = 0.1mol /l — Omol/l = 0.1mol /1
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15
, ea(t) =m-t+ca,
= -t 4 2mol/l
05
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0 mol /|- b c oo TS RIS NN DR
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Anfangskonzentration cy, Konzentration ¢4 von Ethanol Spur
- 1;'(;:“]3“]&““1: 2mol/1 [:I Konzentration c¢g von B Steigungsdreieck O
é ca, = 2mol/l
@

Abbildung 4.21 zeigt die Aufgaben zur Untersuchung des Einflusses des Parametddge
Aufgaben firm haben den gleichen Aufbau. Zunachst soll eine Vermutung geauf3ert werden,
welchen Einfluss der jeweilige Parameter auf den Anwendungskontext und den Graphen hat.
Dabei sollen die Lernenden den Schieberegler im Applet noch nicht benutzen und ihre Antwort
au Basis des bisher Gelernten geben. Erst in der nachsten Aufgabe werden die Studierenden
aufgefordert, den Schieberegler im Applet zu bedienen. Innerhalb dieser Aufgaben wird ein
globaler Einfluss der beiden Parameter erarbeitet, sodass die Grundvagsteljekt
adressiert wird. Anschlie3end soll der Einfluss des Parameters auf den Graphen und auf den
Anwendungskontext beschrieben und notiert werden. Nachdem der Einfluss der beiden
Parameter von den Studierenden erfasst wurde, soll erklart werden, warum derashagém
Schnittpunkt mit der Zeitachse abbricht. Daztd die Einstellung debeidenParameter durch

o p8& G € Fmundd T8t p—T vorgegebensodass der Schnittpunkt bei 140 Minuten
liegt.
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Abbil 2ulkhgf gaben SHe2adigitalen Lernumgebung

a) Geben Sie an, welche Bedeutung ¢, im Kontext Abbau von Ethanol hat.
Formulieren Sie eine Vermutung, wie ¢, den Funktionsgraphen beeinflusst.

Verandern Sie die Anfangskonzentration mit dem Schieberegler und

beobachten Sie die Veranderung des Funktionsgraphen.
b) Beschreiben Sie den Einfluss von ¢, auf den Funktionsgraphen.
c) Halten Sie den Einfluss von ¢, flr den Abbau von Ethanol fest.

Im abschlieBenden Teil der funften Aufgabe, Aufgabe 5.3, sollen die Studierendéeragn

der die Konzentration voB beschreibtbestimmen. Dazu steht ihnen dasAipbildung 4.22
dargestellte Applet zur Verfligunygergleichbar mit Applet 5.{vgl. Abbildung4.18) werden
Eingabefelder zur Verfligung gestellt, in die die Studierenden zum Abschluss der Aufgabe den
Term eintragen sollen. Es werden jedoch zwei Felder vorgegeben, um zu verdeutlichen, dass
der gesuchte Term die gleiche Struktur wie der zuvor analysiente defweist. Au3erdem
missen die Studierenden einen Wert fir die mittlere Anderungsrate und die
Anfangskonzentration vonB eingeben. In einem groRen Eingabefeld kann die
Anfangskonzentration aufgrund des Wertasd/| vernachlassigt werden.

Abbil d2u&hgp!| eter5.d3 gi talen Lernumgebung

At = t3 — t; = 40min — 30min = 10min
Acy = ca(t:) — ca(ty) = ca(40) — c4(30) = 1.6mol/l — 1.7mol/l = —0.1mol /1
Acp = ep(tz) — es(t1) = ep(40) — ¢p(30) = 0.4mol/l — 0.3mol/l = 0.1mol /1

Ethanol — B Konzentration Konzentration ¢4 in mol/1
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2 mol/| - === =22 pr— -

1.6 mol/l [IR] 1.6 mol/i
t+ C4,

~+t+ 2mol/l

-t

0 mol/1- = [ .
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Anfangskonzentration cy4, Konzentration ¢, von Ethanol D Spur

von Ethanol: 2 mol/1 ‘
Zeit = 40 min Graph

Konzentration eg von B . i
Steigungsdreieck

Im Gegensatz zu Aufgabe 5.1 wird hier kein kleinschrittiges Vorgehen mit einem Zahlenterm
vorgegeben. Stattdessen sollen allgemeine Eigenschaften dieses funktionalen Zusammenhangs
herausgearbeitet werden, um zu begriinden, dass der Term die gleiche $ferikier zuvor
untersuchte Term aufweist. Zunachst sollen die Lernenden begrinden, warum sich die
Konzentration vorB innerhalb vorzehnMinuten immer um den gleichen Wert andert. Hier
konnen die Lernenden darauf hinweisen, dass die Gesamtkonzentrastemkdieibt, sodass

die Abnahme des Ethanols der Zunahme des Produkts entspricht. In einer spateren Aufgabe
wird explizit darauf hingewiesen, das Anderungsverhalten der beiden Konzentrationen zu
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vergleichen, um zu begriinden, warum der Term die gleiche Struktur haben muss. In diesen
Aufgaben wird das globale Anderungsverhalten der Konzentratiol Ybematisiert, sodass

die Grundvorstellun@bjektadressiert wird. In der letzten Aufgabe soll der Term, der die
Konzentration vorB in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt, angegeben und mit Hilfe des
Appletsvalidiertwerden.

4.2.4.6 Aufgabe 6

In der sechsten Aufgabe wird erneut Bieaktionerster Ordnunghematisiert, die bereits in

den ersten beiden Aufgaben der Lernumgebung untersucht wurde. Der bereits bekannte
funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und KonzentrationAsanrd nun mihilfe des
Steigungsdreiecks im Graphen untersucht. Dasbinldung 4.23 dargestellte Applet 6 ist bis

auf die dargestellte Exponentialfunktion mit Applet 4.2 aus der vierten Auffaiie
Abbildung4.16) vergleichbar.

Abbi |l d2u3hpgpldeer 6di gi talen Lernumgebung

At =ty — t; = TOmin — 60min = 10min
Acy = caltz) — ca(ts) = ca(70) — c4(60) = 0.99mol/l — 1.1mol/l = —0.104mol /1
Acg = cg(tz) — ep(t1) = eg(70) — cp(60) = 1.01mol /Il — 0.9mol/l = 0.104mol /1
A— B Konzentration Konzentration .
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2 mol /| - e 1.01mol/l MR | B e
°
°
15 °
Ace 1/l
o ca = —0.0 mul/
° . At min
10lmolft | & ca
0.99 mol/I 0.99 mol/||
05
0 mol/l- b= oo el e T !
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t in min
Anfangskonzentration cy4, Konzentration ¢4 von A
von A: 2 mol/l D Konzentration ¢ von B
Zeit = 70 min

Abbildung 4.24 zeigt die ersten beiden Teilaufgaben der sechsten Aufgabe. In a) sollen die
Studierenden die mittlere Anderungsrate beobachten und beschreiben, wie sich dieser Wert
uber den gesamten Zeitraum verandert. Anschlielend sollen sie die Bedeutung dieser
Ergebnise fiir den Anwendungskonteotiemische Reakticerlautern. Die Anderung von Zeit

und Konzentration in einzelnen Zeitintervallen soll untersucht und verglichen werden, um auch
eine globale Aussage zu ermdglichen. Aus diesem Grund kbnntalieser Aufgabe
Kovariation und Objekt angesprocherwerden. In Aufgabe b) sollen mdgliche globale
Erkenntnisse Uber das Anderungsverhalten genutzt werden, um zu begriinden, warum die
Konzentration vorA nicht durch eine lineare Funktion beschrieben werden kann. Hier kdnnen
globale Eigenschaften einer linearen Funktion und der hier gegebene funktionale
Zusammenhang voneinander abgegrenzt werden, sdobjgkt adressiert wird. In den
folgenden Aufgaben werden die Studierenden aufgefort®rzwischen 200 und 210 Minuten

zu schatzen und zu begrinden, wie sie zu ihrem geschétzten Wert kommen. Es wird erwartet,
dass die Studierenden erkennen, dass die Abnahme der Konzentration mit zunehmender Zeit
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geringer wird und aufgrund der absoluten Konzentrationsdnderung zwischen 190 und 200
Minuten einenbetragsmaligtwas niedrigeren Wert wahlen. Damit wird in erster Linie die
Grundvorstellung Objekt angesprochen. Allerdings muss dasderungsverhaltender
Konzentratbon im vorangegangenen Zeitintervall berlcksichtigt werden, sodass auch
Kovariation angesprochen wird. AnschlieRend sollen die Lernenden erlautern, wie die
Halbwertszeit der Konzentration vénanhand des Graphen bestimmt werden kaimer. sind
verschiedene LoOsungen denkbar. D&udierendenkdnnten die Graphen der beiden
Konzentrationemetrachterund argumentieren, dass die Zeitkoordinate des Schnittpunktes die
Halbwertszeit angibt. Dies wurde die Grundvorstell@igektansprechen. Alternativ kbnnte

man auf der Konzentrationsachse bei der halben Anfangskonzentration beginnen, im Kopf
horizontal nach rechts bis zum Schnittpunkt mit dem Graphen blicken und von dort vertikal zur
Zeitachse gehen, um die Halbwertszeit abare®ies wirde einer umgelkrten Zuordnung
entsprechen, da man ausgehend von einem Konzentrationswert den zugehorigen Zeitwert sucht.
Aus diesem Grund wird in einer solchen Losufgprdnungangesprochen. In den letzten
beiden Teilaufgaben sollen die Unterschiede zwischenAtdrau vonEthanol aus der dritten

bis funften Aufgabe und d&onzentrationvon A bei der Reaktioerster Ordnundpenannt und

mit den Graphen in Beziehung gesetzt werden. Damit wird die Grundvorstélbjedst
angesprochen und die Lernenden werden explizit aufgefordert, den Zusammenhang zwischen
den situativen Kontexten und dem Graphen herzustellen.

Abbil 4d2ukhgf gakben deear di gitalen Lernumgebung

a) Beschreiben Sie, wie sich die mittlere Anderungsrate % im
Beobachtungszeitraum verandert.

Erlautern Sie, welche Bedeutung die Verdnderung der mittleren Anderungsrate
AAL:fUr die chemische Reaktion A — B hat.

b) Begrinden Sie ausgehend von lhrer Antwort in a), warum man ¢, (t) nicht durch
eine lineare Funktion beschreiben kann.

4.2.4.7 Aufgabe 7

In der siebten Aufgabe der Lernumgebung wird anstelleRe@ktionerster Ordnungein

anderer Anwendungskontext behandelt. Ziel dieser Aufgabe ist die Erarbeitung des Terms einer
Exponentialfunktion. Die Geschwindigkeitskonstante im KontexRésktionerster Ordnung

liegt bei ca. M1. Da dieser Wert nicht qualitativ hergeleitet werden kann und es nicht
authentisch ware, diesen Wert innerhalb einer Aufgabe zu verandern, wird ein anderer Kontext
mit einfachen Zahlen verwendet. Es wird das exponentielle Wachstunsterlvervon Zellen
untersucht, bei dem sich die Zellen innerhalb einer Stunde verdoppeln bzw. halbieren. Somit
werden in dieser Aufgabe exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall untersucht,
obwohl im Kontext der Reaktion erster Ordgurur der exponentielle Zerfall relevant (eg|.

Kapitel 2.4.2.9). Insgesamt besteht die siebte Aufgabe aus funf Teilen, wobei die Aufgaben 7.1
und 7.2 das Zellwachstum behandeln. Die Aufgaben 7.3 und 7.4 sind identisch und behandeln
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das ZellsterbenAufgabe 7.5 vergleicht Zellwachstum u@elisterben In den folgenden
Abschniten werderdie Aufgaben 7.3 bis 7 Beschrieben

Abbildung 4.25 zeigt das Applet 7.3, das die Studierenden zur Bearbeitung der Aufgabe 7.3
verwenden. Es enth@tnenGrapherund im unteren Bereich verschiedene Steuerelemente. Im
Eingabefeld soll zum Abschluss der Aufgabe ein Term eingegeben werden. Nach der Eingabe
erscheint ein kontinuierlicher Graph im Koordinatensystem. In den ersten Teilaufgaben sollen
die Studierenden diAnderung der Zellzahl anhand des Graphen beschreiben und erklaren,
warum die Anderung mit der Zeit kleiner wird. Als Argument dient die stetige Halbierung der
Zellzahl innerhalb einer Stunde. Wenn eine kleinere Zellzahl halbiert wirdcistaiabsolute
Anderung kleiner. Durch diese Aufgaben werden @rendvorstellungerKovariation und
Objektangesprochen.

Abbil f2u5hgp!| eter7 .d3 gi talen Lernumgebung
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t =4h )
@ Anzahl der Zellen : N(4) = 80 N(t) =

In Abbildung 4.26 sind die Teilaufgaben zur Herleitung des Terms dargestellt. Wie in der
funften Aufgabe werden zunachst Zahlente(fFreisinger & Poloczek, 2022ufgestellt, um

die Struktur des Terms zu erarbeiten. In diesen Aufgaben werden alle drei Grundvorstellungen
angesprochen. Durch die Angabe der Anzahl der Zellen zu einem bestimmten Zeitpunkt wird
Zuordnungangesprochen. Beim Aufstellen des Zahlenterms misseStdaderenderdie
stundliche Veranderung, d. h. die Abnahme um die Hélfte, bertcksichtigen, Kogtagation
angesprochen wird. Dariiber hinaus gilt diese Eigenschaft global fir den gesamten funktionalen
Zusammenhang, sodass a@ihjektadressiertverden kann.

In Aufgabe 7.4 wird die Eulersche Zahl eingefuihrt. Bisher wurde der Term mit der-Basis

aufgestellt. ImHinblick auf die chemischeReaktionerster Ordnungund der allgemeinen
Bedeutung der eulerschen Zahl war es jedoch notwendig, diese Zahl einzufihren. Dazu wird
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sie in dieser Aufgabe als wichtige Naturkonstante mit vorteilhaften Eigenschaften vorgestellt.
Ausgehend vom bisherigen Term wird ein Basiswechsel durchgefihrt.

Abbil d2uehgf gabgn ded3ddigitalen Lernumgebung

d) Geben Sie einen Term an, welcher N nach t = 1 h ausgehend vom
Anfangsbestand N, = 100 berechnet.

Die Anzahl N nach t = 2 h lasst sich durch den folgenden Term berechnen:
N(2)=100-2-2=100-22
e) Erlautern Sie diesen Term mit Blick auf den Zusammenhang des Zellwachstums.

f) Geben Sie einen entsprechenden Term fuir N(3) also die Anzahl der Zellen N
nacht =3 han.

g) Geben Sie einen Funktionsterm N(t) an, der fiir jeden Zeitpunkt t (in k) die
Anzahl der Zellen N berechnet.
Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch die Eingabe im Applet.

Dazu erhalten die Lernenden dasAinbildung4.27 dargestellte AppleDurch Aktivieren der
Kontrollkastchen erscheint der stetige Graph. Da beide Funktionen identisch sind, liegen die
Graphen Ubereinander. Dadurch sollen die Studierenden erkennen, dass die beiden Terme zwar
auf den ersten Blick unterschiedlich aussehen, @denoch identisch sind. In den Aufgaben
werden die Lernenden aufgefordert, anzugeben, welche Bestandteile der Terme identisch oder
unterschiedlich sind. Beispielsweise enthalten beide TdenéAnfangszellbestan®ie Basis

und der Exponent der Potenz sind verschieden.

Abbil 42uApgp!| aedter7 .d4d gi t alen Lernumgebung
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Durch Aktivieren der Kontrollkdstchen erscheint der stetige Graph. Da beide Funktionen
identisch sind, liegen die Graphen Ubereinander. Dadurch sollen die Studierenden erkennen,
dass die beiden Terme zwar auf den ersten Blick unterschiedlich ausseheteratmeh
identisch sind. In den Aufgaben werden die Lernenden aufgefordert, anzugeben, welche
Bestandteile der Terme identisch oder unterschiedlich sind. Beispielsweise enthalten beide
Termeden Anfangszellbestan®ie Basis und der Exponent der Potend sierschieden.

In Aufgabe 7.5 werden die beiden funktionalen Zusammenhange zwischen Zeit und Zellzahl
bei Zellwachstum undellsterberverglichen Abbildung4.28 zeigt das entsprechende Applet.

Es zeigt die Graphen der beiden funktionalen Zusammenhénge, die mit den Steuerschaltflachen
ein- und ausgeblendet werden kdnnen. In den Aufgaben sollStutieerendegrundlegende
Eigenschaften der beiden funktionalen Zusammenhange notieren und die Unterschiede der
Graphen und Terme vergleichen. Damit wird die GrundvorstelRjgktangesprochen.

Abbil 2u8hpgp!| eter7 .d5 gi talen Lernumgebung

Anzahl der Zellen N,
32007 Anzahl der Zellen N,
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Ny(t) = 1280 - 5; = 1280 2-t N,(t) = 1280 = 1280 . 009t

P

4.2.4.8 Aufgabe 8

In der achten Aufgabe wird die chemis@&eaktiorerster Ordnungerneut analysiert. Der Term

® o6 o Q! des funktionalen Zusammenhangs zwischen Zeit und KonzentratioA von
wird vorgegeben und der Einfluss der Parameter untersucht. Im ersten Applet dieser Aufgabe,
das inAbbildung 4.29 dargestellt ist, sollen die Studierenden den Term eingdbarder
Parameteb nur mit quantitativen Methoden bestimmt werden kann, wurde dieser vorgegeben,
sodass die Studierenden nur die Anfangskonzentratiomngeben miisseftm Applet ist

bereits der stetige Graph in einem helleren rot sichfavald der vollstandige Term in das
Eingabefeld eingegeben wird, erscheintel@sprechend@raphin einemdunkleren rotSomit

wird die hellere Kurveiberdeckt
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Abbil d2u%mgpl et 8.1 der digitalen Lernumgebung

At =15 —t; = 10 min — 0 min = 10 mzn
Acy = ca(tz) — ca(th) = ca(10) — c4(0) = 1.81 mol/l — 2 mol/l = —0.19 mol [/l
Acp = cg(tz) — ep(t1) = ep(10) — cp(0) = 0.19 mol/l — 0 mol/l = 0.19 mol/l

A—> B Konzentration Konzentration c4 in mol/1
cy von A cg von B
2 mol/l - 0RO MONL S | 5 et Aca _ 00100 e
| _"A“~\ At min
1.81 mol/I 1.81 mol/|
15
ca(t) =
1
05
0.19 mol/I
0 mol /1~ Sl - = = = = = - - - b = = = b - - -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
t in min
Anfangskonzentration c, - o ~
o Konzentration ¢4 von A Spur
von A: 2 mol/l X Y .
Zeit = 10 min D Konzentration eg von B Steigungsdreieck

Um die Eigenschaft der abnehmenderderung der Konzentratioru vertiefen, wird in drei
weiteren Teilaufgaben ein vorgegebenes ZeitintedallLange20 Minuten analysiert. Dazu

steht das irAbbildung 4.30 dargestellte Applet 8.2 zur Verfligung. Mit dem Schieberegper

soll die Lange des Zeitintervalls und damit auch des Steigungsdreiecks systematisch verkleinert
und die zugehorige mittlere Anderungsrate notiert werd&osgehend von diesen
Erkenntnissen sollen ditudierendeeschreiben, wie sich die mittlere Anderungsrate andert
und was dies fir die chemische Reaktiobedeutet Durch die Analyse der mittleren
Anderungsrate in kleinen Zeitintervallen wird die Grundvorstelkiogariationangesprochen.

Durch die Bearbeitung dieser Aufgabe soll den Studierenden auch bewusst werden, dass die
mittlere Anderungsrate stetig abnimmt und die Anderung zwischen benachbarten Messpunkten
nicht gleichmafigsein kann.

Abbil 43uOhpgp!| ater8.d2 gi t alen Lernumgebung

At =ty — t; = 40 min — 20 min = 20 man
Acy = ca(tz) — ca(t) = ca(40) — c4(20) = 1.34 mol/l — 1.64 mol/l = —0.2968 mol/l
Acp = cp(tz) — cp(t1) = cp(40) — cp(20) = 0.66 mol/l — 0.36 mol /I = 0.2968 mol /I

A— B Konzentration Konzentration ¢4 in mol/1
cy von A cp von B
2mol/l -pmm0:00mal/l___ __
1.34 mol/I [T[ 1.34 mol/i| "] ca(ty =cy,-€e"*
. . A =cCy," €
! =2 mol/l.e "0l
10.66 mol/I
05
0 mol/l-b=d-o - = IR E R .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
t in min
Anfangskonzentration ¢4, Konzentration ¢4 von A Spur

von A: 2 mol/l

Zeit = 40 min At = 20

—_— e

D Konzentration eg von B
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Im letzten Teil der achten Aufgabe wird der Einfluss der beiden Parasmetardwanalysiert.
Ahnlich wie in der fiinften Aufgabe erhalten die Studierenden ein Applet, in dem die beiden
Parameter mit einem Schieberegler variiert werden konnen. Das Applet fur diese Aufgabe ist
in Abbildung 4.31 zu sehen. In der Abbildung wurde bereits die Anfangskonzentration
verandert. AulRerdem ist die Halbwertszeit eingeblendet. Eine schwarz gestrichelte horizontale
Linie zeigt sowohl im Saulendiagramm als auch Graphenan, wo sich die Halfte der
Anfangskonzentration befindet. Vom Schnittpunkt dieser Linie mit Geaphenzeigt eine
weitereschwarz gestrichelte Linie zwisch&@raphund Zeitachse die Halbwertszeit an. Die
gestellten Aufgaben sind analog zu den bereits vorgestellten Aufgaben der flinften Aufgabe
(sieheAbbildung4.21). In der achten Aufgabe wurde lediglich jeweils eine weitere Teilaufgabe
hinzugeflgt, die den Einfluss der beiden Parameter auf die Halbwertszeit thematisiert. Durch
die Analyse der Halbwertszeit konnen weitere Erkenntnisse gewonnen werden, welcher der
beden Parameter die Reaktionsgeschwindigkeit mal3geblich beeinflusst. Au3erdem kann der
Einfluss auf den Graphen besser erfasst werden. Eine Anderung vemtspricht einer
Stauchung oder Streckunigs Graphein vertikaler Richtung. Dementsprechend verschiebt
sich die horizontale Linie, die die halbe Anfangskonzentration darstellt, wahrend die vertikale
Linie unveréndert bleibt. Umgekehrt verschiebt sich die vertikale Linie der Halbwertszeit bei
Variation vonb, was die Streckung oder Stauchuwtgs Graphemn horizontaler Richtung
verdeutlicht Durch die Analyse des Einflusses der Parameter wird die Veranderung des
gesamten Graphen thematisisddasslie Grundvorstellun@®bjektangesprochen wird

Abbi |l 43ulhgp!| aeter8.d3 gi talen Lernumgebung

At =t; — t; = 20 min — 10 min = 10 min
Acy = catz) — ca(ty) = ca(20) — c4(10) = 1.23 mol/l — 1.36 mol/l = —0.129 mol /!
Acg = ep(ta) — cp(t1) = ep(20) — e¢p(10) = 0.27 mol/l — 0.14 mol /Il = 0.129 mol/l

¢4 in mol/1

A B Konzentration Konzentration
caq von A cp von B

1.5 mol /1 - g =50 225 ey = = T O —— Acy

< _ ouppg MOl o

min

ca(t) =ca,-€ t

=1.5mol/l-e

0mol/l-d .
/ 0 10 20 30 40 50 60 70 80 SO 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
t in min
P skonzentrati . > 5 |
Anfangskonzentration cy, Konzentration ¢4 von A Spur ; 0.01
; . 1.5 / . i . i mir
von A: 1.5 mol/l D Konzentration ¢g von B Steigungsdreieck (o]
cetRaomy At= 10 Halbwertszeit ca, = 1.5 mol/l
® *

4.2.4.9 Zusammenfassung der Aufgaben der digitalen Lernumgebung

Tabelle 4.1 fasst die wichtigsten Merkmale der Aufgaben der digitalen Lernumgebung
zusammen. Mit Ausnahnaer siebterAufgabe wird immer der Kontexdthemische Reaktion
verwendet.Wird eine Exponentialfunktion untersucht, handelt es sich um eine chemische
Reaktiorerster OrdnungEine chemischBeaktiomullter Ordnungwird hingegen durch eine
lineare Funktion beschriebdéngl. Kapitel 2.4.2.]). Bereits nach der Bearbeitung der zweiten
Aufgabe werden alle Grundvorstellungen und die Darstelluggemendiagramnund Graph
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im Zusammenhang mit dem Anwendungskontekemische Reaktiothematisiert. Die
Darstellung Term wird erst in Aufgabe 5 (lineare Funktion) bzw. Aufgabe 7 oder 8
(exponentielle Funktion) behandelie erste Aufgabehat dagegen eine vorbereitende
Funktion. Hier soll sichergestellt werden, dass die Lernenden mit der Handhabung des
Saulendiagramms vertraut sind und Informationen aus dieser Darstellung entnehmen kénnen.

TabedllZesamme ndeyus wrddedckeing nt el mumgebung

Aufgabe Funktionstyp Grundvorstellunger Darstellungen Beschreibung

Umgang mit Saulen

1 ExSonentiell Zuordnupg, S'aulen diagramm als Simulation
Kovariation diagramm . )
der chemischen Reaktion
Zuordnun Saulen Verknupfung Saulen
2 Exponentiell Kovariatio% Obiekt diagramm diagramm und Graph;
» 20 Graph Eigenschaften des Graph
Saulen
3 Linear Kovariation, Objekt diagramm Eigenschaften des Graph
Graph
Saulen EinfUhrun
4 Linear Kovariation, Objekt diagramm ; 9
Steigungsdreieck
Graph
Saulen . .
5 Linear Kovariation, Objekt diagramm T‘?rm (lneanherleiten,
Einfluss der Parameter
Graph Term
Saulen .
6 Exponentiell Kovariation, Objekt diagramm Elgenschafte_zn des .
G GraphenSteigungsdreieck
raph
7 Exponentiell Kovariation, Objekt Graph Term Term_(exponenﬂell)
herleiten
Saulen
8 Exponentiell Kovariation, Objekt diagramm Einfluss der Parameter
Graph Term

AnmerkungBis auf Aufgaber wird in allen Aufgaben der Anwendungskontekemische Reaktidmehandelt.
Exponentielle Funktionen werden wéahrend der Analyse einer Reaktion erster Ordnung, lineare Funktionen
werden wahrend der Analyse einer Reaktion nullter Ordnung behahtdétufgabe 7 wirddasZellwachstum

bzw. -sterben untersucht.

4.2.4.10Uberarbeitung der Aufgaben

Die Lernumgebung wurde in zwei aufeinanderfolgenden Jahren, im Herbstsemester 2022 und
2023, in der Vorlesun@rundlagen Mathematik Analysis leingesetzt. Zwischen den beiden
Herbstsemestern wurde mit der qualitativen Auswertung der schriftichen Antworten der
Studierenden begonnen. Es muss jedoch betont werden, dass bis zum Herbstsemester 2023
keine detaillierte qualitative Auswertung vorlag §ab nur ein oberflachliches Bild, das als
Grundlage fiir kleinerdJberarbeitungerder Aufgaben und groRer&berarbeitungerder
Instruktion (vgl. Kapitel 4.2.5.1) diente.Aufgefallen ist dass die Studierenden haufig kurze
Antworten formulierten und oft nicht auf die Operatoren eingingen. Vereinzelt gab es
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Ruckmeldungen von Studierenden, dass die Aufgaben zu kleinschrittig seien. Insbesondere bei
der Analyse der Parameter in der funften und achten Aufgabe erschianeheAufgaben
redundant. Diese Erkenntnisse filhrten zu einer leichten Uberarbeitung der Aufgaben, wobei
die Applets unverandert blieben. Die Uberarbeitung der Aufgaben lasst sich in die Bereiche
Anpassung des Designs, Uberarbeitung der Aufgabenstellung uedAnggabenstellung
unterteilen.

Eine Anpassung der Gestaltung der Aufgabendokumente betrifft alle Aufgaben der
Lernumgebung. Innerhalb der Dokumente wurden bereits im Herbstsemester 2022
Anweisungen gegeben, wenn dontrollkastchen aktivieroder ein Schieberegler bewegt
werden muss. Diese Anweisungen waren entweder der eigentlichen Aufgabe vorangestellt oder
Teil der Aufgabe. Um diese Anweisungen von den Aufgadierugrenzenwurden sie im
Herbstsemester 2023 vor die Aufgaben gestellt und mit einem dunkelblauen Kasten farblich
hervorgéoben.Abbildung 4.32 zeigt exemplarischAufgaben aus dem Herbstsemester 2022

und die Uberarbeiteten Aufgaben aus dem Herbstsemester 2023. Die im Herbstsemester 2023
durch den dunkelblauen Kasten hervorgehobenen Instruktionen waren im Herbstsemester 2022
Bestandteil der dargestellten Teilaufgat®) und 4).Die weiteren Anderungen werden im
Abschnitt zur achten Aufgabe beschrieben.

Abbi |l 4/3u2nlger ar bei tung Aufgabe 8

f) Untersuchen Sie mit den folgenden Aufgaben den Einfluss von ¢, auf die a) Geben Sie an, welche Bedeutung ¢, im Kontext der Reaktion 4 — B hat.
Reaktion Formulieren Sie eine Vermutung, wie ¢4 den Funktionsgraphen beeinflusst.
A = B undden Funktionsgraphen.
1) Geben Sie an, welche Bedeutung ¢, im Kontext der Reaktion A — B hat. Klicken Sie auf das Késtchen Halbwertszeit und veréndern Sie die

Anfangskonzentration mit dem Schieberegler.

2) Vermuten Sie, welchen Einfluss die Anfangskonzentration ¢, aufden
Funktionsgraphen hat. b) Beschreiben Sie den Einfluss von ¢, auf die Halbwertszeit t,; und den
Funktionsgraphen.

3) ] n Sie die Anf tration ¢, mit dem Schieberegler.
Beschreiben Sie, wie sich der Funktionsgraph veréndert. c) Halten Sie den Einfluss von ¢, auf die Reaktion A — B fest.

4) Klicken Sie auf das Kistchen ,Halbwertszeit” und verdndern Sie
ar i die Anfan ration ¢ ,, mit dem Schieberegler.
Beschreiben Sie, wie sich die Halbwertszeit t,; verandert

5) Halten Sie den Einfluss von ¢, auf die Reaktion A — B fest.

6) Halten Sie den Einfluss von ¢, auf den Funktionsgraphen von ¢, fest.

Anmerkung Hier werdendie Teilaufgaben der achten Aufgabe aus dem Herbstsemester (@29 und
Herbstsemester 20ZB8chts)dargestellt, in denen der Einfluss des Parameiensntersucht wird.

Aufgabe 1

Die Uberarbeitung der ersten Aufgabe kann als Designanpassung bezeichnet werden. Die ersten
vier Teilaufgaber(vgl. Abbildung 4.9) werden nur mhilfe der Abbildung 4.6 bearbeitet. Im
Herbstsemester 2022 wurde den Studierenden ein Applet zur Verfligung gestellt, bei dem der
SchiebereglerZeit nicht bewegt werden konntelm Herbstsemester 2023 wurde eine
entsprechende Abbildung in das Aufgabendokument integriert, damit die Studierenden nicht
zwischen Applet und Aufgabendokument wechseln mugsaniiber hinaus fuhrt dies zu einer

klaren Unterscheidung zwischen Appleati interaktiv und dynamisch sind, und Abbildungen,

die statisch sind.

Aufgabe 2

In der zweiten Aufgabe wurde eine Teilaufgabe Uberarb#&itéufgabe 2g) soll analog zu 2f)
(Abbildung4.11) die Anderung der Konzentration in zwei gleich langen Zeitraumen verglichen
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werden. Da sich die Abnahme der Konzentration in diesen beiden ZeitrAumen nur geringfiigig
unterscheidet, sollen ditudierendern 2h) die absoluten Anderungen in beiden Zeitrdumen
berechnen. Aus den absoluten Anderungen geht hervor, dass die Abnahme der Konzentration
im spateren Zeitraum etwas geringer ist. Es wird erwartet, dass die Studierenden ihre vorherige
Antwort revidieren wenn sie nicht mit dem quantitativen Ergebnis Ubereinstimmt, und sich
Uberlegen, wie sie dies anhand der Grafik begrindenekbnm Herbstsemester 2022 hat
niemand seine vorherige Antwort Giberarbeitet, sodass die Aufgabenstellung im Herbstsemester
2023 explizit darauf hinweist, dass eine Uberarbeitete Begriindung formuliert welden

Aufgabe 3

In der dritten Aufgabe wurden Teilaufgaben erganzt. Bei der groben Analyse der Antworten
der Studierenden fiel auf, dass einige Studierende Schwierigkeiten hatten, die absolute
Anderung der Zeit in einem bestimmten Zeitraum zu quantifizieren. Moglicheneeshien

ihnen diese Aufgabe einfach oder ungewohnt, da viele Studierende stattdessen die absolute
Anderung der Konzentration slemvorgegebenen Zeitraum berechneten. Aus diesem Grund
wurde im Herbstsemester 20280 0 0 vorgegeben und zusatzlich sollten die
Studierenden kurz begriinden, warum man mit diesem Term die Andigtigit berechnet.

Dies sollte dazu fuhren, dass die Studierenden die Zeitanderung berechnen und sich tberlegen,
warum dies mit der vorgegebenen Subtraktion méglich ist.

Aufgabe 4

In der vierten Aufgabe wurde die Teilaufgabe d) gestrichen. In dieser Aufgabe sollten die
Studierenden begriinden, warum leéem Zeitintervallvon einer Minute der Wert der
mittleren Anderungsrate gleich dem Wert der absoluten Anderung ist. Im Herbstsemester 2022
gaben die meisten Studierenden algebraische Umformungen an, die darauf basierten, dass der
Nenner mit dem Wert eins weggelassen weidem. Urspriinglich wurde erwartet, dass die
Studierenden inhaltlich begriinden, dass die mittlere Anderungsrate gleich der mittleren
Anderung der Konzentration pro Minute in einem bestimmten Zeitraum ist. In Bezug auf die
Grundvorstellungenhat diese Aufgae einen geringen Mehrwert und wurde daher im
Herbstsemester 2023 nicklgrwendet

Aufgabe 5

In der funften Aufgabe wurden die Teilaufgaben Uberarbeitet, in denen der Einfluss der beiden
Parameter bei eindReaktionnulliter Ordnungthematisiert wird. Die Uberarbeitung erfolgt
analog zu den Teilaufgaben der achten Aufgadiehé Abbildung 4.32), in denen der
Parametereinfluss bei einer chemiscReaktionerster Ordnunguntersucht wird. Ziel dieser
Uberarbeitung ist eine optimierte Segmentierung im Sinne des multimedialen Lgviages

& Fiorella, 2021) Fur die achte Aufgabe ist die Uberarbeitung detailliert beschrieben, sodass
auf diesen Abschnitt verwiesen wird. Das Applet 5.2 aus dem Herbstsemestefvgl022
Abbildung 4.20) wurde im Herbstsemester 2023 in die Applets 5.2 und 5.3 aufgeteilt. Applet
5.2 enthalt im Herbstsemester 2023 nur den Schieberegler des Parameteibrend Applet

5.3 im Herbstsemester 2023 dem Applet 5.2 aus dem Herbstsemester 2022 entspricht.
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Aufgabe 6

In der sechsten Aufgabe wurden im Herbstsemester 2023 weitere Teilaufgaben hinzugefigt.
Die neuen Teilaufgaben wurden in Anlehnung an Aufgabe 2f) entwicdiehgAbbildung

4.11). Es werden zwei Zeitraume vorgegeben und die Studierenden sollen beurteilen, in
welchem der Zeitraume die absolute Anderung der KonzentratiolAvoaw. die mittlere
Anderungsrate groRer ist. Die vorgegebenen Zeitraume sind unterschiedlich lang und so
gewahlt, dass die absolute Abnahme der KonzentrationAvion zehnminitigen Zeitraum
kleiner ist als im 2@minitigen Zeitraum. Die mittlere Anderungsrate ist jedoch im
zehnminutigenZeitraum betragsmafig groRer. Die Antworten sollen jeweils mit Hilfe des
Gragphen begrindet werden. In einer weiteren Teilaufgabe sollen die Lernenden die
Unterschiede erklaren, wenn statt der absoluten Anderung die mittlere Anderungsrate
verglichen wird. Mit diesen Aufgaben wird die Grundvorstelloyariationund der Umgang

mit dem Graphen thematisiert. Die Teilaufgaben wurden erganzt, da es bisher keine Aufgaben
in der Lernumgebung gab, die den Unterschied zwischen absoluter Anderung und mittlerer
Anderungsrate explizit behandeln.

Zudem wurden die Teilaufgaben zur Halbwertsaeirweitert. Im Herbstsemester 2022 sollen

die Studierenden die Halbwertszeit angeben und beschreiben, wie diese mit Hilfe des Graphen
bestimmt werden kann. Im Herbstsemester 2023 werden die Studierenden in der
Aufgabenstellung aufgefordert, zwei Verfahramr Bestimmung der Halbwertszeit mit dem
Graphen zu beschreiben. Dabei wird erwartet, dass die beiden in Kapiebbeschriebenen
Verfahren erwahnt werden, sodass die Grundvorstellunganordnung und Objekt
angesprochen werden. Zusatzlich sollen die Studierenden die Konzentratidmaoing t o

undoto angeben und erklaren, wie sie zu dieser Losung kommen. Dies soll den Gedanken
anregen, dass sich die Konzentration in gleich langen Zeitabschnitten um den gleichen
Prozentsatz andert.

Aufgabe 7

In der siebten Aufgabe wurde eine weitere Teilaufgabe hinzugefiigt. Hier sollen die
Studierendenerklaren, welche beiden GroRen die Anderung der Zellen pro Zeitschritt
beeinflussen. Im einleitenden Aufgabentext wird beschrieben, dass sich die Zellen pro Stunde
verdoppeln bzw. halbieren. Dementsprechend sollen die Studierenden den Faktor
Verdoppelundzw. Halbierung im Zusammenhang mit der momentanen Zellzahl nennen.

Aufgabe 8

In der achten Aufgabe wurden zwei Teilaufgaben tberarbeitet. In Teilaufgabe d) sollen zwei
Zeitraume der Lange20 Minuten analysiert werden, indes® mit dem Schieberegler
systematisch verkleinert und der Wert der mittleren Anderungsrate dokumentiert wird. Eine
oberflachliche Analyse der Antworten der Studierenden ergab, dass teilweise unterschiedliche
Zeitraume betrachtet wurden. So wurd®zder Zeitraum zwischen 20 und 40 Minuten und
anschlieBend der Zeitraum zwischen 50 und 60 Minuten betrachtet. Diese Aufgabenstellung
macht jedoch nur Sinn, wenn innerhalb des urspriinglichen Zeitraums, also zwischen 20 und 40
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Minuten, weitere kleinere Zeitrdume untersucht werden. Aus diesem Grund wurden im
Herbstsemester 2023 alle Zeitraume in der zur Verfigung gestellten Tabelle vorgegeben.

Darlber hinaus wurden die Aufgaben, die den Einfluss der beiden Parameter thematisieren,
Uberarbeitet. InAbbildung 4.32 sind die im Herbstsemester 2022 und 2023 formulierten
Aufgaben gegenibergestellt. Aufgrund der Rickmeldungen einiger Studierender, dass diese
Aufgaben zu kleinschrittig seien, wurde im Herbstsemester 2023 eine komprimiertere
Formulierung der Aufgaben ange=bt. Inhaltlich werden jedoch in beiden Jahren die gleichen
Aufgaben gestellt. Im Herbstsemester 2023 greift Aufgabe a) die Inhalte von 1) und 2) aus dem
Herbstsemester 2022 auf, b) greift die Inhalte von 3) und 4) auf und c) im Herbstsemester 2023
entspicht 5) aus dem Herbstsemester 2022. Auf 6) aus dem Herbstsemester 2022 wurde
verzichtet, da in b) im Herbstsemester 2023 bedeitginfluss des Parameters auf d@m@phen
thematisierwird. Die Aufgaben 1) und 2) im Herbstsemester 2022 bzw. a) im tderhsster

2023 sollten ohne Applet 8.3 bearbeitet werden. Im Herbstsemester 2022 wurden die
Studierenden jedoch aufgefordert, vor Aufgabe 1) das Applet zu 6ffnen, sodass die
Studierenden den Schieberegler problemlos bewegen und anschlieRend ihre Vermutung
formulieren konnten. Im Herbstsemester 2023 wurde stattdesserAufgabe a) eine
Abbildung des Applets eingefligt. Erst auf der darauffolgenden Seite des Dokuments werden
die Studierenden aufgefordert, das Applet zu 6ffnen, um Aufgabe b) zu beardeitanhand

der Abbildung sollten sie ihre erste Vermutung formulieren. Zusatzlich wurden im
Herbstsemester 2023 vor der Aufgabe b) in einem farblich hervorgehobenen Kasten die
Hinweise gegeben, welche Steuerelemente im Applet bedient wesolan die im
Herbstsemester 2022 Teil der Aufgaben 3) und 4) waren. Die Aufgaben, die den Einfluss des
Parameteréthematisieren, wurden analog (iberarbeitet. Fir eine optimierte Segmentierung der
Aufgaben, welche die Parametér und & behandeln, wurde das Applet 8.3 aus dem
Herbstsemester 2022 im Herbstsemester 2023 in zwei Applets 8.3 und 8.4 aufgeteilt. Applet
8.4 ist identisch mit Applet 8.2\pplet 8.3 im Herbstsemester 2023 zeigt nur den Schieberegler
des Parameters .

4.2.5 Instruktion wahrend der Vorlesung

Roth (2022, S. 111yveist darauf hineine Lernumgebungolite Avon einem unterrichtlichen
Gesamtsetting gerahmt werden, in dem die Lernenden durch eine Lehrperson auf die Arbeit mit
der Lernumgebung vorbereitet, wieder daraus abgeholt und insbhesondere beim Systematisieren
ihrer gewonnenen Erkenntnisse unterstitzt eefdAus diesem Grund wurdewahrend der
Vorlesung Instruktionen der Lehrperson gegehen,denEinstiegin die Lernumgebungu
erleichternund die Erkenntnissaus denbereits bearbeiteten Aufgabem Plenum zu
diskutieren Fur die Bearbeitung der Lernumgebung waren drei Semesterwochen vorgesehen

Woche 1

In der ersten Woche wurden die Studierenden auf die Arbeit mit der Lernumgebung vorbereitet.
Die Aufgabendokumente und Applets wurdem vorlesungsinternen Moodl€urs
(https//moodle.org/)integriert. Abbildung 4.33 zeigt die Struktur der ersten Aufgabe in
Moodle. Nach der Uberschrift erscheint das Aufgabendokument, das als WderdPDF
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Dokument heruntergeladen werden kann. Darunter wird das GeoSablet dieser Aufgabe

zur Verfugung gestellt. Nach der Bearbeitung der Aufgabe sollen die Studierenden ihr
Aufgabendokument hochladen. Da die gesamte Lernumgebung in Moodle sehr umfangreich
erscheint, wird zun&chst nur die erste Aufgabe angezeigt. Nach dem Hochladen der bearbeiteten
Aufgabe wird die nachste Aufgabe angezeigt. Dieser Prozess wurde den Studierenden wéhrend
der Instruktion in der ersten Woche vorgestellt.

Abbil 43u_hgwgf gabe 1 der digitalkwmr dernumgebung

I Aufgabe 1

Aufgabe 1 Erledigt: Anzeigen

Aufgabe 1 (PDF), Als erledigt kennzeichnen

Aggabe Aufgabe 1 Erledigt: Abgabe einreichen

Neben der technischen Handhabung der Lernumgebung in Moodle sollte eine weitere
inhaltliche Aufgabe zurVorbereitungvon den Studierenden bearbeitet und anschlie3end im
Plenum diskutiert werden. Den Studierenden wurden Temperaturdaten zur Verfligung gestellt
und es sollte fir zwei vorgegebene Zeitrdume beurteilt werden, wann der Temperaturabfall
grolerist. Die Zeitrdume sind unterschiedlich lang und so gewahlt, dass die absolute
Temperaturabnahme im langeren Zeitraum gréRer ist, wahrend die mittlere Aystaterder
Temperatur im kirzeren Zeitraum betragsmafiig kleiner ist. In der Plenumsdiskussion werden
die absolute Anderung und die mittlere Anderungsrate gegeniibergestellt und diskutiert,
welches AnderungsmafR gewahlt werden sollte, um den Temperaturiabfddin beiden
Zeitraumen zu vergleichen. Mit dieser Aufgabe soll der Schwerpunkt auf die Analyse von
Anderungen gelegt werden, sodass die Grundvorstelmgariation angesprochen wird.
Anschlie3end konnten die Studierenden die verbleibende Zeit nutzenituter Bearbeitung

der ersten Aufgabe der Lernumgebung zu beginnen. Am Ende der Vorlesung werden die
Studierenden darauf hingewiesen, dass sie die Lernumgebung bis einschlie3lich der vierten
Aufgabe bis zur ndchstéochebearbeiten sollen.

Woche 2

Die Studierendersollten die ersten vier Aufgaben der Lernumgebung bearbeitet haben, in der
die Erfassung der Konzentrationsanderunditiét des Graphen im Mittelpunkt steht. Dazu
haben sie bereits das Steigungsdreieck als visuelles Hilfsmittel kennen gelernt. In der
Instruktion der zweiten Woche wird zunachst die Definition einer Funktion gegeben und die
Lernenden sollen die Frage beantwortem der Graph, der die gemessenen Konzentrationen
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im Abstand von zehn Minuten darstellt, eine Funktiondsitypischerscheinende Funktionen,

z. B. Funktionen mit einem diskreten Definitionsbereich, nicht stetige Funktionen oder
Funktionen mit einem Knick, werden von den Lernenden oft nicht als solche efkghnt
Vinner & Dreyfus, 1989)Dazu werden die Begriffe Definitionsnd Wertebereich eingefihrt

und mit den Grof3en Zeit und Konzentration des gegebenen funktionalen Zusammenhangs
verknUpft. AnschlieRend wird eine Abbildung des zweiten Applets gegeigermpbildung

4.10). Die Studierenden sollen die mittlere Anderungsrate in zwei vorgegebenen
unterschiedlich langen ZeitrAumen ermitteln und im Graphen visualisieren. Dazu wird in der
Diskussion das Steigungsdreieck verwendet. Zusatzlich sollen die beiden mittleren
Anderungraten miteinander verglichen werden, um daraus Eigenschaften der chemischen
Reaktion abzuleiten. Es wird erwartet, dass dabei auffallt, dass die mittleren Anderungsraten
unterschiedlich sind, sodass es sich nicht um eine lineare Abnahme der Konzentra#ion
handelt. AuRerdem ist zu erkennen, dass die Anderungsrate im spéateren Zeitraum betragsmaRig
kleiner ist, sodass die Konzentration hier weniger stark abnimmt. Es wird festgehalten, dass die
Anderungsrate mit der Zeit abnimmt und die mittlere Anderungsraiesem Zusammenhang

als mittlere Reaktionsgeschwindigkeit interpretiert werden kann. In der abschliel3enden
Aufgabe sollen dieStudierendendie Konzentrationsanderung zwischen Messpunkten
abschéatzenEs werden die bereits untersuchten Zeitraume emdet. Sowohl im ersten
Zeitraum von 20 bis 30 Minuten als auch im zweiten Zeitraum von 40 bis 130 Minuten gibt es
keinen Messpunkt, der genau in der Mitte des Zeitraums liegt. Die Studierenden sollen angeben,
wie groR die absolute Anderung der Konzentratvon A und die mittlere Anderungsrate
zwischen 20 und 25 Minuten und 25 und 30 Minuten ist. Dies wirkt einer stuckweligsarky
Betrachtung der Anderung entgegen und etabliert im Idealfall eine kontinuierliche Sichtweise
von Kovariation (vgl. CastilloGarsow et al., 2013; Thompson & Carlson, 20MOn den
Studierenden wird erwartet, dass sie die abnehmende AbnaleneKonzentration
beruicksichtigen. Daher sind die Konzentrationsanderung und die mittlere Anderungsrate im
ersten Intervall des unterteilten Zeitraums betragsméaRig groRer. Wahrend der Diskussion im
Plenum werden die Losungen der Studierenden und die Begrindungen flede lsigung
gesammelt und anschliel3end schriftlich festgehalten. In der verbleibenden Vorlesungszeit
kénnen die Studierenden mit der Bearbeitung der Lernumgebung fertfais zur nachsten
Vorlesungswoche sollen alle acht Aufgaben der Lernumgebung bearbeitet sein.

Woche 3

Mit der Instruktion in der dritten Woche wird die Arbeit mit der Lernumgebung abgeschlossen.
Der inhaltliche Schwerpunkt liegt auf dem Einfluss der Paranaetemdc der in der achten
Aufgabe der Lernumgebung behandelt wird. Dazu wird den Lernenden der bereits bekannte
Terma 6 & QY (vgl. Kapitel 2.4.2.9 und das Applet 8.8vgl. Abbildung 4.31) zur
Verfigung gestellt Die Ubergeordnete Frage lautet: Welcher der beiden Parameter ist
entscheidend fur die Reaktionsgeschwindigkeit? Die Studierenden sollen zunachst
nacheinander beide Parameter variieren und beobachten, wie sich die im Applet angezeigte
mittlere Anderungsta verandert. AnschlieRend werden die vorlaufigen Ergebnisse im Plenum
diskutiert und dokumentiert. Es wird festgehalten, dass die Variation beider Parameter einen
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Einfluss auf die mittlere Anderungsrate hat und somit beide einen Einfluss auf die
durchschnittlicheReaktionsgeschwindigkeit haben. Anschlie3end sollen die Studierenden die
Halbwertszeit einblenden und den Einfluss der Parameter auf die Halbwertszeit untersuchen.
Dabei sollte auffallen, dass eine Variation Morinen Einfluss auf die Halbwertszeit hat,
wahrendo keinen Einfluss auf die Halbwertszeit hat. Auf dieser Grundlage wird im Plenum
diskutiert, welcher Parameter fir die Reaktionsgeschwindigkeit entscheidend ist. Es wird
festgehalten, dass die Halbwertszeit die Zeit angibt, die bendétigt wird, um 50% der
Konzentration vonA abzubauen. Aus diesem Grund hat mareinen Einfluss auf den
prozentualen Konzentrationsabbau, sodass damit die Reaktionsgeschwindigkeit maf3geblich
beeinflusst werden kann. Daruiber hinawrsl im Plenum festgehaltedass durch die Variation

von @ die Kurve in vertikaler Richtung gestaucht oder gestreckt wird, wahrend durch die
Variation vonb die Kurve in horizontaler Richtung gestaucht oder gestreckt wird.

4.2.5.1 Uberarbeitung der Instruktion

Wie bereits inKapitel 4.2.4.10beschrieben, wurde eine erste oberflachliche Analyse der von
den Studierenden abgegebenen Aufgabendokumente durchgefuhrt. Dabei fiel auf, dass die
Antworten der Studierenden haufig sehr knapp formuliert waren und die Operatoren oft nicht
bertcksichtigt wudten. Dies deutet darauf hin, dass die Studierenden besser auf die Bearbeitung
der Lernumgebung vorbereitet werden mussen. Aus diesem Grundnvadiedestruktionen
uberarbeitet. Insbesondere die Instruktionen in den ersten beiden Wochen wurden komplett neu
strukturiert.

Woche 1

Im Herbstsemester 2023 wurdgée 2022die technische Handhabung der Lernumgebung in
Moodle vorgestellfvgl. Abbildung4.33), damit die Studierenden wissen, wo sie die Aufgaben
und Applets finden. Darliber hinaus wurde den Studierenden ein Uberblick tiber die Ziele der
Lernumgebung gegeben. Dazu wurden beispielhafte Anwendungen ausfal&tiences
genannt, in denen funktionale Zusammenhange durch Funktionen modelliert werden.
Anschliel3end wurde die mathematische Definigomer Funktiorden Anwendungen aus den

Life Sciencegiegenibergestellt, um zu verdeutlichen, dass diese Definition keine inhaltlichen
Vorstellungen vermittelt, diese aber fur den Umgang mit Funktionen ihifée8ciencesimso
wichtiger sind(vgl. Greefrath et al., 2016b, S. 42 f.; Malle, 1996; Vinner & Dreyfus, 1989;
Vollrath, 2014) AnschlieRend sollen die Studierenden mit der Bearbeitung der ersten Aufgabe
der Lernumgebung beginnen. Vor der Bearbeitung werden sie auf die verschiedenen
Operatoren in der Aufgabenstellung hingewiesen. Zusatzlich erhalten sie eine Liste aller in der
Lemnumgebung vorkommenden Operatoren und eine Beschreibung, welche Art von Antwort
der jeweilige Operator verlangt. Nach der ersten Vorlesungswoche wird diese Liste um eine
weitere Spalte erganzt, in der eine Beispielantwort diagaufgabe angegeben iBiese Liste

soll sicherstellen, dass die Studierenden die Operatoren bertcksichtigen und wisse.dass z.
erlautern eine ausfuhrlichere Antwort in Textform erfordert als angeben. Der direkte Einstieg
mit der ersten Aufgabe der Lernumgebung hat den Vorteil, dass die Lehrperson auf viele
Probleme beim Einstieg in die Lernumgebung direkt eingehen kann. Sak@randerem
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abgefedert werden, dass es vielen Studierenden zunachst schwerfallt, in Mathematik verbale
Textantworten zu geben, anstatt einen Wert nach einem bekannten Verfahren zu bestimmen.
Wie im Herbstsemester 2022 soll der Unterschied zwischen absoluter Anderumistierer
Anderungsrate in der Vorlesung thematisiert werden. In der ersten Aufgabe der Lernumgebung
sollen die Studierenden die absolute Anderung in zwei vorgegebenen Zeitraumeghmon
Minuten berechnen. Sie erhalten einen weiteren Zeitraum von B8Qté&hi und sollen die
Abnahme der Konzentration vén allen Zeitrdumen miteinander vergleichen und beurteilen,

in welchem Zeitraum die Abnahme am grof3ten ist. Die Zeitrdume sind wiederum so gewabhilt,
dass die mittlere Anderungsrate in einem dehnminitigenZeitraume betragsmaRig am
groften ist, wahrend die absolute Abnahme der Konzentration-imrid2igengrol3er ist. Es

wird erwartet, dass die Studierenden diesen Unterschied bemerken, sodass im Plenum die
absolute Anderung und die mittlere Anderungsvatglichen werden kénnen. Insgesamt sollen

die Anderungen in der Instruktion in der ersten Woche dazu beitragen, dass die Studierenden
besser auf die Bearbeitung der Lernumgebung vorbereitet werden und die verwendeten
Operatoren bewusst berticksichtigeartiber hinaus wurde weiterhin ein Schwerpunkt auf die
AnalysedesAnderungsverhaltengelegt, wodurcliKovariationadressiert wird.

Woche 2

In der zweiten Woche wurden zu Beginn der Vorlesung bereits hochgeladene Antworten der
Studierenderiskutiert Es wurden Antworten ausgewahlt, die unprazise formuliert sind oder
einen Funktionstyp angeben. Anhand dieser Antworten sollen die Studierenden untereinander
diskutieren, warum diese Antworten nicht ausreichend sind und Verbesserungsvorschlage
erarbeiten.AnschlieBend werden die Ideen der Studierenden im Plenum gesammelt und
wichtige Argumente festgehalten. Auf diese Weise wird anhand von begfeeallfAntworten
verdeutlicht, was von den Studierenden in der Lernumgebung erwartet wird und sie kénnen
ihre eigenen Antworten damit vergleichen. In einer der vorgestellten Antworten wurde
beschrieben, dass der Graph in einer Kurve nach unten geht. Rirer&bwdenwurden
aufgefordertsich neben dem im Applet vorgegebenen Graphen weitere Graphzedenien
undzuskizzieren, die zu dies@émtwort passen wirdeund grundlegend anteeausseherie
vorgegebene Antwort gibt nur die Richtung und die FormGtaphenvor. Ein anderer Graph
konnte flach beginnen und im Laufe der Zeit immer steiler werden. Die Form wirde ungefahr
einem Viertelkreis entsprechen. Ausgehend von jedem Graphen, der ebenfalls der
Beschreibung entspricht, sollen die Lernenden uberlegen, wieesithtgachliche Graph und

der neu erfundene Graph unterscheiden, um die urspringliche Antwort zu prazisieren.
Beispielsweise konnte hinzugeflgt werden, dass die Kurve zunéchst &iilernd mit
zunehmender Zeiétwas flacher wird. Dariiber hinaus halenige Studierendenn ihren
Antworten einen Funktionstyp angegeben. Neben dem richtigen Funktionstyp
(Exponentialfunktiop wurden auch quadratisei~unktionenoder Hyperbelgenannt. Diese
Antworten wurden ebenfalls prasentiert und die Studierenden wurden aufgefordert zu
Uberlegen, warum dieser Funktionstyp nicht geeignet ist, die KonzentrationA vz
beschreibenUm diese Frage fundiert beantworten zu kénnen, sind weitere Kenntnisse tber
Reaktionererster Ordnungerforderlich. Dennoch wird durch diesesRiission eine inhaltliche
Auseinandersetzung mit den Funktionstypen angeregt und die Studierenden erkennen, dass es
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notwendig ist, verschiedene Eigenschaften der Funktionstypen zu kennen und in Bezug auf den
Anwendungskontext zu bewerten, ob diese mathematischen Eigenschaften zur Modellierung
des Phadnomens geeignet sind. Bei einer Parabel wuBlefestgestellt, dass sie nach dem
Scheitelpunkt wieder ansteigt und daher nicht geeigneteisé chemische Reaktion zu
modellieren, die Ublicherweise einen Gleichgewichtszustand erreicht

Anschlie3end sollten die Studierenden eine weitere Aufgabe bearbeiten. Dazu erhielten sie die
Graphen der Applets der zweiten und dritten Aufgabe der Lernumgebung sowie weitere
Graphen, die ebenfalls die Konzentration eines Red&tarwéhrend einer chemischen
Reaktion darstellen. Zu diesen Graphen wurden Fragen gestellt, die sich auf die drei
Grundvorstellungen bezogen. Die Lernenden sollten die Konzentration zu einem bestimmten
Zeitpunkt ablesen Zuordnung, fir mehrere Zeitpunkte beurteilen, wann die lerié
Reaktionsgeschwindigkeit am grof3ten isKoyariation) oder begrinden, welche
Situationsbeschreibungen auf den gesamten Graphen zutref@@pjekl. Alle
Aufgabenstellungen sind in Anlehnung an den situativen Kontext formuliert, um eine
Verknupfung zwischen der Situation udemGrapheranzuregen.

Woche 3

In der dritten und damit letzten Woche der Bearbeitung der Lernumgebungnwuirdén
Vorjahr Inhalte der achteAufgabebehandeltSo stand der Einfluss der Parameberund ¢

des Terms 6 @& tQ! auf den Graphen und die Situation im Mittelpunkt. Zunéchst
wurden im Plenum die wichtigsten Eigenschaften eines exponentiellen Zerfalls gesammelt.
Dabei sollten di&tudierendemdglichst viele Beziehungen zwischen dem Graphen, dem Term
und der Situation nennen. Zum Beispiel liegt dé&xchsenabschnitt des Graphen auf der Hohe
der Anfangskonzentration, di® entspricht. AuBerdem wurde verdeutlicht, dass bei einem
exponentiellen Zerfallsgesetz die Anderung der Konzentration in gleichen Zeitschritten immer
vom aktuellen Bestand und einem prozentualen Faktor abhémggthlieend wurde wie im
Herbstsemester 2022 die Frage diskutiert, welcher der beiden Parameter einen entscheidenden
Einfluss auf die Reaktionsgeschwindigkeit hat. Als Zusatzaufgabe sollten sich schnellere
Studierende mit der Frage auseinandersetzen, herl®arameter eine Streckung bzw.
Stauchung in horizontaler bzw. vertikaler Achsrichtung beeinflusst. Zur Beantwortung der
Frage stand den Studierendéas Applet 8.2 (vgl. Abbildung 4.31) zur Verfiigung. Zur
Beantwortung der Frage wurden die Studierenden aufgefordert, die mittlere Anderungsrate in
einem Zeitintervall und die Halbwertszeit zu beobachten, wahrend jeweils ein Parameter mit
den Schiebereglern variiert wurde. Nun konnte auchiipegt werden, warum die mittlere
Anderungsrate bei einer héheren Anfangskonzentréod auch betragsmaRig grofer wird.

Bei einem konstanten prozentualen Konzentrationsabbau innerhalb von 10 Minuten wird mehr
Konzentration abgebaut, wenn zu Beginn eine hohere Anfangskonzentration zur Verfigung

8 Applet 8.4 im Herbstsemester 2023 entspricht dem Applet 8.3 des Herbstsemesteda0Rgspriingliche
Applet 8.3 wurden zwei Applets unterteiltsodass Applet 8.3 im Herbstsemester 2023 nur den Schieberegler
des Parameters anzeigt, wahrend in Applet 8.4 die Schieberegler beider Parameter angezeigt werden.
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steht. Nur der Parametéxéndert die prozentuale Konzentrationsanderung innerhallzerom
Minuten und hat damit den entscheidenden Einfluss auf die Reaktionsgeschwindigkeit.

Abschliel3endsollte der Term, der die Konzentration des Prodiktseschreibt, hergeleitet
werden. Dies konnte entweder mit Hilfe des Graphen erfolgen, da die Graphen der

Konzentrationen vorA und B beziglichww — p achsensymmetrisch sind. Alternativ

kénnten die Studierenden algebralsch vorgehen wenn sie sich bewusst sind, dass in diesem
geschlossenen System immero o 6 @ gelten mussvgl. Massenerhaltungssatz
(FallertMdiller et al., 2019, S. 19)
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5 Quantitative Auswertung

Das Ubergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu untersuchen, ob durch die entwickelte
digitale Lernumgebung das konzeptueRenktionenverstandnigon Studierenden der Life
Sciences gefordert werden kann. Die Lernumgebung zeichnet sich durch eine gezielte
Ankniupfung an die drei Grundvorstellungéoordnung Kovariation und Objektsowie den
anwendungsspezifischen Kontekiemische Reakticaaus den Life Sciences aus. Um die damit
verbundene Forschungsfrage zunéchst grundlegend evaluieren zu lstfirdas konzeptuelle
Funktionenverstandnis zunachst operationalisiert und quantifiziert werden. Dazu wurde die
digitale Lernumgebung in der Vorlesur@rundlagen Mathematik Analysis | an der
Hochschule fur Life Sciences (HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW)
eingesetzt. Neben der Experimentalgruppe, in der Studierende das Thema Funktionen mit der
hier entwickelten Lernumgebung erarbeiten, gibt es eine Kontrollgruppe, in der di
Studierenden sich das Thema wie bisher mit den Vorlesungsmaterialien erschliel3en. Um
sicherzustellen, dass sich die beiden Gruppen nicht hinsichtlich affektiver Merkmale, die den
Studienerfolg beeinflussen konnen, grundlegend unterscheiden, wurdenedmsgie
Fragebdgen im Rahmen einer Vorbefragung eingesetzt.

In den folgenden Teilkapiteln werden zunadctlas Studiendesign und die Einteilung der
Studierenden in eine Experimentahd Kontrollgruppe erlautertm Anschluss werdedie
verwendeten Testinstrumente und die Auswertungsmethesiehrieben und schlief3lich die
Ergebnisse berichtetDie erste Studie hat im Herbstsemester 2022 stattgefuniden
Herbstsemester 2023 wurde die zweite Studie durchgefuhrt.

5.1 Studiendesign

Das Studiendesign ist lbbildung5.1 dargestellt Die gesamte Studie wird in der Vorlesung
Grundlagen Mathematik Analysis lan der HLS durchgefuhrt. Hierfir wurde eine digitale
Lernumgebung entwickelt, mit der sich die Studierenden das Thema Funktionen selbststandig
erarbeiten sollen. Diese Lernumgebung stdié Intervention dar, welcheinnerhalb der
Experimentalgruppe eingesetzt wildm den Lernerfolg nach der Bearbeitung der digitalen
Lernumgebungnit der bisherigen Vorlesung vergleichea konnen, erarbeiten die tbrigen
Studierenden das Thema Funktionen mit dem bestehenden Vorlesungdniditsse Gruppe

wird als Kontrollgruppe bezeichnet.

Abbi l®lwBngdi endesign der Hauptstudie

Woche 1-3 Woche 3-4
Arbeit mit der Arbeit mit
EG —> N g
Lernumgebung Vorlesungsmaterial
Pretest Posttest
KG > Arbeiten mit dem Vorlesungsmaterial —>

AnmerkungEG ExperimentalgruppeKG Kontrollgruppe.
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Zu Beginn des Kapitels Funktionen und eine Woche nach dem Ende des Kapitels wird jeweils
ein Pra bzw. Posttest durchgefiihrt, der das konzeptuelle Verstandnis von Funktionen misst.
Da es weder mdglich noch sinnvoll war, alle bisherigen Themen der Vorlesung zu Funktionen
innerhalb der digitalen Lernumgebung zu behandeln, wurden die restlichen Inhalte im
Anschluss an die Bearbeitung der digitalen Lernumgebung auch mit den Vorlesungsmaterialien
erarbeitet. Insgesamt sind in der Vorlesung vier Wochen fur dasteKaFunktionen
vorgesehen. Die Experimentalgruppe arbeitete von der ersten Woche bis zur Hélfte der dritten
Woche ausschlie3lich mit der digitalen Lernumgebung. Ab der dritten Woche bis zur
abschlie3enden vierten Woche wurde mit dem Vorlesungsmatesidlegiet.

5.1.1 Auswahl der Gruppen

Insgesamt wird die VorlesunGrundlagen Mathematik Analysis lin finf inhaltsgleiche
Durchfihrungen aufgeteilt. Dadurch soll in kleineren Gruppen besser auf die individuellen
Bedurfnisse der Studierenden eingegangen werden koénnen. Bei insgesamt ca. 200
Studierenden, die diese Vorlesung pro Jahr besuchen, liegtrdméngroRe in der Regel
zwischen 40 und 50 Studierenden. Bereits vor Beginn des Semesters steht fest, welche
Studienrichtungen in welcher Durchfiihrung vertreten sein werden und welche Dozidignden

die Vorlesungsdurchfihrungemwerantwortlich sind Insgesamt sind drei Dozierende
verantwortlich, von denen jeweils zwei férzwei Durchfihrungen zustandig sifichbelle5.1

zeigt die Verteilung der Studienrichtungen den verschiedenen Durchfihrungen im
Herbstsemester 2022. Vorab musste definiert werden, in welcher der Durchfihrungen das
Thema Funktionen mit der Lernumgebung behandelt wird und somit die dort anwesenden
Studierenden zur Experimentalgruppe gehoéren. Fiur diswAhl waren zwei Kriterien
ausschlaggebend. Zum einen sollten in beiden Gruppen Studierende vertreten sein, fur die der
Kontextchemische Reaktia@ine hohdzw.weniger hohatudienbezogernRelevanz aufwet.

Der Kontextchemische Reaktiohat fir eine Studienrichtung eine hohe studienbezogene
Relevanz, wenn dieser Inhalt in mindestens einer weiterfihrenden Veranstaltung vertieft wird.
Zum anderen sollten moégliche Unterschiede durch die Lehrpersonen minimiert werden, indem
diese in beiden Gruppen vertreten sind.

Tabe&llVerteilung Stuldelmpeics ddwanm € unmmgae dur c hf ¢
2022

Vorlesungs Lehr- Gruppe BZ CB CH MI MT PT uT
durchfihrung person

1 A KG X

2 B EG X X

3 A EG X X X

4 B EG X X
5 C KG X X

AnmerkungBZ  Bioanalytik und ZellbiologieCB  Chemie und BioprozesstechnilCH  Chemie M
Medizininformatik MT Medizintechnik PT PharmatechnologjeUT Umwelttechnologie EG
ExperimentalgruppeKG  Kontrollgruppe.

Zu den Studienrichtungen, fur die der Kontext weniger relevant ist, gehdren Medizininformatik
(MI) und Medizintechnik (MT). Da beide Studienrichtungen nur in den ersten beiden
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Durchfuhrungen vertreten sind, war bereits klar, dass eine der beiden Studienrichtungen zur
Experimentalgruppe und die andere dementsprechend zur Kontrollgruppe gehéren wirde.
Schlie3lich wurde die Lernumgebung in der zweiten Durchfihrung eingesetzerdaelue
Studienrichtungen vertreten waren. Daraufhin wurde entschieden, dass die digitale
Lernumgebung auch in der dritten Durchfiihrung eingesetzt werden sollte, damit die
Studierenden von Lehrperson A sowohl in der Experimeatalauch in der Kontrollappe
vertreten sind. Ubertragt man dieses Argument auf die Lehrperson B, wiirde in Durchfihrung
4 nicht mit der Lernumgebung gearbeitet werden. Fur einen Vergleich eigneten sich jedoch die
Durchfuhrungen 3 und 5 am besten, da in beiden Studierende dem8tldung Bioanalytik

und Zellbiologie (BZ) vertreten sind und die Studienrichtungen Chemiad
Bioprozesstechnik (CB) und Chemie (CH) einige inhaltliche Gemeinsamkeiten aufweisen. Aus
diesem Grund wurde in Durchfihrung 5 nicht mit der Lernumgebundeeetr Dartber

hinaus wurde aufgrund der ungeraden Anzahl der Durchfihrungen vorab festgelegt, dass die
Experimentalgruppe grof3er sein sollte, um mehr Daten von Studierenden zu erhalten, die mit
der digitalen Lernumgebung arbeiten. Insgesamt setzt siehEgperimentalgruppe im
Herbstsemester 2022 aus den Studierenden der Durchfiihrungen 2, 3 und 4 zusammen, wahrend
die Studierenden der Durchfuihrungen 1 und 5 die Kontrollgruppe bilden.

Tabelle5.2 zeigt die Verteilung der StudienrichtungendenVorlesungsdurchfiihrungen im
Herbstsemester 2023. Aufgrund von Anderungen im Stundenplan haben sich leichte
Veranderungen ergeben. Die Lehrpersonen sind dieselben wie im Herbstsemester 2022. Nach
den Kriterien des Vorjahrs wurden im Herbstsemester die Hlilmoungen 1, 3 und 5
ausgewahlt, um das Thema Funktionen mit der digitalen Lernumgebung zu erarbeiten. Die
Studierenden der Durchfiihrungen 2 und 4 bildeten die Kontrollgruppe.

Tabe&RVerteilung Studienriicrhtdoennges unmgd duelthpe
2023

Vorlesungs Lehr- Gruppe BZ CB CH MI MT PT uT
durchfihrung person

1 B EG X X

2 A KG X X

3 A EG X X X
4 C KG X X

5 C EG X X

AnmerkungBZ Bioanalytik und ZellbiologieCB Chemie und BioprozesstechnilCH Chemie Mi
Medizininformatik MT Medizintechnik PT PharmatechnologjeUT Umwelttechnologie EG
ExperimentalgruppeKG  Kontrollgruppe.

5.2 Testinstrumente

Innerhalb der vorliegenden Studie soll untersucht werden, inwiefern die digitale Lernumgebung
durch den gezielten Anwendungsbezug und die Orientierung an den Grundvorstellungen das
konzeptuelle Funktionenverstandnis bei den Studierenden férdert. Zu diesekwurde ein
Leistungsteskingesetzt, der das konzeptuelle Funktionenverstandnis ebenfalls anhand der
Grundvorstellungerzuordnung Kovariation Objekt und der DarstellungeGraph Term
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Situation und deren Darstellungswechsel operationalisiert. Dariiber hinaus geht aus der
Literatur hervor, dass affektive Merkmale wiéMotivation, Selbstkonzept und
Selbstwirksamkeserwartung einen Einfluss auf die mathematische Leistung und den
Studienerfolg haben. Da die Experimentahd Kontrollgruppe zuféllig eingeteilt wurde
werden die drei genannten affektiven Merkmale zum Semesterstart erfragt. Dies soll
sicherstellen, dass es keine signifikanten Unterschiede hinsichtlich der erhobenen affektiven
Merkmale zwischen den Gruppen gibt, welche den Lernerfolg beglnstigen konnten. Daruber
hinaus werden die Klausurergebnisse zum Abschluss des Semesters als weiteres externes
Kriterium fur den Studienerfolg in diesem Modul betrachtet. Obwohl in der Klausigmne
Funktionen die Themen Differentialnd Integralrechnung gepruft werden, dient dies als erster
Indikator fur den Verbleib im Studium. Zudem wurde eine Aufgabe hinzugefiigt, die gezielt
Funktionen im Kontext einechemischen Reaktiopetrachtet. Diese Agabe wird einzeln
analysiert und ermoglicht einen mittelfristigen Ausblick auf den Lernerfolg der Studierenden.
In den folgenden Teilkapiteln werden die Skalen der affektiven Merkmale, der Leistungstest zu
Funktionen und dien der Abschlussklausur verwendete Aufgabe vorgestellt.

5.2.1 Affektive Merkmale

Zu Beginn des Semesters wurde samtlicBauidierenden, welche die Vorlesu@gundlagen
Mathematiki Analysis |besuchen, eine Einladung zur Teilnahme an der Vorbefragung
Ubermittelt. Die Umfrage wurde digital mittels eines mobilen Endgerats durchgefihrt. Um eine
hohe Rucklaufquote sicherzustellen, wurde wahrend der Vorlesung ein Zeitfenster gewébhrt, in
dem die Stdierenden die Umfrage ausfullen konnten. Neben allgemeinen Informationen wie
dem Geschlecht, der Fachhochschulzugangsberechtigung und eineeeti&igrbstatigkeit
neben dem Studium wurden weitere Fragerwendetwelchedie MerkmaleMotivation, das
Selbstkonzepund die Selbstwirksamkeierwartung der Studierenden hinsichtlich dieser
Mathematikveranstaltung erhebemie Skalen der affektiven Merkmalévotivation
Selbstkonzeptind Selbstwirksamkeierwartungwurden aus bereits etablierten Fragebdgen
entnommen und werden nachfolgend beschrieben.

5.2.1.1 Motivation

Die Erfassung deiotivationder Studierenden erfolgte mittels des von Kosovich €2al5)
entwickelten Fragebogens. Im Rahmen dieses Fragebogens wird derBegviditionanhand

der ErwartungsWertTheorievon Eccles et al(1983) definiert. Motivation wird folglich in

eine Erwartungsund Wertkomponente unterteilt. Dierwartung ist dabei an die direkten
Erfolgsaussichten auf schulischen oder akademischen Erfolg geknlpft, wobei beispielsweise
Noten eine Rolle spielen. D&ert erlaubt eine Beurteilung der Nitzlichkeit einer Aufgabe
oder eines Lehrgegenstands fir mogliche zukiinftige Perspektiven, die Gber den akademischen
Erfolg hinausgehen. Dazu zéhlen beispielsweise Interessen oder Berufsaivaigfetd &
Cambria, 2010) Die Komponente Wert lasst sich in eine positive und negative Facette
unterteilen. Die negative Facette des Werts wirkattenbezeichnetbementsprechend leiten

sich die drei Skalen des Testinstrumentsi@ib Erfassung ddérwartungund des (positiven)
Wertserfolgt mittels jeweils drei Items. Weitere vier Items erfasseiKdsten
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Der Fragebogen wurde urspringlich in englischer Sprache fur naturwissenschaftliche und
mathematische Facher konzipiert, sodass die originalen Items nur in der englischen Version

vorlagen (Kosovich et al., 2015)Dartber hinaus haben Fleischer et @019) diesen

Fragebogen innerhalb einer Studie an deutschen Hochschulen verwendet und die englischen

Items dafir Ubersetzt. lNabelle5.3 werden séamtliche Items in ihrer urspriinglichen englischen
Fassung aus Kosovich et gR015) sowie der deutschen Ubersetzung, welche in der

vorliegenden Studie verwendet wurden, gegentuibergestellt.

Tabel36kal eint avtostl i v(abht oamnfekno saouvsi ch ) et al

Skala Itemin englischer
Originalfassung

Item deutsche Ubersetzung

| know | can learn the material

in my math class.

| believe that | can be success

Erwartung  in my math class.

| am confident that | can

understand the material in my

math class

Ich weil3, dass ich den Stoff in meiner
Mathematikvorlesung lernen kafn.

Ich glaube, dass ich in meiner
Mathevorlesung erfolgreich sein kahn.

Ich bin zuversichtlich, dass ich den Sto
in meiner Mathematikvorlesung
verstehen kanh.

| think my math class is

important.

| value my math class.

Ich denke, meine Mathevorlesung ist
wichtig P

Ich schatze meine

Wert Mathematikvorlesung.

| think my math class is useful. Ich denke, meine Mathematikvorlesung
ist niitzlich®

My math classwork requires to Die Arbeit fir meine Mathevorlesung
much time. erfordert zu viel Zeit.
Because of other things that | Wegen anderer Dinge, die ich tue, hab
do, | dono6t h aichkeine Zeit fir meine
my math class. Mathematikvorlesun§.

Kosten Il 6m unabl e t o IchbinnichtinderLage, geniugend Ze

needed to do well in my math

class.

| have to give up too much to ¢
well in my math class.

aufzubringen, um in meiner
Mathematikvorlesung gut
abzuschneideh.

Ich muss zu viel aufgeben, um in mein
Mathematikvorlesung gut
abzuschneideh.

Anmerkung?Diese Ubersetzten Items wurden aus der Studie von Fleischer(2010) ibernommen® Diese
Items wurden in Anlehnung an die verwendeten Formulierungen von Fleisch¢2@18)eigenstandig Uibersetzt.

Die bereits von Fleischer et §2019)ubersetzten Items wurden tibernommen und sind in der

Tabelle hervorgehobeh. Es

Mathematikvorlesungausgetauscht, um dem Kontext der vorliegenden Studie gerecht zu

%In dem Artikel von Fleischer et dR019)wird fuir jede Skala ein Ubersetztes Beispielitem gezeigt. Die restlichen

wurde

lediglich der Begriff Studienfach durch

20

Ubersetzten Items konnten nicht eingesehen werden, sodass nur diese drei Ubersetzten Items bernommen

werden konnten.
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werden. In Anlehnung an die in den vorliegenden drei Items bereits verwendeten
Formulierungen wurden die Ubrigen Items eigenstandig Ubersetzt. Der Buegtlif class
wurde nicht mit Mathematikunterrichtsondern mit dem bereits verwendeten Begriff
Mathematikvorlesung@ibersetzt, um den Hochschulkontext zu bertcksichtigen. Abschliel3end
wurde die Ubersetzungler Itemsaus dem Englischen ins Deutschénsichtlich der
sinngemafien Wiedergabe von emenglischen Muttersprachler sowener bilingualen
Person unaliingig voneinander Uberprifind als angemessebeurteilt Die Bewertung der
Items erfolgte auf einer-sgtufigen LikertSkala, wobei die Abstufungen vgm stimme
Uberhaupt nicht zbis@ stimme voll zwerwendet wurden.

5.2.1.2 Selbstkonzept

Das Selbstkonzepdtezeichnet die individuelle Einschatzung der eigenen Fahigkeiten, welche
durch vergangene Erfahrungen geformt wivthrsh et al., 2019; Rach et al., 2021; Shavelson

et al., 1976)Somit lasst sich daselbstkonzeph verschiedeneBereichenerfassen. In der
Lehr-Lern-Forschung existieren mehrere empirische Studien, die einen positiven
Zusammenhang zwisch&elbstkonzepind akademischem Erfolg nachweisen konrtera.
Lauermann et al., 2020; Parker et al., 20BBs mathematischeelbstkonzemntspricht der
allgemeinen Definition zufolge der Einschatzung der eigenen mathematischen Fahigkeit einer
Person. Rach et g2021)weisen darauf hin, dass zu Beginn eines Mathematikstudiums die
Einordnung deSelbstkonzeptscht eindeutig ist, da sich die Schulmathematik signifikant von

der universitaren Mathematik unterscheidet. Unter Berlicksichtigung der verschiedenen
Schulabschlisse, welche ein Studium an der HLS ermdglichen, und des stark heterogenen
mathematischen Vonasens der Studierenden zu Studienbe@igh Kapitel 1.1und1.2), ist

ein erheblicher Unterschied hinsichtlich des schulbezogenen und hochschulbezogenen
mathematischeBelbstkonzeptau erwarten. Insbesondere Studierende, die Uber eine Berufs
oder Fachmaturitat verfigen und die Uberwiegende Mehrheit der Erstsemesterstudierenden
bilden, missen im ersten Semester vollstandig neue Inhalte in kurzer Zeit erlernen, was von
den Betroffenen alanspruchsvoll wahrgenommen werden kann. Dementsprechend wurde das
Selbstkonzept inAllgemein Schulbezogenund Hochschulbezogerunterteilt. Da die
Vorbefragung zu Beginn des ersten Semesters stattfindet, verfligen die meisten Studierenden
Uber keine bish&gen Erfahrungen mit der Hochschullehre in Mathematik. Aus diesem Grund
ist es erforderlich, dass die Studierenden die Items im Hinblick auf ihre Vorstellungen von
Mathematikvorlesungen  beantworten. Die  Skalen des schulbezogenen und
hochschulbezogene&elbstkonzeptsurden der Studie von Rach et@021)entnommen. Die

Skala des allgemeineBelbstkonzeptsvelche ebenfalls von Rach et al. verwendet wurde,
wurde dem PalLeRrojekt (Kauper et al., 2012kenthommen.In Tabelle 5.4 sind alle
verwendeten Items angegebBie Beantwortung der Items erfolgte auf einetdfigen Likert

Skala vorp trifft nicht zubist  trifft zu.
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Tabeldbkal en und | t@ms nd eninfekva Uapnesrz eeptt al ., 201
2021)
Skala Beispielitem

In Mathematik bin ich sehr gut.
_ Was Mathematik angeht, bin ich ziemlich fit.
Allgemein - .
Ich denke, Mathematik liegt mir besonders.

Die Inhalte in Mathematik bereiten mir keine Schwierigkeiten.

Was die Mathematik angeht, die ich in der Schule kennengelernt
bin ich ziemlich fit.

Die Mathematik, die ich in der Schule kennengelernt habe, fallt m
leicht.

Im Vergleich zu anderen Kommilitoninnen und Kommilitonen fallt
mir die Mathematik, die ich an der Schule kennengelernt habe, lei

Schulbezogen

Was die Mathematik angeht, die ich in der Hochschule kennengel
habe, bin ich ziemlich fit.

Die Mathematik, die an der Hochschule betrieben wird, fallt mir
Hochschulbezoge leicht.

Im Vergleich zu anderen Kommilitoninnen und Kommilitonen fallt
mir die Mathematik, die ich an der Hochschule kennengelernt hak
leicht.

5.2.1.3 Selbstwirksamkeitserwartung

Die Selbstwirksamkeitserwartungird von Bandura1986, S. 391pls die Beurteilung der
eigenen Fahigkeiten einer Person definiert, Handlungsablaufe zu organisieren und auszufihren,
um bestimmte Anforderungen zu bewadltigen. Im Gegensatz Qelinstkonzepstellt die
Selbstwirksamkeitserwartungine aufgabenbzw. situationsspezifische Einschatzung der
eigenen Fahigkeiten dar(Laging, 2021, S. 10 f) Infolgedessen kann die
SelbstwirksamkeitserwartuigBezug auf verschiedene Teilgebiete der Mathematik analysiert
werden. Eine hoheselbstwirksamkeitserwartungeim Losen algebraischer Gleichungen
impliziert nicht zwangslaufig eine hoh8elbstwirksamkeitserwartungei geometrischen
Aufgaben.

Die Selbstwirksamkeitserwartunigat sich als valider Pradiktor bezuglich schulischer und
akademischer Leistung erwiesgn B. Grigg et al., 2018; Multon et al., 1991; Pietsch et al.,
2003; Roick & Ringeisen, 2018pennoch lasst sich beobachten, dass Studierende zu Beginn
ihres Studiums dazu neigen, ihre eigene Leistungsfahigkeit zu Gberscfizgery, 2014)

Die Erhebung deSelbstwirksamkeitserwartungrfolgte auf Basis des von Girné2020)
entwickelten Fragebogens. Aus dem genannten Fragebogen wurden die drei Skijehrau
Anwendungenind Analysisverwendet. Die Skala zAnalysisbeinhaltet die Differentialund
Integralrechnung. Die Ubrigen Skalen des Fragebogens von Girnat (2020) lassen sich
Inhaltsbereichen zuordnen, die fur die Vorles@rgndlagen Mathematik Analysis lan der

HLS nicht relevant sind, und werden deshalb in der vorliegenden Studie nicht verwendet. Im
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Hinblick auf das Forschungsziel dieser Arbeit wurde eine weitere Skala neu hinzugefugt,
welche das Konzept der Funktionen in Kombination mit spezifischen Anwendungen im Bereich
der Life Sciences abdeckt. Bei der Konzeption der Items wurde darauf gedabsedlle drei
Grundvorstellungen zu Funktionen durch ein Item abgedeckt werden. Daruber hinaus wurde in
jedem Item ein entsprechender Graph prasentiert, wobei ein Transfer zu einer algebraischen
oder verbal beschreibenden Darstellung erforderlich Biae Ubersicht tiber alle Skalen und
Itemsist in Tabelle5.5 dargestellt Die zu den Items der Skalafe Sciencegehdrenden
Graphersind inAbbildung 5.2 dargestelltDie genannten Skalen umfassen jeweils vier Items
und beziehen sich auflie Frage Wie sicher sind Sie sich, dass Sie die folgenden
Mathematikaufgaben l6sen konneldiz Einschétzungen zu den Items erfolgten auf einer 4
stufigen LikertSkala vonp  Uberhaupt nicht sichdsist  sehr sicher

Tabed5l Sk al en und | t ems Sel bstwirksamkeitseryv
Analysis erfitGhommaen 2020)

Skala ltems

Eine Gleichung wimw v p }6sen
Eine Gleichung wigo  @w v X l6sen.

Algebra , , o . . .
Eine Gleichung wie€ @ © w ot w o losen.

Einen Term wig® v oo ausmultiplizieren und vereinfachen.

Ausrechnen, wie viel billiger ein Fernseher bei 30% Rabatt ware.

Ausrechnen, wie viele Zinsen ein Sparvertrag innerhalb von 10 Jahrer
Anwendunger €inbringt.
Ausrechnen, wie lange es dauert, ein Schwimmbecken komplett zu fu

Den durchschnittlichen Benzinverbrauch eines Autos berechnen.

Die Maxima und Minima einer Funktion wiQ®w @ cw p
ermitteln.
Analysis Ein bestimmtes Integral wie beispielsweise®w  ¢w ‘Q dberechnen.
Die Ableitung einer Funktion witw  @t'Q bestimmen.

Die Stammfunktion einer Funktion wi@w -O E & angeben.

Zu den untenstehenden Messpunkten einen Funktionsterm aufstellen
Abbildung5.2 (1))

Die Veranderung der Konzentration des Produkts bei einer chemi
Reaktion anhand des abgebildeten Funktionsgraphen beschraiger

Life Sci__epceS Abbildung5.2 (2))
(zugehorige i ' e vi
Abbildung in  Mit dem untenstehenden Funktionsgraphen bestimmen, nach wie viel

Klammern) Minl_Jten die Medikamentenkonzentration &8 mg/l gesunken ist. (vgl.
Abbildung5.2 (3))

Die Anderungsrate mit dem unten abgebildeten Funktionsgraphen
bestimmen, bei dem die Konzentration eines Medikaments im Blut nas
der Einnahme abgebildet ist. (v@lbbildung5.2 (4))
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rksamkei

Abbil®26Gmrgaphen zu den I tems Sel bst wi
244 ¢ in mol/1 (1) in mol/1 (2)
X
- X
. * A = * = & 0 o l‘?Sl min t in min
244 cin mg/1 (3) 244 ¢ in mg/l (4)
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04

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
t in min

o

20 40 60

80 100 120 140 160 180
t in min

AnmerkungDie Nummerierung der Bilder von (1) bis (4) korrespondiert mit der Reihenfolge der Items der Skala

Life Sciences Tabelleb.5.

5.2.2 KonzeptuellesFunktionenverstandnisi FALKE Test

Das konzeptuell&unktionenverstandnisder das funktionale DenkéWollrath, 1989)wurde

mit dem FALKETest erhoben. Dieser Test wurde von Marcel Kling@18)im Rahmen
seiner Dissertation entwickelt. Der Test wurde fir den Einsatz beim Ubergang vom
Inhaltsbereich Funktionen zur Analysigu Beginn der
nordrheinwestféalischen Schulen konzipiert. Dementsprechend sollten die Lernenden zu diesem
Zeitpunkt bereits Gber grundlegende Kenntn@sEunktionen verfiigen und im Anschluss ihr
Wissen im Rahmen der Differentialrechnung vertiefen. Der Test erweist sich fur die
vorliegende Arbeit als besonders geeignet, da er das konzepuugtigonenerstandnisn den
Vordergrund stellt. In der Operationalisierung wurden die GrundvorstelluAgerdnung
Kovariation und Objektsowie die Verwendung verschiedener Darstellungsformen und deren
Ubersetzung beriicksichtigtgl. Klinger, 2018, S. 184 ff.)Bei der Konstruktion des Tests
wurde lediglich diddarstellungrabellenicht berticksichtigt, um die Komplexitat zu reduzieren.

In Hinblick auf die in der vorliegenden Arbeit konzipierte digitale Lernumgebung ist dies als
weiterer Vorteil zu bewerten. Da sidie Darstellungsraphals lerneffizienteerwiesen hals

die Darstellungrabelle(vgl. Rolfes et al., 2022Werden Tabellen in der vorliegenden digitalen

Lernumgebung nicht bericksichtigt.

gymnasialen Oberstufn

Zudem spielt die Darstellungsf@mph im

Anwendungsbereich der Reaktionskinetik eine Ubergeordnete ®glleRodriguez, Bain, et

al., 2019) Daruber hinaugst davon auszugehen, dass alle Studierenden, die ihr Studium an der
HLS beginnen, bereits in der Schule Kenntnisse Uber Funktionen erworber(\gibiapitel

1.2), sodass von einem vorhandenen Wissensstand ausgegangen werden muss. In Anbetracht

t
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der unterschiedlicherBildungswege, welche durctiie verschiedenen Schulabschlisse und
unterschiedlich lange Zeitspannen ohne Mathematikuntergekénnzeichnet sind, muss
jedoch einestarkeHeterogenitat des Vorwissens beziglich Funktionen angenommen werden.
Um das Vorwissemdglichstgenauzu erfassen, ist ein Test erforderlich, der Gberprift, ob die
Lernenden bereits Ubedundierte Kenntnisseverfigen. Der FALKETest erflllt diesen
Anspruch, da er zu Beginn der gymnasialen Oberstufe eingesetzt widasukonzeptuelle
Funktionenverstandnis abzubild@inger, 2018, S. 6)

Fur die Bearbeitung des FALKEestsist eine Bearbeitungszeit von 45 Minuten vorgesehen
und es sindkeinerlei Hilfsmittel auRer Stift und Papier erforderl{ghinger, 2018, S. 190)m
Rahmen der vorliegenden Dissertation wuildeebenfalls von Klinger bereitgestelitmgitale
Version ded-ALKE-Tests(verfugbar untehttps//www.falke-test.de/moodl¢ierwendetdie

sich fir den Einsatz innerhalb des Learning Management Systems (LMS) Moodle
(https//moodle.org/) eignet, das an der HLS im Einsatz istinrgiimtlichen Veranstaltungen
verwendet wird Allerdings konnten zwei Items nicht ohne Weiteres von der papierbasierten
Version von Klinger (2018) in die digitale Version in Moodle Gbertragen werden. Im Folgenden
werden die Unterschiede zwischen der papierbasierten Version und der digitalen ®fersion
beiden Items kurz beschrieben. Infolge didseterschiederweist sich die von Klingef2018,

S. 184 ff.)vorgenommene Klassifikation der Items, welche sich lediglich auf die papierbasierte
Version stitzt, als teilweise korrekturbedirftig.

5.2.2.1 Item Koordinatensystem

Das ItemKoordinatensystemntescheidet sich in der papierbasierten Version deutlich von der
digitalen VersionIn der papierbasierten Version ist lediglich der Graph gegeben, welcher auf
den ersten Blick wie die Winkelhalbieren@&o  waussieht. Die Achsen sind jedoch so zu
beschriften, dass die Funkti®dw  ¢wdargestellt wird. Dementsprechend kdnnen die Werte
auf derarAchse beliebig gewahlt werden, solange ein gleichmaRiger Abstiagehalten wird
Anschliel3end ist auf deb-Achse zu jedenwyWert nun der doppeltexWert anzugeben. Dies
erfordert die Grundvorstelluriguordnungsowie den adaquaten Umgang mit den Darstellungen
TermundGraph

Die digitale Version des Items ist Abbildung 5.3 dargestellt. In der digitalen Version wird

der AufgabentypDrag-and-Drop auf Bild in Moodle verwendet. Im Rahmen dieses
Aufgabentyps erfolgt eine vorige Definition von Feldern, auf welche im Anschluss vorab
definierte Karten gezogen werden kénnen. Fir die automatische Auswertung dieses Fragetyps
ist entscheidend, dass die Zuordnung dengefertigten Karten auf die definierten Felder
eindeutig ist. Aus diesem Grund ist auf deAchse der Wert, vorgegeben, welcher sonst in
zweli verschiedenen Karten vorkommen wirde. Somit |&sst sich bereits ableiten, dasselie Wert
p und o links bzw. rechts davon positioniert werden mussen. Die Ubrigen Karten mit den
Wertent, @und¢ mussen lediglich in aufsteigendReihenfolgen den Feldern an derAchse
platziert werden. Ein solcher Losungsweg erfordert nur die korrekte Beschriftung der Achsen.
Dabei muss berlcksichtigt werden, dass die bereits vorgegebene Skala avAdthse
eingehalten wird und die restlichen Werte aufsteigend aprdehse angeordnet werden. Hier
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wird keine Grundvorstellung bendtigt. Dartber hinaus muss der Term ebenfalls nicht
bertcksichtigt werden. Durch die korrekte Beschriftung der Koordinatenachsen muss die
DarstellungGraph betrachtetwerden. Fur eine digitale Version dieses Item, welche dem
papierbasierten Item maoglichghnlich ist ware einFragetyperforderlich der eine freie
Beschriftungn vorgefertigten Kastem einer Abbildung ermdglichAuf diese Weise missten
samtliche Wertan den Achserigenstandidpeschriftetverden und es waren unterschiedliche
Losungen mdglich Jedoch ist von den verfugbaren Moodle Fraggpen (vgl.
https//docs.moodle.org/405/de/Fragetyp@rag-and-Drop auf Bilddie einzige Mdglichkeit,
vorgegebenélextkarten auf einem Bild zupositionieren Dementsprechend stellt dies die
einzige Moglichkeit dardas ItemKoordinatensystenmit den vorhandenen Fragetypen zu
digitalisieren

Dennoch iseinLosungweg wie in der papierbasierten Version des Items, moghcinch die
technischenBedingungen der digitalen Versiowird eine solches Vorgehen jedoch
unwahrscheinlicher. Dartber hinaus ist es denkbar, dass zumindest einige Studierende nach der
Beschriftung der Achsen ihre Losung durch das Einsetzen eines Punktes in den Term
verifizieren mochten. Aus diesem Grund werden in der Klassifizierung weit2dardnung

(2) sowie die Darstellunge@Graph (G) und Term(T) bertcksichtigt. Durch die verwendeten
Klammern wird verdeutlicht, dass diese Grundvorstellongy. Darstellung zum Ldsen der
Aufgabe nicht benétigwird.

Klassifikation:(Z) i G(T)

Abbi l8®3ngegm KoordinatensysteinG(Ti)g)i t al ( KI assi

Beschriften Sie die Koordinatenachsen so, dass die Gerade f(x) = 2x dargestellt wird. Ziehen Sie dazu die Zahlen an die korrekten Positionen.

[1] [¢]
AnmerkungZ Zuordnung G Graph T Term die Klammern in der Klassifikation geben an, dass diese
Grundvorstellung und Darstelluragir Lésung des Items nicht notwendig sind.

5.2.2.2 Item Kegelftllung

Das ItemKegelftllungin der papierbasierten Versi¢klinger, 2018, S. 246 ff.\interscheidet
sichebenfalls deutlickon der digitalen Version. In der papierbasierten Version muss der Graph
in ein vorgegebenes Koordinatensystem gezeichnet werden, wobei die Informationen aus dem
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Text zu entnehmen sind, welche die Dauer in Sekunden angeben, nach der der Kegel seine
gesamte HOhe von 10 cm erreicht hat. idsrdert die GrundvorstelluriguordnungDarlber

hinaus muss festgestellt werdenit welcher Geschwindigkeit das Wasser im Verlauf der Zeit
ansteigt. Es lasst sicdtrkennendass die Hohe zu Beginn wesentlich schneller zunimmt, da
zuerst die Spitze des Kegels befullt wird. Aus diesem Grund wurde neben der Grundvorstellung
ZuordnungauchKovariation in die urspriingliche Klassifdtion ibernommeifvgl. Klinger,

2018, S. 247)

Die digitale Version des ItemKegelfullungist in Abbildung 5.4 dargestellt.Durch die
Einschrankungen dédoodle Fragetyperhttps//docs.moodle.org/405/de/Fragetypeionnte

keine eigenstandige Skizze des Graphen in der digitalen Version gefordert Vileedeinzige
Maoglichkeit bestand darjrverschiedene Graphen vorzugeben. Diese wurdAnlehnung an
empirisch beobachtetechilerfehleigewahlt(Klinger, 2018, S. 249 ff.)in der vorliegenden
digitalenVersion des Items werden vier mégliche Graphen prasentiert, aus denen ausgewahlt
werden muss, welcher den Fillvorgang des Kegels adaquat beschreibt. Da alle Graphen bereits
den korrekten Startpunktrdit und Endpunkt yip Tt aufweisen, ist eine Beriicksichtigung
dieser Informationen im Text nicht erforderlich. Aus diesem Gwind die Grundvorstellung
Zuordnungzur Bearbeitung des digitalen Items nicht benétigt.

Dartiber hinausst in der papierbasierten Version die Richtung der Ubersetzung von dem
gegebenen Kegel, also dsituation zum Graphen erforderlich. Die Vorgabe verschiedener
Graphen erlaubt einen Abgleich jedes Graphen mit dem Kegel, woderchmgekehrte
Darstellungswechsel vom Graphen zur Situation wahrscheinlicher ied. erlaubt eine
Losung des Items, dierstarkidie Grundvorstellun@bjektadressiertin &hnlicher Weise wie

beim Item Gefal3e fullerbei Lichti (2019, S. 97)muss zu einem Gefal der korrespondierende
Graph ausgewahlt werden. Es genuigt, den gesamten Verlauf des Graphen zu betrachten und die
vorgegebenen Modelle mit dem Kegel abzugleichen. An dieser Stelle kann die gleichmaRige
Zunahme von Zeit und Ho6he, alsord&raph der linearen Funktiormecht einfach
ausgeschlossen werdevon den verbleibendedrei Graphen zeigt nur der Oberste eine mit
zunehmender Zeit abnehmende Zunahme der Holeeh die entsprechen#@limmung des
Graphenkann darauf geschlossen werdelass es sich hierbei udten einzig plausiblen
Graplen fur den Kegel handeltyelcher unten den kleinsten Durchmedsesitzt, sodass zu
Beginn die Hohe schneller steigt.

In dem zuvor beschriebenen Lésungsweg dieses ltems wird nelferuddrorstellungbjekt

das Anderungsverhalteiber den gesamten Graphen betragistedasKovariation indirekt

zur L6sung des Items bendtigt wird. Die Betrachtung der vorgegebenen Graphen erlaubt jedoch
eine unmittelbare gesamtheitliche Betrachtung der Anderung von Zeit und Héhe des Wassers,
sodass in der Klassifikation lediglich die Grundvorstellriggekt(O) angegeben wird. Zudem

wird die Darstellungsraph (G) in Verbindung miteinerSituation (S) angesprochen, weshalb

diese ebenfalls in der Klassifikation aufgenommen werden.

Klassifikation:O1 SG
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Abbil®4ddngem Kegelfg¢gllung T6iIGgi t al (Kl assi fikat

Ein kegelformiges, 10 Zentimeter hohes Behiltnis wird (iber einen gleichmaBigen Zufluss mit Wasser befiillt. Nach 8
Sekunden ist der Kegel gefiillt.

Welcher Graph stellt die Fiillhéhe in Abhdngigkeit von der Zeit dar?

Wahlen Sie eine Antwort:
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5.2.2.3 Zusammenfassung aller Items

In Tabelle5.6 ist eine Klassifikation aller Items des FALKEests gegeben. Diese ist angelehnt

an die Klassifikation des papierbasierten FALKé&sts von Klinger(2018) Bei den zuvor
diskutierten Item&oordinatensystemndKegelfullungwurde die Klassifikation angepasst, da
sich die digitalen Versionen dieser Items deutlich von den papierbasierten Versionen
unterscheiden. Darlber hinaus wurde eine weitere Spalte mit den Funktionstypen eingeflugt.
Innerhalb von zehn Items wird eine quadratische Funktion thematidfeiteredrei Items
thematisieren eine lineare FunktigkuRerdem gibt efiinf Items, bei denen der Funktionstyp
nicht ersichtlich ist und beispielsweise ein qualitativer Verlauf eines Graphen vorgegeben ist.
Diesen Items wurde verallgemeinernd der TQalitativ zugewiesenlnnerhalb eines Items
konnen mehrere Grundvorstellungen oder Darstellunggkommen, was in den meisten
Fallen einen Darstellungswechsel erfordémsgesamt adressieren zehn Itefgordnung
sieben ltem¥Kovariationundelf temsObjekt Innerhalb vorewolf Items wird eineSituation
gegeben, neun Items themadien einen Graphen und zwdlf Items eiffemm.
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Tabelb6Kkeassi fikati on -Tdeesrt sl t(ewfod O &89l i FAJ KrE

Item Name Funktionstyp Grundvorstellungen Darstellungen

1 Koordinatensystem Linear (Zuordnung Graph (Term)

2 Scheitelpunkt Quadratisch  Zuordnung, Objekt Term

3 Verschobene Funktion | Quadratisch Zuordnung, Objekt Term

4 Verschobene Funktion Il Quadratisch  Zuordnung, Objekt Term

5 Mungstener Bricke Quadratisch  Zuordnung, Objekt g':;gﬂ?.?.’erm

6 Weihnachtsmann Quadratisch Zuordpung, Situation, Term
Kovariation

7 Grundsttcksflache Quadratisch 7 Situation, Term

8 Parabelgleichung Quadratisch  Objekt Term

9 Kugelstol3en | Quadratisch  Zuordnung, Objekt  Situation, Term

10 KugelstoRen I Quadratisch  Zuordnung, Objekt  Situation, Term

11 Dateidownload Linear ﬁg?/;?g::)% Objekt Situation, Term

12 Skifahrer Qualitativ Kovariation Situation, Graph

13 Kegelfullung Qualitativ Objekt Situation, Graph

14 Schwimmbecken Linear Kovariation Situation, Graph

15 Rennstrecke | Qualitativ ﬁg?/g:g:g% Objekt Situation, Graph

16 Rennstrecke Il Qualitativ Zuordnung Situation, Graph

17 Rennstrecke IlI Qualitativ Kovariation Situation, Graph

18 Parabelquiz Quadratisch  Objekt Graph, Term

AnmerkungDie Klammernin den SpalterGrundvorstellungen und Darstellungen des Itétosrdinatensystem
verdeutlichendassdiesewahrend der Bearbeitung des digitalesms wahrscheinlich seltearadressiert werden.
Fur die Losungles ItemsGrundstiicksflachwird eine quadratische Gleichung aufgestellt und gelést, wobei keine
der drei Grundvorstellungen benétigt wird.

5.2.3 Abschlussklausur

Die Note der Abschlussklausur stellt dariiber hinaus ein externes Kriterium zur Bewertung des
Lern- und Studienerfolgs dar. Die Aussagekraft des Klausurergebnisses ist fur die vorliegende
Arbeit jedoch nur eingeschrankt, da in der Abschlussklausur neben dem Fhekinen
weitere Aufgaben zubDifferentiat und Integralrechnunggepriift werdenDariber hinausst

zu berucksichtigen, dassnerhalb der Klausur nicht ausschlie3lichAufgaben zum
konzeptuellen Funktionenverstandnigerwendet werden sondern eine Vielzahl an
unterschiedlichen Fahigkeitgepruft wird Eine Analyse der einzelnen Klausuraufgaben wird
nicht vorgenommen, sodass eine explizite Darstellung der spezifischen Kompetenzen, welche
durch die Klausur in beiden Jahren geprift wurden, nicht moglich ist. Allerdingsdséellt
Abschlussklausur der Vorlesurigrundlagen Mathematik Analysis Ifur viele Studierende

eine Herausforderung dar, diei mehrfachem Nichtbestehemm Abbruch deStudiumsozw.

zum Ausschluss aus dem Studium fuhren kann. ddesem Grund kann das Bestehen der
MathematikKlausur im 1. Studiensemester als Indikator flir den allgemeinen Studienerfolg
betrachtet werdenin der Abschlussklausur wurde eine Aufgabe gestellt, mit dbes
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konzeptuelleFunktionenverstandnisn Kontext einer chemischen Reaktion gepniiirden
soll. Die erreichtePunktzahin dieser Aufgabelientals Indikatorfur denmittleren Lernerfolg
hinsichtlich des konzeptuellen Funktionenverstandnisses.

5.2.3.1 Aufgabe Chemische Reaktion

In Anlehnung an die Studie von Rodriguddain et al. (2019)wurde eine Klausuraufgabe
erstellt, die das konzeptuelfunktionenverstandnisn Kontext einerchemischen Reaktion
thematisiert. In der vorliegenden Aufgabenstellung wird neben dem situativen Kontext
lediglich derGraphals Darstellunggegeben. In der Studie von RodriguBain et al.(2019)

wurde diese Aufgabe ebenfalls im Rahmen einer Klausur eines Chemiemoduls eingesetzt, um
Kovariation und das Argumentieren mit dem Graphen zu analysieren. Daher war eine
Modifikation der Aufgabe erforderlich, sodass ausschliel3lich mathematische Kompetenzen fur
das Erreichen der vollen Punktzahl erforderlich waren. Die konzipierte Aufgabe ist in
Abbildung 5.5 dargestellt. Im Informationstext, der Gber dem Graphen angezeigt wird, wurde
ein einleitender Absatz hinzugefiugDiese Information soll sicherstellen, dass das
Begriffsverstandnis fur die BegriffReaktandund Produkt welche fur die Bearbeitung der
ersten Teilaufgabe erforderlich sjruki allen Studierenden vorhanden ist

Abbil ®&dBbrKd ausuraufgabe zum konzeptuell en Fu
c hemi s c h da dRaepatkit & mthr n g ddtz H&10)1 9 )

Bei chemischen Reaktionen werden Substanzen verbraucht (die sogenannten Reaktanden), wiithrend
andere Substanzen daraus entstehen (die sogenannten Produkte).

Kim hat die Ergebnisse eines Experiments erhalten, das ein Freund durchgefiihrt hat, bei dem eine
bestimmte Substanz X an einer Reaktion beteiligt war. Der Graph unten zeigt, wie sich die Konzen-
tration von X wihrend des Experiments mit der Zeit ¢ (in Minuten) verindert hat.

[X] (mol L)
A

2> Timet (min)

1. Ist X eher als Reaktand oder Produkt der Reaktion zu beschreiben? Begriinden Sie.

2. Zu welchem der Zeitpunkte ¢ = 1 min, 6 min, 10 min war die Reaktionsgeschwindigkeit am
hochsten? Zu welchem Zeitpunkt war sie am niedrigsten? Begriinden Sie kurz, wie Sie zu Ihrer
Antwort gekommen sind.

Kims Freund hat ihr gesagt, dass nach 6 Minuten, als die Reaktion in der Sattigungsphase war, weitere
der urspriinglichen Reaktanden von aussen hinzugefiigt wurden. Wiahrend des letzten Semesters hat
Kim bereits gelernt, dass die Reaktionsgeschwindigkeit hoher ist, wenn mehr Reaktanden an der
Reaktion beteiligt sind.

3. Kim soll der Tutorin erklaren, wodurch der Unterschied in den Reaktionsgeschwindigkeiten bei
t = 1 min und ¢ = 10 min zustande kommt. Geben Sie mit den obigen Informationen Kims
Antwort.
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Der restlichelnformationstext sowie die ersten beiden Teilaufgalwarden in Anlehnung an

den englischsprachigen Originaltext Gbersdtmtdritten Aufgabenteil wird in der originalen
Fassung Wissen aus der Reaktionskinetik benotigt, um die unterschiedlichen
Reaktionsgeschwindigkeiten adaquat erklaren zu ko(wvgnRodriguez, Bain, et al., 2019)

Aus diesem Grund wurde in dem Text tber der Aufgabenstellung eine mégliche Erklarung
erganzt Die Studierendebendtigerfolglich kein Wissen aus der Chemied mussefediglich

die Informationen aus dem vorliegenden Text in Verbindung mit dem gegebenen Graphen
interpretieren

Die Bewertung innerhalb der Klausur erfolgte anhand objektiv bewertbarer Kriterien. Somit ist
zur Losung der ersten Teilaufgabe lediglich die korrekte Benennung als Produkt in Verbindung
mit dem Monotonieverhalten erforderlich, um einen Punkt zu erhéfteRahmen der zweiten
Teilaufgabest es ausreichend, wenn der Zeitpunkt der héchsteng(d "Q¢und niedrigsten

(6 @& QtReaktionsgeschwindigkeit korrekt benannt wird und eine Begriindung in Bezug
auf die Steigung des Graphen erfolgt. Eine Verknipfung zwischen der Steigung und der
situativen Bedeutung, welche die Anderung der Konzentration pro Zeiteinheit naherungsweise
beshreibt, ware zwar winschenswert, findet jedoch keine Berucksichtigung fur die
Bepunktung dieser Aufgabe (vgl. qualitative Auswertung bei Rodriguez €CdI9). Die

dritte Teilaufgabe ist vollstandig korrekt gelost, wenn die Unterschiede der
Reaktionsgeschwindigkeit damit begriindet werden, dass zum Zeitpungt "Qaveniger
Reaktanden an der Reaktion beteiligt sind als zum Zeitpunkt t = 1 min.

5.3 Auswertungsmethoden

In diesenKapitelwird beschrieben, mit welcher Methode @iesergebnissees konzeptuellen
Funktionenverstandnigusgewertetverden. Auf Basis des eindimensionalen Radddells
(Rasch, 1960konnen sogenannte Itemschwierigkeiten und individuelle Personenfahigkeiten
geschatzt werden. Mithilfe der Erweiterung in Form eihesar-logistischenTestmode#
(LLTM) kénnen zudem Unterschiede zwischen unterschiedlichen Gruppen zu mehreren
Testzeitpunkten modelliert werden. Zunachst werden das Ré&sdbll und dasLLTM
allgemein beschrieben. AnschlieBend wird darauf eingegangen, wie die Modellgeltung des
RaschModells gewahrleistet wird und wie daETM in der vorliegendem\rbeit modelliert

wird.

5.3.1 Lerneffekte bestimmen

Die Antworten des FALKETests(Klinger, 2018)wurden dichotom als wahp) oder falsch

() codiert. Da es sich bei dem Test um einen Powertest handelt, werden nicht gegebene
Antworten als falsch codiert. Aufgrund technischer Schwierigkeiten war es einigen
Studierenden im Herbstsemester 2023 wahrend des Pratests nicht moglich, zwei Items des
digital in Moodle durchgefiihrten Tests zu bearbeiten. Diese Daten werderissiisgcodiert.
Waéhrend der Konzeption des FALKEests wurden die Items bereits mit Methoden derdtem
Respons&heorie (IRT, ua. das eindimensionale Raddlodell) ausgewertet, um den Test auf

Basis dieser Ergebnisse weiter anzupassen. Da die Daten innerhalb dieser Untersuchung als
raschskalierbar bewertet wurdgrgl. Klinger, 2018, S. 214 ff,werden in der vorliegenden
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Arbeit die Ergebnisse ebenfalls mithilfe des eindimensionalen Rdsdells ausgewertet. Um
Lerneffekte zwischen den unterschiedlichen Gruppen uber zwei Zeitpunkte zu ermitteln, wird
daslinear-logistische Testmodell (LLTNMach Fischefl973)herangezogen. Dieses basiert auf
dem eindimensionalen Rasbhodell (Rasch, 1960)Im Rahmen des Raséhodells wird
davon ausgegangen, dass mit den erfassten Datendein Testantworten der Studierenden,
ein latentes Konstrukt gemessen werden soll. Dies fuhrt zur Bezeichnung der
Eindimensionalitat des Raséhodells (Bortz & Doring, 2006, S. 208PDartber hinaus wird
postuliert, dass die Wahrscheinlichkeit, ein It&&korrekt zu 16sen, ausschliel3lich von dem
latenten Merkmal, ch. der Fahigkeit—einer Person j und der SchwierigKeitdes ItemsQ
abhangt. Die beiden Parameter fur die Personenfahigkeind die Itemschwierigkeit
werden in der Einheit Logit angegel@®hoosbrugger & Kelava, 2020, S. 380)iese ist gemald
Gleichung(9) definiert als naturlicher Logarithmus des Wettkoeffizienten, also des Quotienten
aus Losungswahrscheinlichkeit und der Gegenwahrscheinlichkeit. Die Zufallsvasiadpiiet

Auskunft dariiber, ob die Pers@ias ItemiCkorrekt geldst hat (1) oder nicht (0).

p—h
n—h

|0 ©
I’?’ (1)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Perd@as ItemQichtig l6st, wird im Rahmen des Rasch
Modells mithilfe der logistischen Funktion Gleichung(10) geschatztMolenaar, 1995b;

Moosbrugger & Kelava, 2020, S. 373; Rost, 2004, S..119)

5o pi (10
p Q

Die Gleichung liefert flir die vorgegebenen Parameter der Itemschwierigkeiie
charakteristischen Kurven der Items, welcheit@s characteristic curvglCC) bezeichnet
werden. Zwei exemplarische ICCs sindAhbildung 5.6 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeit
0, ein Item zu l6sen, ist auf der vertikalen Achse dargestellt. Die horizontale Achse bildet
sowohl die Auspragung des Personenfahigkeitsparametdssauch die Iltemschwierigkeit
ab, welche beide in der Einheit Logit angegeben werden. Der Vorteil dieser Vorgehensweise
besteht in der direkten Beziehung zwischen dem Personenfahigkeitsparameter und der
Itemschwierigkeit. Gleichun@l0) sowie die ICC sind so konzipiert, dass bei Gleichheit der
ltemschwierigkeit und dem Personenfahigkeitsparametedie Lésungswahrscheinlichkeit
exakt 0.5 betragt. Demnach wird eine Person mit einem Fahigkeitsparameter, der geringer ist
als die Schwierigkeit eines Items, dieses mit einer Wahrscheinlichkeit von unter 0.5 l6sen
kénnen. Folglich ist die Wahrscheinlichkelass eine Person ein Item korrekt 16st, umso hdher,
je groRRer der Personenfahigkeitsparameter im Vergleich zur Iltemschwierigkeit ist. In der
Literatur wird das RaseModell auch als 1PIModell (Ein-Parametetogistisches Modell)
bezeichnet, da im Rahmedieses Modells lediglich ein Schwierigkeitsparameter pro Item
geschatzt werden muss.
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Abbi |l S6Ch@arakteristisewei ke tfimdne mgeét emE8Chwi er i
I unid

Losungswahrscheinlichkeit P

/

L'a,. 5']. Personenfihigkeit 6
Anmerkungf Itemschwierigkeit de$ten Items
Das linear-logistische Testmodel(engl. linear logistic test modelLLTM) stellt eine
Erweiterung des eindimensionalen Radtbdells dar, in dem die Schwierigkeitsparameter
aller Items in weitere (gewichtete) Parameter zerlegt wer@éscher, 1995b) Dieser
Zusammenhang wird in Gleichuiifl) formal festgehalten

T n t- (12)

Erste Anwendungen ddd.TM in der Kognitionspsychologie untersuchten unterschiedliche
kognitive Aktivitaten bei der Bearbeitung von Aufgabdtir jede der vorab definierten
kognitiven Aktivitaten wird ein eigener Schwierigkeitsparameter bestimmt, der anschlieRend
zu einem Gesanfichwierigkeitsparameter des Items aufsummiert (#igcher, 1995b)Bei

Items zur Geometrie wurde beispielsweise zwischen der Anzahl der einbezogenen
geometrischen Elemente sowder raumlichen Transformationen, welche zur Lésung eines
Items notwendig waren differenziert Die Auswertung ermoéglichte die Identifikation
derjenigen Komponente, die als schwieriger zu bewert¢Rastt, 2004, S. 255 f.)n diesem
Beispiel kbnnte ein Itemzwei rGumliche Transformationen erfordern. Dann wgredie
(Gesamd) Schwierigkeit dieses Items. Der Parametegibt an, welchen Einfluss rdumliche
Transformationen auf dikemschwierigkeit haberDer Wertr] gibt das Gewicht de&ten
Parameters, also hier rAumliche Transformationen aufcastem an. Bei zwei raumlichen
Transformationen wirde man das Gewight ¢ wahlen.

Im Rahmen einer Reinterpretation delsTM von Fischer(1995a)wurde das Modell zur
Nutzung von Anderungen in der latenten Variable durch gezielte Treatments eingesetzt. Die
Itemschwierigkeit eines ItemsQird hierbeiin einen Schwierigkeitsparameter, welcher
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unter Kontrollbedingungen geschétzt wird, und einen Schwierigkeitsparametder den
zusatzlichen Effekt des Treatments bericksichtigt, zerlBgraus ergibt sich fur den
Schwierigkeitsparametér die Gleichung — — . Ein negativer Wert des Parameters

— , der den zusatzlichen Treatmenteffekt andédsistdarauf schlieRen, dass die Items in der
Experimentalgruppe im Vergleich zur Kontrollgruppe leichter sind. Dies lasst den Schluss zu,
dass das Treatment einen positiven Effekt hat. Grundsatzlich konnen Anderungen der
Itemschwierigkeitsparameter ohne Besatkung der Allgemeinheit als Anderung der
Personenfahigkeitsparameter aufgefasst werdergFischer, 1995a) Neben
Gruppenunterschieden zu einem Zeitpunkt erlaubt dB¥M die Modellierung von
Gruppenunterschieden bezlglich des Lernzuwachses zwischen mehreren Zeitpunkten.

Da der FALKETest mithilfe der IRT ausgewertet sowie als raskalierbar bewertet wurde
(vgl. Klinger, 2018, S. 214 ff.und damit Lerneffekte in einem PRbstKontrollgruppen
Design identifiziert werden sollen, erfolgt die Bestimmung der Lerneffekte mit tddim. Die
Anwendung deELTM erfordert einen adaquaten Modellfit des Rabtbdells(Fischer, 1995b;
Kubinger, 2009; Rost, 2004, S. 254) einem ersten Schritt wird folglich das Ra$ébdell
geschatzt und anhand héaufig verwendetePBitameter die Modellpassung zu den erhobenen
Daten evaluiert. Die Resultate des eigentlichen Rasotiells werden fur die Angabe der
Treatmenteffekte nicht benétigt.

5.3.1.1 Modellgeltung Uberprifen

Im Folgenden wird die Vorgehensweiseur Uberprifung der Modellgeltung des
eindimensionalen Rasd¥odellsvorgestellt Dabei werden INFITWerte, die punktbiseriale
Korrelation ~ zwischen der  Punktzahl pro Item und dem  geschatzten
Personenfahigkeitsparameter, @irpecteda-posterioriReliabilitat EAP-Reliabilitat) sowie

der Standardized Root Mean Square Residi@&RMR fur einen Ubergeordneten Modellfit
angegeben.

Zu den haufig verwendeten ftaRen des RaseModells zahlen INFIT und OUTFIT. Die
Berechnung dieser beiden MalRe basiert auf der Differenz zwischen der von einer Person
erzielten Punktzahl fir ein einzelnes Item und der durch das fRésdéll geschatzten
Lésungswahrscheinlichke{Bond et al., 2021, S. 316 f.Die ungewichtete Varianz dieser
Residuen ergibt die OUTF$tatistik eines Items, wahrend sich die INSTatistik aus einer
gewichteten Varianz der Residuen ergibt. Dies flhrt dazu, dass Ausreier an den Randern der
Verteilung, welche von der durch ddedell geschatzten Wahrscheinlichkeit abweichen, beim
OUTFIT starker bertcksichtigt werden. Beim INFIT wird dieser Effekt abgeschwacht, indem
die quadrierten Residuen so gewichtet werden, dass die Ausreil3er das Mald weniger stark
beeinflussen. Aus diesem @rd wird dem INFIT eine héhere Bedeutung beigemessen, sodass
er in der Praxis haufiger zur Beurteilung der Modellpassung verwendgiBeind et al., 2021,

S. 317) Der Erwartungswert fur INFIT und OUTFIT liegt bei 1, sodass Werte in der Nahe des
Erwartungswerts als optimal betrachtet werden. Ein Wert Gber 1 impliziert, dass die erhobenen
Daten eine hohere Variabilitat aufweisats durch das Rasdiodell modelliertwird, was als
Underfitbezeichnet wird. Ein Wert kleiner als 1 bezeichnet ma@adsfit, was bedeutet, dass
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das RasclModell eine hdhere Variabilitdt annimmt, als in den erhobenen Daten messbar ist
(Bond et al., 2021, S. 242 f.)n ihrer Publikation geben Bond et §021, S. 243)Verte
zwischen 0.7 und 1.3 fur StichprobengréfRen unter 500 als akzeptabel an. In destirIBA
wurden Werte zwischen 0.8 und 1.2 als akzepthbetichne{Adams & Wu, 2002, S. 105;
OECD, 2014, S. 151)

Die interne Konsistenz der Items wird mithilfe dEAP-Reliabilitat bewertet. Fur die
Berechnung deEAP-Reliabilitdt wird die Varianz der Personenfahigkeitsschatzer zwischen
den Personen durch die gesamte Varianz der Verteilung des latenten Konstrukts (fRodtert
2004, S. 382)Die Werte deEAP-Reliabilitat konnen in &hnlicher Weise wie Cronbachs Alpha
interpretiert werden. Werte tGber 0.7 werdenadigeptabebewertet(Moosbrugger & Kelava,
2020, S. 331)

Die Trennschérfe der einzelnen Items wird durch die Berechnung der punktbiserialen
Korrelation von Punktzahl pro Item und dem durch das Modell geschatzten
Personenfahigkeitsparameter ermittelt. Der Personenféahigkeitsparameter wird durch die
gewichtete Likelihoo&chatzundpestimmt (veighted likelihood estimatigiwLE)). Bortz und

Doring (2006, S. 220Kklassifizieren Trennschérfen zwischen 0.3 und 0.5 als mittelmafig und
Werte Uber 0.5 als hoch. Allerdings weisen die Autoren darauf hin, dass die Trennscharfe von
der Schwierigkeit des Items abh&ngt, sodass schwere und leichte ltems h&ufig eine geringere
Trennscharfe aufweisen. Daher ist bei der Selektion der Iltems zu berticksichtigen, dass die
Trennscharfe als alleiniger Indikator moglicherweise zu einer Entfernung wichtiger ltems fuhrt
(Moosbrugger & Kelava, 2020, S. 15&) den PISAStudien wurden zunachst Items mit einer
Trennscharfe unter 0.25 als problematisch bewgktgams & Wu, 2002, S. 102n der PISA

Studie aus dem Jahr 2012 wurde hingegen eine andere Einteilung der Items hinsichtlich ihrer
Trennscharfe vorgenommen. Dabei wurden Items mit einer Trennschéarfe zwischen 0.2 und
0.29 als mittelmafig, zwischen 0.3 und 0.39 als gut und Ubale4zellent bewerté©OECD,

2014) For die als mittelmaRig eingestuften Items wurde jedoch angeregt, diese einer erneuten
Beurteilung nach inhaltlichen Kriterien zu unterziehen.

Zur Beurteilung der allgemeinen Passung eines Modells kanBtdadardized Root Mean
Square ResidualSRMR herangezogen werden. Diesafert basiert auf der Differenz der
empirischen Kovarianzen und der durch das Modell vorhergesagten Kovarianzen. Ein Wert von
kleiner als 0.08 indiziert eine gute Passung des Modells, wahrend Werte bis 0.1 eine akzeptable
Passung des Modells anzeidétu & Bentler, 1999)

5.3.1.2 Anwendung desLLTM

Der FALKE-Test umfasst insgesamt 18 Items, welche von einer Experimemal
Kontrollgruppe zu zwei Zeitpunkten bearbeitet werden. Folglich wird jedes Item zwei Mal in
zwei verschiedenen Gruppen bearbeitet. Diese werdenlLiivl als verschiedene virtuelle
Items bezeichndfFischer, 1995a)sodass insgesamtyctg X qirtuelle Iltems vorliegen,

fur die jeweils ein Itemschwierigkeitsparameter ermittelt wird. Die Kontrollgruppe erarbeitet
das Thema Funktionen mit den Materialien, die bereits davor in der Vorlesung eingesetzt
wurden, wahrend die Experimentalgruppe dasnidemit der neu konzipierten digitalen
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Lernumgebung erarbeitet. Die Testdurchflihrung erfolgt zu Beginn der ersten Vorlesung zum
Thema Funktionen sowie in der Vorlesyurdie eineWoche nach Abschluss des Themas
stattfindet Der Lernzuwachs in beiden Gruppen zwischen den beiden Testzeitpwirkkemt
dem LLTM bestimmt, indem neben den 18 Itemschwierigkeitsparamétdhfi  drei
zusatzliche Parameter ermittelt weangdevelche die Veranderung der Itemschwierigkeit
zwischen den Gruppen und dem Zeitpunkt der Erhebung angebéh.Tivh werden die 18
Schwierigkeitsparameter 8 i “ der Kontrollgruppe zum ersten Testzeitpuaktiurch die
allgemeinen Schwierigkeitsparameter der It¢mi8 i festgelegt. Die Schwierigkeit der
gleichen Items in der Experimentalgruppe zum ersten Testzeitplrift i * setzt sich aus
der Summe des Schwierigkeitsparameter der lfedts i und einem gruppenspezifischen
Differenzschwierigkeitsparameter zum ersten Zeitpunkt zusammen. Dies wdtdch die

Linearkombination in Gleichun@.2) angegeben.
Y1 - h 0 pBiPpyY (12

Falls der Wert von—  groRRer als null ist, lasst sich feststellen, dass die 18 Items in der
Experimentalgruppezum ersten Tegeitpunkt insgesamt schwieriger sind als in der
Kontrollgruppe. Demzufolge hat die Experimentalgruppezum ersten Testzeitpunkt ein
schlechteres Ergebnis erzidllie Schwierigkeit der Items in der Kontrollgruppe zum zweiten
Testzeitpunkd ist definiert als die Summe der Schwierigkeitsparameter der Jter8sf

und einem Schwierigkeitsdifferenzparameter  zwischen beideTestzeitpunktenDie
entsprechende Linearkombination ist in Gleich(tf) angegeben.

i I — h @ pBipuy (13)

Ein negativer Wert vor indiziert eineVerringerungder Itemschwierigkeit innerhalb der
Kontrollgruppe vom ersten zum zweiten Testzeitpunkt, was als Lernzuwachs interpretiert
werden kann. Die Itemschwierigkeit der ItemsH i * in der Experimentalgruppe zum
zweiten Testzeitpunkbd setzen sich aus den Schwierigkeitsparametern der Items zum ersten
Testzeitpunkt in der Experimentalgrugpé 8 fi * , dem Schwierigkeitsdifferenzparameter

— zwischen den beiden Testzeitpunkten und einem weiteren gruppenspezifischen
Schwierigkeitsdifferenzparameter  , der den unterschiedlichen Lernzuwachs zwischen

beiden Gruppen zwischen beiden Testzeitpunkten beriicksichtigt, zusameraaufolge
entsteht die folgende Linearkombinatiovelche in Gleichun@l4) festgehalten wird.

~

e s T 19
Q ptBp Y

Falls der Wert negativ ist, lasst sich in der Experimentalgruppe ein hoherezuwachs

vom ersten zum zweiten Testzeitpunkt beobachten als in der Kontrollgruppe. Dies deutet darauf

hin, dass die Differenz der Itemschwierigkeit zwischen beiden Testzeitpunkten in der

Experimentalgruppe hoher ist.
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Eine Zusammenfassung der zuvor erlauterten Schwierigkeitsdifferenzparameter und ihrer
Bedeutung findet sich imabelle5.7.

Tabe&lller si cht Schwierigkeitsd-iuinfde Kemzp ol a ge

Differenzparameter Bedeutung

Unterschied zwischen Kontrellind Experimentalgruppe zum
ersten Testzeitpunkt

— Lernzuwachs der Kontrollgruppe zwischen beiden Testzeitpun

Zusatzlicher Lernzuwachs der Experimentalgruppe gegeniber
Kontrollgruppe zwischen beiden Testzeitpunkten
AnmerkungO "0 Experimentalgruppe.
Der zusatzliche Lerneffekt des Treatments, also der Lernumgebung, gegenuber der
Kontrollbedingung, also dem Einsatz des bereits bestehenden Vorlesungsmaterials, kann
demnach durch den Parameter bestimmt werden. Der Parameter  quantifiziert den

gesamten Lerneffekt innerhalb der Kontrollgruppe. Der Parameter bertcksichtigt
demgegeniber die Tatsache, dass bereits zu Beginn der Studie Unterschiede im Vorwissen der
beiden Gruppen bestehen koénnen. Da-— ebenfalls bei der Schatzung der
ltemschwierigkeitsparametgr® /8 fi * in die lineare Zerlegung einflieRt, werdatie
Unterschiedezwischen beiden Gruppen zum ersten Testzeitptestgehalten, sodass sie
keinen Einfluss auf den tatsachlichen zusatzlichen Lerneffekt der Experimentalgruppe
gegenuber der Kontrollgruppe zwischen den beiden Testzeitpurkten Y haben.

In Abbildung5.7 sindzweil CC 6 s e Tlargestelltdaszimersten Messzeitpunkt in

der Kontroll und Experimentalgruppe eingesetzt wird und somit zwei virtuelle ltems ergibt. In
diesem Fall ist- T, was bedeutet, dass das It&#iozw. das virtuelle ItemiQ p Pzum

ersten Messzeitpunkt in der Experimentalgruppe einen héheren Schwierigkeitsgrad aufwies als
in der Kontrollgruppe. Die ICC des virtuellen Iterits p ystellt demnach eine horizontale
Verschiebung der ICC des virtuellen Iteffilam die Einheit- dar. Liegt eine ICC weiter

rechts, entspricht das einem schwereren Item. Dies lasst sich dadurch erkléaren, dass ein hoheres
Personenfahigkeitslevel bendétigt wird, um das Item mit einer Wahrscheinlichkeit@®on

richtig zu l6sen.

In Anlehnung an die Auswertung von Rolfe§2022) konnen die ermittelten
Schwierigkeitsdifferenzparameter als Effektstarken interpretiert werden. Werte Té@ter
werden als kleine, Werte zwische® vund @ als mittlere und Werte Ube@® als grol3e
Effekte angesehen(vgl. Steinberg & Thissen, 20Q6)Um zu Uberprifen, ob ein
Schwierigkeitsdifferenzparameter signifikant vioabweicht, wurde ein Gatil¥est verwendet,
da die Schwierigkeitsparameter désrM asymptotisch normalverteilt sind.
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Abbil Bu@lgar akter i strnifsggdhe MheSkhuwiveriiignk eddr
Kontrol |l g7 uippedairmmdExper i menZail tggwrmpkte zum e

Item Kontrollgruppe
Zeitpunkt 1
Item Experimentalgruppe
Zeitpunkt 1

Losungswahrscheinlichkeit P

. Schwierigkeitsdifferenzparameter

Kontrollgruppe Zeitpunkt 1
/
Bi Biiis Personenfihigkeit &
=8 =B+ ﬂ:if
Anmerkung — Schwierigkeitsdifferenzparametemwelcher den Unterschied zwischen Kontrolind
Experimentalgruppe zum ersten Testzeitpumkangibt.In der Abbildung ist- 11, sodasslas Item in der

Experimentalgruppe schwieriger wawas einem geringere Fahigkeitsniveaun der Experimentalgruppezu

diesem Zeitpunkéntspricht

In Abbildung5.8 ist eineDesignmatrixeinesLLTM zur Berechong von Lerneffekten bei zwei
Messpunkten mit zwei Gruppen dargesi@ifl. Mair & Hatzinger, 2007)in der obersten Zeile
stehen alle Parameter,die in diesem Modell geschéatzt werden musséfit den
ltemschwierigkeitenin der Kontrollgruppe zum ersten Zeitpunft B8 i ) und den
Schwierigkeitsdifferenzparameterwelchedie Unterschiede zwischeneiden Gruppen zum
ersten Testzeitpunkt( ), zwischen beiden Testzeitpunkten () sowiezwischen beiden
Gruppen und zwischen beiden Testzeitpunkten- () angeben lassen sich die
ltemschwierigkeiten aller virtuelfeltems! “8 i * berechnenBeispielsweise lasst sich die
Itemschwierigkeit des ersten Items in der Experimentalgruppe zum zweiten Zeitpunkt, also das
virtuelle Item? ; , durch die Linearkombinatioh I — - —
berechnen. In dieser Linearkombination wird der Unterschied der beiden Gruppensten
Zeitpunkt & ), der Unterschied zwischen beiden Zeitpunkten innerhalb der
Experimentalgruppe—< ) und der Gruppenunterschied zwischen beiden Zeitpunkten
(- ) berilicksichtigt. Da der Gruppenunterschieth&rsterZeitpunkt bericksichtigt wird,

kann der Lernzuwachs in beiden Gruppen verglichen werden. Dieser Lernzuwachs, also der
Unterschied zwischen den Zeitpunkten, wird in zwei Schwierigkeitsdifferenzparameter
unterteilt, sodass durch der gesamte Lernzuwachs der Kontrollgruppe und ddrch

der zusatzliche Lernzuwachs der Experimentalgruppe gegenuber der Kontrollgruppe
quantifiziert wird. In der Zeile des virtuellen Itenis’ haben die Spalten der
Schwierigkeitsdifferenzparameter, die in dieser Linearkombination vorkommen, jeweils den
Wert p. Alle anderen Eintrage haben den WartDurch die negativen Werte in der

r

s
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Designmatrix werden Schwierigkeitsparameter berechiiét. positiven Werten, d.h. p,
werden stattdessen Leichtigkeitsparameter berechnet.

Abbi |l 98bergi gnmatri,zweli tGdB8ppeeamand zwei Zeitp
von Lerneffekten

Anmerkung T I8 ltemschwierigkeitsparameter der 18 verwendeten ltemisi8 Fi
Itemschwierigkeiten der virtuellen Items, welche sich durch zwei Gruppen zu zwei Testzeitpgnkiieri ¢)
ergeben;— Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen Kontralnd Experimentalgruppe zum ersten
Testzeitpunkt; — Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen beiden Testzeitpunkten;
Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen beiden Testzeitpunkten zwisoh&woll- und Experimentalgruppe

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































