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Zusammenfassung 

Die vorliegende Arbeit untersucht, wie das konzeptuelle Funktionenverständnis auf Tertiärstufe 

anwendungsorientiert gefördert werden kann und inwieweit dies die Studierenden auf ihr 

weiteres Studium vorbereitet. Im theoretischen Hintergrund wird die Bedeutung der Mathe-

matik und insbesondere von Funktionen in der naturwissenschaftlichen Modellierung heraus-

gestellt. Es wird aufgezeigt, dass ein konzeptuelles Funktionenverständnis, operationalisiert 

durch Grundvorstellungen und den Umgang mit unterschiedlichen Darstellungen, für den 

Umgang mit Funktionen in naturwissenschaftlichen Anwendungen unerlässlich ist. Ab-

schließend wird darauf hingewiesen, dass die anwendungsorientierte Vermittlung mathe-

matischer Inhalte in Grundlagenvorlesungen naturwissenschaftlicher Studiengänge bislang 

wenig erforscht wurde, jedoch bekannt ist, dass das konzeptuelle Funktionenverständnis durch 

den gezielten Einsatz digitaler Medien gefördert werden kann. 

Auf Basis dieser Erkenntnisse wurde eine digitale Lernumgebung entwickelt, mit der 

Studierende das Thema Funktionen anwendungsorientiert im Kontext chemische Reaktion 

erarbeiten können. Die Applets und Aufgaben der Lernumgebung sind so gestaltet, dass sie die 

Grundvorstellungen adressieren und den Umgang mit verschiedenen Darstellungen anregen. 

Die Lernumgebung wurde in der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der Hoch-

schule für Life Sciences der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) in zwei aufeinander-

folgenden Jahren eingesetzt und empirisch evaluiert. Mithilfe eines Prä-Post-Kontrollgruppen-

Designs wurde der Lernzuwachs quantitativ gemessen und analysiert. Die Ergebnisse zeigen, 

dass beide Gruppen signifikante Lernzuwächse erzielten, wobei Studierende, die mit der Lern-

umgebung arbeiteten, einen größeren Lernzuwachs verzeichneten. Dabei zeigten sich kaum 

Unterschiede im Lernzuwachs zwischen Studierenden der Experimentalgruppe, die die Lern-

umgebung vollständig oder nur teilweise bearbeiteten, sowie zwischen Studierenden mit hoher 

oder geringer studienbezogener Kontext-Relevanz. Dies deutet darauf hin, dass das 

konzeptuelle Funktionenverständnis durch die anwendungsorientierte digitale Lernumgebung 

effektiv gefördert wurde, während die vollständige Bearbeitung der Lernumgebung oder die 

studienbezogene Relevanz bezüglich des Kontexts chemische Reaktion nur einen geringen 

Einfluss auf den Lernerfolg hatten. 

Zusätzlich wurden die schriftlichen Antworten der Studierenden innerhalb der Lernumgebung 

qualitativ analysiert. Hierbei zeigte sich, dass die meisten Studierenden in beiden Jahren viel-

fältige Grundvorstellungen thematisierten. Im zweiten Jahr wurde jedoch häufiger auf Be-

ziehungen zwischen unterschiedlichen Darstellungen eingegangen. Das lässt sich vermutlich 

auf eine angepasste Instruktion in der Vorlesung zurückführen, die den Erwartungshorizont der 

Lernumgebung deutlicher kommunizierte. Zudem gingen Studierende mit einer hohen studien-

bezogenen Relevanz häufiger auf den Anwendungskontext ein und setzten diesen in Beziehung 

zu anderen Darstellungen. 

 



 

 

1 Einleitung 

Ă[é] the mathematical education of engineers has two mayor goals: It should enable 

students to understand, set up and use the mathematical concepts, models and procedures 

that are used in the application subjects [é]. The second major goal of mathematics 

education is to provide students with a sound mathematical basis for their future 

professional life.ò (Alpers, 2010, S. 2) 

Burkhard Alpers formuliert in seinem Artikel diese beiden zentralen Ziele der mathematischen 

Ingenieurausbildung an Fachhochschulen. Das erste Ziel konzentriert sich darauf, dass die 

Studierenden die mathematischen Konzepte verstehen und anwenden können, die in ihren 

natur- und ingenieurwissenschaftlichen Anwendungsfächern benötigt werden. Das zweite Ziel 

richtet den Blick über das Studium hinaus. Die Studierenden sollen sich ein solides 

mathematisches Wissen aneignen, um in ihrem späteren Berufsleben gut zurechtzukommen. 

Diese beiden Ziele haben einen leitenden Charakter für die Gestaltung mathematischer 

Lehrveranstaltungen in natur- und ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen. Darüber hinaus 

impliziert das erste Ziel, dass in vielen Anwendungsfächern auf mathematische Konzepte 

zurückgegriffen wird und diese dort auf natur- oder ingenieurwissenschaftliche Probleme 

angewendet werden. Aus diesem Grund ist es wichtig, dass die Lehrenden in der Mathematik 

ein Bewusstsein dafür entwickeln, wie mathematische Konzepte in weiterführenden 

Vorlesungen angewendet werden. 

Betrachtet man die Gestaltung mathematischer Lehrveranstaltungen an Hochschulen, so lässt 

sich eine Entwicklung über die letzten Jahrzehnte erkennen. Zunächst diskutierten 

Mathematiklehrende, welche Inhalte in natur- und ingenieurwissenschaftlichen Vorlesungen 

vermittelt werden sollten. Anfang der 2000er Jahre erweiterte sich der Blickwinkel, indem reale 

Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften untersucht wurden, um die dafür 

notwendigen mathematischen Kompetenzen zu identifizieren. In den letzten Jahren haben diese 

Erkenntnisse zu einer Fokussierung auf Modellierungsaktivitäten geführt (Pepin et al., 2021). 

Umfassende Modellierungsaktivitäten finden jedoch häufig in weiterführenden und 

projektbasierten Kursen statt (z. B. Abou-Hayt et al., 2019). Nichtsdestotrotz sollten 

Mathematikvorlesungen im Sinne der oben genannten Ziele dazu beitragen, dass der Einstieg 

in die projektbasierte, anwendungsorientierte Modellierung möglichst gut gelingt. Dazu müssen 

die Studierenden die entsprechenden mathematischen Konzepte beherrschen und den 

Anwendungsbezug herstellen können. Hier wurde bereits mehrfach festgestellt, dass der 

Umgang mit mathematischen Konzepten innerhalb der Mathematik und verschiedener natur- 

und ingenieurwissenschaftlicher Fächer unterschiedlich ist (u. a. Bingolbali et al., 2007; 

González-Martín, 2021; Hochmuth & Peters, 2021; Rønning, 2021). Dies führt unter anderem 

dazu, dass Studierende prozedurale Aktivitäten mit Mathematik assoziieren, während 

konzeptuelle Aktivitäten mit naturwissenschaftlichen Fächern in Verbindung gebracht werden 

(Engelbrecht et al., 2012; Munns, 2017). Munns (2017) führt dies darauf zurück, dass 

Studierende den naturwissenschaftlichen Fächern einen höheren Nutzen für ihre spätere 

Karriere zuschreiben, während sich der Nutzen der Mathematik auf das Erreichen einer guten 

Note beschränkt. Insgesamt schreiben die Studierenden der Mathematik eine geringe Relevanz 

für das gewählte Studium zu. Durch eine gezielte Verknüpfung mathematischer Konzepte mit 
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zukünftigen Anwendungen konnten jedoch positive Effekte erzielt werden, die eine erhöhte 

Relevanzwahrnehmung mathematischer Inhalte (Gijsbers et al., 2020) und eine allgemein 

positivere Einstellung gegenüber dem Fach Mathematik (Preininger, 2017) fördern. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Beitrag dazu geleistet, wie mathematische 

Grundlagenvorlesungen an Hochschulen innovativ gestaltet werden können, sodass 

mathematische Konzepte, die für spätere natur- und ingenieurwissenschaftliche Studiengänge 

und das spätere Berufsleben relevant sind (vgl. Alpers, 2010), stärker mit entsprechenden 

Anwendungen verknüpft werden. Dazu wird zunächst sichergestellt, dass durch die 

Fokussierung auf ein Anwendungsbeispiel die mathematischen Grundlagen in Form von 

konzeptuellem Wissen weiterhin vermittelt werden bzw. sogar positive Effekte auf den 

Lernerfolg möglich sind. Das vorliegende Projekt wurde an der Hochschule für Life Sciences 

(HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) in der Erstsemestervorlesung 

Grundlagen Mathematik - Analysis I umgesetzt. Die Vorlesung ist in vier Kapitel unterteilt. 

Das erste Kapitel behandelt algebraische Grundlagen, das zweite Kapitel Funktionen, das dritte 

Kapitel Differentialrechnung und das abschließende vierte Kapitel Integralrechnung. Das 

Dissertationsprojekt konzentriert sich auf das Kapitel Funktionen. 

In Kapitel 2, dem theoretischen Hintergrund der vorliegenden Arbeit, wird auf die Bedeutung 

der Mathematik und insbesondere von Funktionen in naturwissenschaftlichen Modellierungen 

eingegangen, was den Fokus auf das Kapitel Funktionen begründet. Anschließend werden 

verschiedene Darstellungen und vorstellungsorientierte Zugänge zum Funktionsbegriff 

vorgestellt, die in der deutschsprachigen Literatur auf den Begriff des funktionalen Denkens 

zurückgehen. Daraus werden grundlegende Vorstellungen zum Funktionsbegriff abgeleitet. 

Darauf aufbauend werden relevante Anwendungen aus den Life Sciences vorgestellt und es 

wird erläutert, welche Grundvorstellungen und Darstellungen für Studierende der Life Sciences 

von Bedeutung sind. Abschließend wird erläutert, wie mit Hilfe digitaler Medien das 

konzeptuelle Verständnis von Funktionen gefördert werden kann. 

In Kapitel 3 werden auf Basis des theoretischen Hintergrunds die Forschungsfragen abgeleitet. 

Diese zielen auf das übergeordnete Ziel ab, den Lernerfolg im Hinblick auf das konzeptuelle 

Funktionenverständnis nach der Bearbeitung einer anwendungsorientierten und auf 

Grundvorstellungen ausgerichteten Lernumgebung zu analysieren. 

Kapitel 4 beschreibt die Entwicklung der Instruktion, d. h. der digitalen Lernumgebung. Diese 

gliedert sich in einen ersten großen Entwicklungszyklus. Für die zweite Studie im 

darauffolgenden Studienjahr wurden erste oberflächliche Erkenntnisse zur Überarbeitung der 

digitalen Lernumgebung genutzt. In diesem zweiten Entwicklungszyklus wurden jedoch nur 

kleinere Anpassungen am Material der eigentlichen Lernumgebung vorgenommen. Vorrangig 

wurde die Instruktion während der Vorlesung umstrukturiert. 

In Kapitel 5 werden die Methodik und die Ergebnisse der quantitativen Auswertung vorgestellt. 

Es wird über die beiden Studien berichtet, die in aufeinander folgenden Jahren durchgeführt 

wurden. In beiden Studien wurde der Lernerfolg in einem Prä-Post-Kontrollgruppendesign 

quantitativ erfasst. Zwischen den beiden Studien wurden fünf Items des verwendeten 
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Testinstruments überarbeitet bzw. ausgetauscht, um auch Life Sciences-Anwendungen in den 

Items abzubilden. 

Die qualitativen Ergebnisse werden in Kapitel 6 dargestellt. Die Studierenden haben ihre 

bearbeiteten Aufgaben in die Lernumgebung hochgeladen, sodass ihre Antworten qualitativ 

ausgewertet werden konnten. Zunächst wird das Vorgehen der qualitativen Inhaltsanalyse 

beschrieben und dokumentiert. Anschließend werden die Ergebnisse ausgewählter 

Teilaufgaben dargestellt. Dabei wird analysiert, inwieweit die Bearbeitung der Lernumgebung 

die intendierten Grundvorstellungen adressiert und die Verknüpfung verschiedener 

Darstellungen mit dem Anwendungskontext angeregt wird. 

In Kapitel 7 werden die Zusammenhänge zwischen den quantitativen und qualitativen Daten 

herausgearbeitet, um darauf aufbauend den Erfolg der anwendungsorientierten und auf 

Grundvorstellungen ausgerichteten Lernumgebung zu bewerten und zu diskutieren. Darauf 

aufbauend werden praktische Implikationen für die weitere Gestaltung mathematischer 

Veranstaltungen in natur- und ingenieurwissenschaftlichen Fächern an Hochschulen abgeleitet. 

Abschließend werden weitere Forschungsdesiderate und die weitere Nutzung der 

Lernumgebung an der Hochschule für Life Sciences vorgestellt. 

Die Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der Hochschule für Life Sciences (HLS) 

der FHNW, in der das vorliegende Projekt durchgeführt wird, wird von allen Studierenden der 

HLS im ersten Semester planmässig besucht. Um einschätzen zu können, welche 

Voraussetzungen die Studierenden mitbringen, wird in den folgenden Teilkapiteln der 

Übergang von der Schule zur Fachhochschule in der Schweiz dargestellt. Zunächst wird 

allgemein erläutert, mit welchen Schulabschlüssen ein Studium an einer Schweizer 

Fachhochschule möglich ist. Typischerweise sind dies die drei schweizerischen 

Schulabschlüsse Fachmaturität, Berufsmaturität und gymnasiale Maturität. Danach wird 

untersucht, welche mathematischen Kompetenzen die Studierenden nach Abschluss eines der 

genannten Schulabschlüsse erworben haben sollten. Abschliessend wird der Studienabbruch in 

natur- und ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen an Schweizer Fachhochschulen 

beschrieben. 

1.1 Übergang an die Schweizer Fachhochschulen 

In der Schweiz berechtigen drei Schulabschlüsse zum Studium an einer Fachhochschule: die 

gymnasiale Maturität, die Berufsmaturität und die Fachmaturität. Während die Berufsmaturität 

und die Fachmaturität den direkten Übertritt an eine Fachhochschule ermöglichen, ist nach dem 

Erwerb der gymnasialen Maturität zusätzlich ein einjähriges Berufspraktikum erforderlich 

(SKBF, 2018, S. 230, 2023, S. 2). Die geforderte Praxiserfahrung im Berufsfeld des späteren 

Studiums ist bereits Bestandteil der beiden anderen Abschlüsse. So werden an der HLS 

Berufsmaturitätsabschlüsse in den Fachrichtungen 

¶ Technik, Architektur, Life Sciences, 

¶ Natur, Landschaft und Lebensmittel oder 

¶ Gesundheit und Soziales 
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verlangt, um einen direkten Übergang ins Studium zu ermöglichen. Absolvierende einer 

Fachmaturität müssen diese im Bereich Gesundheit oder Soziales absolviert haben, um direkt 

an der HLS studieren zu können (vgl. https://www.fhnw.ch/de/studium/lifesciences/bachelor, 

aufgerufen am 22.10.2024). Die Voraussetzung der praktischen Tätigkeit zeigt bereits, dass der 

institutionell angestrebte Weg an eine Schweizer Fachhochschule über eine Berufs- oder 

Fachmaturität führt. Entsprechend wird der Bildungsweg über eine Berufsmaturität in einem 

studiennahen Bereich an eine Fachhochschule sogar als ĂKºnigswegñ bezeichnet (SKBF, 2018, 

S. 230). Umgekehrt werden im Rahmenlehrplan der Berufsmaturität überfachliche Ziele 

definiert. Das erste Ziel besagt, dass Absolventinnen und Absolventen der Berufsmaturität 

ñinsbesondere befähigt [sind]: a. ein Fachhochschulstudium aufzunehmen und sich darin auf 

eine anspruchsvolle Aufgabe in Wirtschaft und Gesellschaft vorzubereitenñ (Bonati, 2013, S. 

5). Die steigende Zahl der Studierenden mit Berufsmaturität an den Fachhochschulen bestätigt, 

dass immer mehr Absolventen einer Berufsmaturität diesen Weg einschlagen (SKBF, 2023, S. 

260 f.). Die Zahl der Studierenden mit einem der beiden anderen Abschlüsse hat im gleichen 

Zeitraum weniger stark zugenommen. Insgesamt verfügen im gesamtschweizerischen 

Durchschnitt der Fachhochschulen im Bereich Chemie und Life Sciences knapp 60% der 

Studierenden im ersten Semester über eine Berufsmaturität, 10% über eine Fachmaturität und 

20% über eine gymnasiale Maturität (SKBF, 2023, S. 267). Die übrigen Studierenden verfügen 

häufig über eine ausländische Hochschulzugangsberechtigung oder sind über einen 

inländischen Umweg an die Fachhochschule gelangt. Die Studierenden der Fachhochschulen 

rekrutieren sich somit aus einem deutlich heterogenen schulischen Umfeld, was zu 

unterschiedlichen Leistungsniveaus führt. Anhand der Lehrpläne der drei schweizerischen 

Maturitätsschulen werden die erwarteten Kompetenzen im Fach Mathematik skizziert. 

1.2 Mathematische Kompetenzen von Erstsemesterstudierenden an Schweizer Fach-

hochschulen 

In den letzten Jahren wurden im deutschsprachigen Raum mehrere Projekte durchgeführt, in 

denen Lehrende aus Schulen und Hochschulen über die notwendigen Kompetenzen zu Beginn 

des Studiums diskutierten (z. B. cosh, 2021; Neumann et al., 2017; Weber et al., 2023). Dieser 

bilaterale Dialog sollte sowohl die möglichen Inhalte, die in den Schulen vermittelt werden 

können, als auch die Erwartungen der Lehrenden an den Hochschulen berücksichtigen. In der 

Schweiz wurden sogenannte basale fachliche Kompetenzen für allgemeine Studierfähigkeit in 

Erstsprache und Mathematik definiert (Eberle et al., 2015). Diese stellen Mindestanforderungen 

dar, die Studierende zu Beginn ihres Studiums an einer universitären Hochschule erfüllen 

sollten. Da die Studierenden an den universitären Hochschulen mehrheitlich eine gymnasiale 

Maturität erworben haben, orientieren sich die Grundkompetenzen an den in diesem Schultyp 

erworbenen Kompetenzen. Im Folgenden werden diese Kompetenzen auf den für die 

vorliegende Arbeit relevanten Inhaltsbereich eingegrenzt. Die Erstsemestervorlesung 

Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der HLS gliedert sich in die vier Kapitel Grundlagen, 

Funktionen, Differentialrechnung und Integralrechnung.  

In den gymnasialen Maturitätsschulen werden alle Inhalte abgedeckt. So werden alle 

elementaren Grundfunktionen, verschiedene Darstellungen und Eigenschaften von Funktionen 
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behandelt. Zudem werden in der Differential- und Integralrechnung alle basalen fachlichen 

Kompetenzen für allgemeine Studierfähigkeit vermittelt. Die Inhalte der Integralrechnung 

gehen sogar etwas darüber hinaus (EDK, 2024, S. 66). In einem möglichen Vertiefungsbereich 

Mathematik können weitere Konzepte (z. B. Differentialgleichungen) erlernt werden. Diese 

gehen jedoch über die geforderten basalen fachlichen Kompetenzen hinaus. 

Der Rahmenlehrplan für die Berufsmaturität ist durch die verschiedenen Fachrichtungen 

komplexer. In jeder Fachrichtung sind verschiedene mathematische Inhalte und mögliche 

Vertiefungen vorgesehen. Hier werden nur die Inhalte der Fachrichtungen beschrieben, die für 

ein Studium an der HLS relevant sind. Dazu zählen die Fachrichtungen Technik, Architektur, 

Life Sciences, Natur, Landschaft und Lebensmittel und Gesundheit und Soziales. Es gibt zwei 

Modelle, wie eine Berufsmaturität erworben werden kann. Beide Modelle setzen eine 

berufliche Grundbildung, auch Lehre genannt, voraus. Im ersten Modell, der BM1, wird die 

Berufsmaturität während der beruflichen Grundbildung erworben. Dazu müssen die zusätzlich 

erforderlichen schulischen Inhalte und Prüfungen während der drei- oder vierjährigen Lehre 

absolviert werden. Das zweite Modell, die BM2, sieht ein zusätzliches Schuljahr nach 

Abschluss der beruflichen Grundbildung vor. In diesem zusätzlichen Schuljahr werden alle 

erforderlichen Inhalte vermittelt und die notwendigen Prüfungen abgelegt (SKBF, 2023, S. 

137). Im Grundlagenfach Mathematik werden im Bereich der Funktionen zunächst nur 

allgemeine Definitionen, Darstellungsformen sowie lineare und quadratische Funktionen 

behandelt (Bonati, 2013, S. 36 f.). Im Vertiefungsfach, das in der Fachrichtung Technik, 

Architektur und Life Sciences belegt werden muss, werden weitere Funktionstypen, wie Potenz- 

und Wurzelfunktionen, Polynome und Exponentialfunktionen behandelt. Beispielsweise wird 

für Exponentialfunktionen das Lernziel formuliert, dass die Lernenden die Parameter eines 

standardisierten Terms interpretieren können (Bonati, 2013, S. 69). Andere mögliche 

Funktionstypen, wie trigonometrische Funktionen, werden nur in den Bereichen Gleichungen 

oder Geometrie thematisiert. Demnach ist davon auszugehen, dass u. a. Sinus und Cosinus nur 

als Seitenverhältnisse im Dreieck bekannt sind. Inhalte der Differential- und Integralrechnung 

werden nicht behandelt. Dies zeigt, dass die basalen fachlichen Kompetenzen für allgemeine 

Studierfähigkeit nicht vollständig abgedeckt werden. 

Die Fachmaturität wird erworben, indem die Ausbildung nach der Fachmittelschule um ein Jahr 

verlängert wird. In diesem Jahr wird ein berufsfeldbezogenes Praktikum absolviert und eine 

Fachmaturitätsarbeit verfasst (EDK, 2018, S. 18). Somit werden alle schulischen Inhalte in den 

drei Jahren an der Fachmittelschule erworben. An der Fachmittelschule werden Inhalte zu 

linearen, quadratischen und exponentiellen Funktionen vermittelt. Weiterführende Konzepte 

der Differential- und Integralrechnung sind nicht Bestandteil des Lehrplans (EDK, 2018, S. 31 

f.). Da der Rahmenlehrplan die oben genannten Inhalte nur stichpunktartig aufführt, wird ein 

exemplarischer Lehrplan einer Fachmittelschule im Kanton Basel-Landschaft berücksichtigt. 

Diese Fachmittelschule befindet sich in räumlicher Nähe zur HLS und es ist bekannt, dass 

einige Absolventen dieser Schule ein Studium an der HLS aufnehmen. Unabhängig vom 

gewählten Berufsfeld wird nur ein Grundlagenfach Mathematik angeboten. In diesem werden 

gemäß Rahmenlehrplan Inhalte zu linearen, quadratischen und exponentiellen Funktionen 

vermittelt (BKSD, 2021, S. 81 ff.). Darüber hinaus wird ein Schwerpunkt auf die Darstellungen 
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Graph und Term gelegt. So sollen die Lernenden in der Lage sein, einen Graphen einer 

Exponentialfunktion darzustellen und Gleichungen für Zusammenhänge wie einen Sparvertrag 

mit festem Zinssatz aufzustellen (BKSD, 2021, S. 85). Vergleichbar mit den Inhalten der 

Berufsmaturität werden an den Fachmittelschulen bestenfalls Teile der basalen fachlichen 

Kompetenzen für allgemeine Studierfähigkeit abgedeckt. 

Insgesamt zeigt dieser grobe Überblick über die Lehrplaninhalte, dass sich das mathematische 

Vorwissen der Erstsemesterstudierenden an der HLS über ein breites Spektrum erstreckt. Es 

kann davon ausgegangen werden, dass allen Erstsemesterstudierenden an der HLS das Thema 

Funktionen zumindest aus der Schulzeit bekannt ist. Je nach Schulabschluss werden jedoch 

unterschiedliche Funktionstypen behandelt. Damit geht einher, dass sich die Studierenden in 

ihrer bisherigen Schulzeit unterschiedlich intensiv mit dem Funktionsbegriff 

auseinandergesetzt haben, sodass umfassendere Kompetenzen, die unabhängig von einem 

Funktionstyp erworben werden (z. B. Umgang mit den verschiedenen Darstellungen), nicht in 

vergleichbarem Maß vorausgesetzt werden können. 

1.3 Studienabbruch an Schweizer Fachhochschulen 

Ein Studienabbruch wird in der Regel definiert als das Verlassen der Hochschule nach 

vorheriger Einschreibung ohne ersten Abschluss (Heublein et al., 2022). Wenn eine Person ihr 

bisheriges Studienfach aufgibt und stattdessen ein anderes Fach studiert, zählt dies nicht als 

Studienabbruch. Umgekehrt wird der Studienerfolg durch den Anteil der Studierenden 

gemessen, die einen Abschluss im ursprünglich angestrebten Fach oder in einem anderen Fach 

erworben haben. In einer älteren Studie, welche den Studienerfolg an Schweizer Hochschulen 

untersuchte, schlossen über alle Fächer hinweg 74% der Studierenden ihr Bachelorstudium 

innerhalb von fünf Jahren nach der Immatrikulation erfolgreich ab. Die Fachbereiche Chemie 

(72.3%) und Ingenieurwissenschaften (70.6%) wiesen im Vergleich zu allen anderen 

Fachbereichen eine deutlich niedrigere Erfolgsquote auf (Bundesamt für Statistik (BFS), 2005). 

Neuere Berichte weisen vergleichbare Erfolgsquoten aus. Der Fachbereich Chemie und Life 

Sciences weist mit rund 70% die niedrigste Erfolgsquote aller Fachbereiche auf (SKBF, 2023, 

S. 275 f.). Differenziert man den Studienabbruch nach der erworbenen 

Hochschulzugangsberechtigung, so weisen Studierende mit gymnasialer Maturität die 

niedrigste Abbruchwahrscheinlichkeit auf. Für Studierende, die direkt nach der gymnasialen 

Maturität ein Fachhochschulstudium aufnehmen, liegt die Abbruchwahrscheinlichkeit bei rund 

7%. Haben Studierende mit gymnasialer Maturität bereits ein Studium an einer universitären 

Hochschule abgebrochen, liegt die Abbruchwahrscheinlichkeit bereits bei rund 13% (SKBF, 

2018, S. 236 f.). Eine mögliche Erklärung ist, dass diese Studierenden bereits einen schlechteren 

Schulabschluss an einem Gymnasium erworben haben und durch den Misserfolg im Studium 

ein geringeres Selbstkonzept entwickelt haben. Darüber hinaus wurden auch Ergebnisse 

berichtet, die einen gegenläufigen Einfluss von Studierenden beschreiben, die zuvor an einer 

universitären Hochschule studiert haben. War das vorherige Studium in der gleichen 

Fachrichtung wie das begonnene Fachhochschulstudium, steigt das Abbruchrisiko der 

Kommilitoninnen und Kommilitonen. War umgekehrt die Fachrichtung des abgebrochenen 

Universitätsstudiums eine andere, sinkt das Abbruchrisiko der Mitstudierenden (vgl. Goller et 
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al., 2022; SKBF, 2023, S. 276). Im Vergleich zur gymnasialen Maturität weisen Studierende 

mit Berufs- oder Fachmaturität eine deutlich höhere Abbruchwahrscheinlichkeit von knapp 

20% auf. 

Weitere Befunde zum Schweizer Hochschulsystem finden sich im Bereich der universitären 

Hochschulen. Dort konnte festgestellt werden, dass die meisten Studierenden, die ihr Studium 

abbrechen, dies in den ersten drei bis vier Semestern und am Ende eines Semesters tun (Wolter 

et al., 2013). Ansonsten gibt es bisher wenig Evidenz zu den Ursachen und Gründen des 

Studienabbruchs. In Deutschland gibt es hierzu weitere Studien. Oberflächlich betrachtet lässt 

sich auch in Deutschland beobachten, dass Studierende in naturwissenschaftlich-technischen 

Studiengängen an Universitäten und Fachhochschulen ihr Studium häufiger abbrechen als 

Studierende anderer Fachrichtungen (Heublein et al., 2022). Der Studienabbruch liegt in einer 

ähnlichen Größenordnung. Zudem erfolgt der Abbruch im Durchschnitt nach 3.8 Semestern 

(Heublein et al., 2017, S. 281), was sich mit den Schweizer Daten deckt. Als Gründe für den 

Abbruch werden neben Motivationsproblemen häufig unzureichende Studienleistungen 

genannt (Tinsner-Fuchs & Jonas, 2014). Zudem ist das Abbruchrisiko erhöht, wenn zwischen 

Schulabschluss und Studienbeginn eine Ausbildung absolviert wurde (Neugebauer et al., 2019). 

Neben Leistungsproblemen während des Studiums wird häufig angegeben, dass fehlende 

Vorkenntnisse nicht kompensiert werden konnten. Betrachtet man natur- und 

ingenieurwissenschaftliche Studiengänge an Fachhochschulen, so ist der Einfluss von 

Leistungsproblemen auf den Studienabbruch deutlich stärker als in anderen Fächern (Heublein 

et al., 2017, S. 25). Dabei spielen die mathematischen Vorkenntnisse in den natur- und 

ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen an Fachhochschulen eine entscheidende Rolle. 

Während rund 10 % der Studierenden mit sehr guten Mathematikkenntnissen ihr Studium 

abbrechen, verdreifacht sich dieser Anteil bereits bei Studierenden, die nur über gute 

Mathematikkenntnisse aus der Schulzeit verfügen (Heublein et al., 2017, S. 87). Dabei ist zu 

berücksichtigen, dass nur die beiden oberen Leistungsniveaus erfasst werden. Es ist zu 

erwarten, dass sich dieser Trend bei geringeren mathematischen Vorkenntnissen fortsetzt. 

Insgesamt ist festzuhalten, dass der Studienabbruch in den Natur- und Ingenieurwissenschaften 

vergleichsweise hoch ist. Die Gründe für den Studienabbruch sind vor allem leistungsbezogen. 

Die mathematischen Vorkenntnisse sind ein wesentlicher Prädiktor für den späteren 

Studienerfolg. Entsprechend bestätigt sich, dass Studierende, bei denen zwischen 

Schulabschluss und Studienbeginn mehr Zeit verstrichen ist und die eine Berufs- oder 

Fachmaturität mit weniger mathematischen Inhalten erworben haben, ein höheres 

Abbruchrisiko aufweisen. Im Hinblick auf die Erstsemestervorlesung Grundlagen Mathematik 

ï Analysis I an der HLS ist zu berücksichtigen, dass mit dieser Vorlesung die Unterschiede in 

den mathematischen Vorkenntnissen ausgeglichen werden sollen. Da die meisten Studierenden 

eine Berufs- oder Fachmaturität erworben haben und somit die basalen fachlichen 

Kompetenzen für allgemeine Studierfähigkeit im Fach Mathematik nur teilweise abgedeckt 

sind, ist es für den weiteren Studienerfolg mitentscheidend, dass die Studierenden fundierte 

Grundkenntnisse in den Inhaltsbereichen Funktionen, Differential- und Integralrechnung 

aufbauen. Insbesondere der Funktionsbegriff kann als grundlegende Basis für die beiden 

vertiefenden Kapitel der Differential- und Integralrechnung angesehen werden. Im 



Einleitung  

 

 

8 

vorliegenden Dissertationsprojekt wird untersucht, wie sich eine stärkere Verknüpfung 

mathematischer Inhalte mit zukünftigen naturwissenschaftlichen Anwendungen (vgl. Ziele 

mathematischer Bildung in natur- und ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen nach Alpers 

(2010)) auf das konzeptuelle Funktionenverständnis auswirkt. 
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2 Theoretischer Hintergrund 

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der vorliegenden Arbeit vorgestellt. 

Zunächst wird die Bedeutung der Mathematik in den verschiedenen Disziplinen der 

Naturwissenschaften, also auch der Life Sciences, aufgezeigt. Damit verbunden ist der Prozess 

des naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierens, d. h. der Beschreibung 

naturwissenschaftlicher Phänomene mit Hilfe mathematischer Konzepte. Dabei werden 

mithilfe der Mathematik und inhaltlichen Vorüberlegungen zu naturwissenschaftlichen 

Phänomen brauchbare Modelle abgeleitet, um mit diesen dann (Mess-)Daten zu beschreiben 

oder Vorhersagen für ähnliche Phänomene abzuleiten. Grundlage vieler Modelle sind 

Funktionen und deren unterschiedliche Darstellungen. In Kapitel 2.2 werden Zugänge zum 

Funktionsbegriff beschrieben. Zunächst wird die historische Entwicklung der Definition 

skizziert, um zu verdeutlichen, dass moderne Definitionen kaum inhaltliche Vorstellungen über 

den Funktionsbegriff vermitteln. Vielmehr sind Grundvorstellungen geeignet, um zu 

charakterisieren, was man sich idealerweise unter dem Funktionsbegriff vorstellt. In Kapitel 2.3 

werden verschiedene Darstellungen von Funktionen und der Wechsel zwischen diesen 

Darstellungen vorgestellt. Kapitel 2.4 befasst sich mit Funktionen in den MINT-Fächern. Um 

zwischen der naturwissenschaftlichen Perspektive, die das zugrunde liegende Phänomen 

einbezieht, und der abstrakten mathematischen Perspektive zu unterscheiden, werden die 

Begriffe funktionaler Zusammenhang und Funktion voneinander abgegrenzt. Anschließend 

werden zwei Anwendungsbeispiele aus den Lebenswissenschaften beschrieben. Es wird darauf 

eingegangen, welche Darstellungen und Grundvorstellungen zum Verständnis dieser 

Phänomene notwendig sind. Abschließend werden typische Probleme im Umgang mit 

Funktionen bei der Modellierung naturwissenschaftlicher Phänomene zusammengefasst. In 

Kapitel 2.5 werden bestehende Ansätze zum anwendungsorientierten Mathematiklernen an 

Hochschulen beschrieben. Auffallend ist, dass in bestehenden Projekten affektive Merkmale 

untersucht wurden, während der Einfluss auf konzeptuelles Wissen im deutschsprachigen 

Raum bisher nicht untersucht wurde. Abschließend wird in Kapitel 2.6 erläutert, wie das 

konzeptuelle Verständnis von Funktionen mit Hilfe digitaler Medien gefördert werden kann. 

Dazu werden zunächst allgemeine Kriterien für die Gestaltung digitaler Medien beschrieben. 

Anschließend wird der positive Einfluss digitaler Lernumgebungen auf das konzeptuelle 

Verständnis von Funktionen dargestellt. 

2.1 Naturwissenschaftlich-mathematische Modellierung 

In seinem Buch über mathematische Biologie weist Murray (2002) bereits im Vorwort auf die 

rasante Entwicklung hin, die dieses Gebiet in den letzten zehn Jahren genommen hat. Die Zahl 

der naturwissenschaftlichen Modelle, die auf mathematischen Überlegungen beruhen, hat sich 

in diesem Zeitraum vervielfacht. In den einzelnen Kapiteln werden unter anderem Modelle zur 

Entwicklung von Populationen, zur Ausbreitung von Viren während einer Pandemie oder zum 

Ablauf einer chemischen Reaktion vorgestellt. Die Prozesse, die solchen komplexen 

Phänomenen zugrunde liegen, werden von Imboden und Pfenninger (2013) als Systeme 

bezeichnet. Sie definieren den Begriff System als Ăset of objects between which relations existñ 

(Imboden & Pfenninger, 2013, S. 4), also eine Menge von Objekten zwischen denen 
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Beziehungen bestehen. Auch sie betonen, dass die Modellierung solcher Systeme auf die 

Unterstützung der Mathematik angewiesen ist. Damit einher geht jedoch eine Reduktion der 

Komplexität, indem Annahmen getroffen werden, die die Realität vereinfachen (Imboden & 

Pfenninger, 2013, S. 2 f.). Ein solches Modell definieren Imboden und Pfenninger (2013, S. 9) 

als Ăconcept for the simplified description of a complex systemñ. An diesen beiden Definitionen 

kann kritisiert werden, dass sie sehr vereinfachend und allgemein formuliert sind. Ziel des 

Buches von Imboden und Pfenninger ist es jedoch, dass Lernende möglichst allgemeine 

Strukturen in Systemen erkennen und ausgehend von diesen Strukturen bzw. Beziehungen 

zwischen verschiedenen Größen auf verschiedene Phänomene, in denen dieses Modell 

verwendet wird, schließen können. Die verwendeten Modelle basieren alle auf mathematischen 

Funktionen und werden in verschiedenen Inhaltsbereichen und Phänomenen angewendet. Zur 

schematischen Darstellung dieser Systeme werden häufig Flussdiagramme wie in Abbildung 

2.1 verwendet.  

Abbildung 2.1 Einfaches Flussdiagramm mit konstantem Zufluss und konstanter Abflussrate 

 
Anmerkung. Ὧ  konstanter Zufluss; Ὧ  Abflussrate; ὔ  Bestand einer Menge. 

In dieser Darstellung gibt es einen Bestand ὔ, der sich durch einen konstanten Zufluss Ὧ auf 

der linken Seite stetig vergrößert und durch einen vom Bestand ὔ abhängigen Abfluss Ὧ 

verkleinert. Ein beispielhaftes Phänomen, das Abbildung 2.1 entspricht, ist die Verabreichung 

eines Medikaments durch eine kontinuierliche Infusion. Die Infusion versorgt den Körper einer 

Person mit einer konstanten Dosis, die absorbiert werden kann. Die Arzneimittelkonzentration 

wird vom Körper mit der Abbaurate Ὧ abgebaut. Die schematische Darstellung des 

Flussdiagramms kann durch eine Differenzengleichung in eine symbolische Darstellung 

überführt werden. Während eines Zeitschritts ɝὸ kann die Änderung der 

Medikamentenkonzentration durch die folgende Gleichung beschrieben werden: 

 ɝὔ Ὧẗɝὸ Ὧẗὔẗɝὸ Ὧ Ὧẗὔ ẗɝὸȢ (1) 

Die Differenzengleichung wird durch einen Grenzübergang für ɝὸO π zu einer 

Differentialgleichung, mit der sich analytisch eine Funktionsgleichung für ὔ bestimmen lässt. 

Mit etwas mathematischer Erfahrung kann man bereits ohne Rechenaufwand erkennen, dass 

eine Exponentialfunktion diese Gleichung erfüllt. 

Imboden und Pfenninger (2013, S. 10 f.) unterteilen den Prozess der Modellentwicklung in den 

Naturwissenschaften in fünf Schritte. Zunächst werden Beobachtungen gemacht oder Daten 

durch Messverfahren erhoben. Danach wird nach einer allgemeinen Struktur in den 

vorhandenen Daten gesucht, um diese durch ein übergeordnetes Prinzip zu beschreiben. Im 

nächsten Schritt wird geprüft, ob dieses gefundene Prinzip Verallgemeinerungen auf ähnliche 

Phänomene zulässt. Wenn dies möglich ist, wird schließlich im fünften Schritt versucht, mit 
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diesem Prinzip Vorhersagen für unbekannte Phänomene zu treffen. Diese Schritte zeigen 

jedoch eine eingeschränkte Sichtweise auf die Entwicklung eines Modells. Dass man ein 

Modell auch zunächst mit rein theoretischen Überlegungen entwickeln kann, um es 

anschließend mit empirischen Messwerten zu untermauern oder zu revidieren, wird in dem 

bisher dargestellten Prozess vernachlässigt. Hier zeigen Modellierungszyklen sowohl aus der 

Mathematikdidaktik als auch aus den Naturwissenschaftsdidaktiken ein breiteres Spektrum an 

Handlungen, also Modellierungskompetenzen, die im Umgang mit Modellen notwendig sind. 

Dabei wird jedoch nicht nur die Entwicklung eines Modells betrachtet, sondern auch die Arbeit 

mit einem bestehenden Modell. 

In der mathematikdidaktischen Literatur geht der Fokus auf Modellierungsaktivitäten und die 

Entwicklung eines Modellierungskreislaufs auf die Arbeiten von Werner Blum zurück (Blum, 

1985; Blum & Leiß, 2007; Blum & Niss, 1991). Auf diese Entwicklung und weitere Theorien 

zur mathematischen Modellierung soll hier nur oberflächlich eingegangen werden. Für einen 

umfassenderen Einblick sei auf Kaiser et al. (2023) verwiesen. Außerdem wird in der 

vorliegenden Arbeit eine stark vereinfachte Form des Modellierungszyklus vorgestellt. Die 

sonst in der mathematikdidaktischen Literatur häufig zitierte Version von Blum und Leiß 

(2007) unterscheidet sich dadurch, dass der Prozess zwischen einer realen Situation und einem 

vereinfachten realen Modell in weitere Teilschritte unterteilt wird. Der vereinfachte 

Modellierungszyklus ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Im obigen Beispiel der 

Medikamentenkonzentration, die sich durch einen konstanten Zufluss und eine Abflussrate 

ändert, ist die Realsituation eine Patientin oder ein Patient, bei dem untersucht wird, wie sich 

die Konzentration des Medikaments im Körper über einen Beobachtungszeitraum ändert. Das 

in Abbildung 2.1 dargestellte Flussdiagramm kann bereits als reales Modell betrachtet werden. 

Abbildung 2.2 Vereinfachter Modellierungskreislauf (vgl. Blum, 1985; vom Hofe, 2003) 

 
Anmerkung. Dargestellt sind die Tätigkeiten: ρ  Vereinfachen; ς  Mathematisieren; σ  mathematisch 

Arbeiten; τ  Ergebnisse interpretieren. 

So wird in dieser einfachen Modellierung davon ausgegangen, dass der Zufluss konstant bleibt 

und der Körper das Medikament mit einer konstanten Abbaurate abbaut. Weitere mögliche 
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Einflussfaktoren wie der Gesundheitszustand oder die Körper- bzw. Außentemperatur werden 

zur Vereinfachung des Modells nicht berücksichtigt. Durch eine Mathematisierung wird dieses 

schematische Modell in eine mathematische Darstellung überführt. Dies kann die 

Differenzengleichung in Gleichung (1) sein. Je nach Vorwissen kann man mit Hilfe eines 

Tabellenkalkulationsprogramms auch ohne Differentialrechnung zu einem Ergebnis kommen. 

Dazu kann man iterativ mit Gleichung (1) die Medikamentenkonzentration für den nächsten 

Zeitpunkt berechnen und alle so ermittelten Konzentrationswerte in einem Koordinatensystem 

visualisieren. Wie oben bereits beschrieben, lässt sich mithilfe der Differentialrechnung die 

Differentialgleichung Ὧ Ὧẗὔ herleiten, welche durch eine Exponentialfunktion 

gelöst wird. Die so gewonnenen mathematischen Ergebnisse werden im letzten Schritt 

nochmals mit dem ursprünglichen Phänomen verglichen, um das Modell entweder zu validieren 

oder in einem weiteren Durchlauf des Zyklus weitere Verbesserungen vorzunehmen. Solche 

Modellierungszyklen werden in der Mathematikdidaktik vor allem für den Schulunterricht 

verwendet, in dem reichhaltige Textaufgaben für möglichst authentisches Modellieren erstellt 

werden (Greefrath, 2018; Greefrath et al., 2013). Dementsprechend werden andere Aktivitäten, 

die nicht zur Mathematik gehören, in solchen Zyklen nur vereinfacht zusammengefasst. 

Aus diesem Grund lohnt sich ein Blick in die Didaktik der Naturwissenschaften. Hier haben 

Meister und Upmeier zu Belzen (2018) einen mathematisch-naturwissenschaftlichen 

Modellierungszyklus vorgestellt, der die zuvor beschriebenen Prozesse aufgreift und um eine 

naturwissenschaftliche Perspektive ergänzt. Der gesamte Modellierungszyklus ist in Abbildung 

2.3 dargestellt. Neben den Tätigkeiten, die auch im vorigen Modellierungskreislauf 

vorkommen, werden hier mehrere Schritte innerhalb der Realität aufgelistet. Dazu zählen die 

Wahrnehmung des Phänomens, die Aktivierung von Erfahrungen, das Validieren, das 

Durchführen einer naturwissenschaftlichen Untersuchung und die mögliche Anpassung des 

Modells. Außerdem wird nicht zwischen Realität und Mathematik unterschieden, sondern 

zwischen Realität und Modellwelt. Die Mathematik ist hier Teil der Modellwelt. Dies 

ermöglicht eine striktere Trennung zwischen realen, beobachtbaren Phänomenen und einem 

Modell, das in der Regel bereits eine Vereinfachung der Realität darstellt. Erst durch die 

Vereinfachung der Realität kann eine entsprechende Mathematisierung des Modells 

vorgenommen werden. Zusätzlich zur mentalen Interpretation und Validierung der 

mathematischen Ergebnisse und des Modells ist eine experimentelle Überprüfung dieser 

Ergebnisse und des Modells möglich. Auf diese Weise kann das bestehende Modell durch 

empirische Daten bestätigt oder in Frage gestellt werden. Die Durchführung einer solchen 

Untersuchung erfordert je nach Phänomen eine sorgfältige Planung des Experiments, damit die 

erhobenen Daten mit dem Modell übereinstimmen. Bezogen auf das Beispiel der 

Medikamentenkonzentration ist es entscheidend, möglichst viele äußere Einflussfaktoren 

konstant zu halten, um die Messwerte nicht durch diese Einflussfaktoren zu verfälschen. Die 

empirische Überprüfung eines Modells wird in Anlehnung an Mahr (2011) als 

Anwendungsperspektive bezeichnet. Hierzu zählt bereits die grafische Darstellung von 

gemessenen Daten, um diese mit einem zuvor theoretisch hergeleiteten Modell zu vergleichen. 

Die Herleitung eines Modells zur Beschreibung oder Vorhersage eines Phänomens wird 

entsprechend als Herstellungsperspektive bezeichnet (Krüger et al., 2018; Mahr, 2011). Ein 
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Abgleich mit dem theoretisch hergeleiteten Modell kann ergeben, dass dieses die Daten nicht 

gut beschreibt, da die getroffenen Annahmen die Realität zu stark vereinfachen. 

Möglicherweise müssen weitere externe Einflussfaktoren oder die gesundheitlichen Merkmale 

der untersuchten Personen berücksichtigt werden, weil diese die Ergebnisse verzerren. In 

diesem Fall kann eine Überarbeitung, d. h. eine neue Schleife im Modellierungszyklus, 

eingeleitet werden. So können in den Naturwissenschaften bereits bestehende Modelle als 

Grundlage für die Anwendung auf neue Phänomene genutzt werden, was jedoch immer eine 

Anpassung, Erweiterung oder Umdeutung des Modells zur Mathematisierung erfordert (Gilbert 

& Justi, 2016, S. 32). Krüger et al. (2018, S. 150) betonen, dass Ămit nahezu jedem dieser 

Modelle [é] mathematisierende ¦berlegungen verbunden [sind]ñ und verschiedene 

Darstellungen verwendet werden (vgl. u.a. Gilbert & Treagust, 2009; Treagust et al., 2017). 

Abbildung 2.3 Naturwissenschaftlich-mathematischer Modellierungszyklus nach Meister und 

Upmeier zu Belzen (2018) 

 
Anmerkung. Dargestellt sind die Tätigkeiten: ρ  Wahrnehmung des Phänomens, ς  Aktivierung von 

Erfahrungen, σ  Mathematisieren, τ  mathematische Kompetenzen nutzen, υ  Interpretieren, φ  Validieren, 

χ  naturwissenschaftliche Untersuchung durchführen, ψ  Modell ändern oder beibehalten. 

Es stellt sich nun die Frage, welche mathematischen Konzepte für die naturwissenschaftliche 

Modellierung sowohl aus der Herstellungs- als auch aus der Anwendungsperspektive von 

besonderer Bedeutung sind. Sowohl der mathematische als auch der naturwissenschaftlich-

mathematische Modellierungszyklus veranschaulichen Übergänge zwischen Mathematik und 

Realität. Für diese Übersetzungsprozesse, also das Mathematisieren und Interpretieren, werden 

nach vom Hofe (2003; vgl. vom Hofe & Blum, 2016) Grundvorstellungen benötigt. Darüber 

hinaus werden Grundvorstellungen auch für das Arbeiten innerhalb der Mathematik benötigt, 

wenn mit verschiedenen Darstellungen gearbeitet wird. Die Bedeutung von 

Grundvorstellungen wird auch von Meister und Upmeier zu Belzen (2018) hervorgehoben. Sie 

haben das funktionale Denken (Vollrath, 1989) in ihrem Modellierungszyklus berücksichtigt. 

Die von Vollrath ursprünglich als Aspekte des funktionalen Denkens bezeichneten 

Kompetenzen werden heute in der Mathematikdidaktik als Grundvorstellungen von Funktionen 
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aufgefasst (vom Hofe & Blum, 2016). Auch im naturwissenschaftlich-mathematischen 

Modellierungszyklus werden die Grundvorstellungen von Funktionen in den Schritten 

Mathematisieren, mathematische Kompetenzen nutzen und Interpretieren benötigt. Damit 

scheinen Grundvorstellungen ein vielversprechender Ansatz zu sein, um sowohl die 

Anwendung (Anwendungsperspektive) als auch die theoretische Herleitung 

(Herstellungsperspektive) naturwissenschaftlich-mathematischer Modelle zu ermöglichen. 

Offen bleibt die Frage, welches mathematische Konzept für die Modellierung vielfältiger 

Phänomene entscheidend ist. Wie oben beschrieben, integrieren Meister und Upmeier zu 

Belzen (2018) funktionales Denken in ihren Modellierungszyklus. Dabei legen sie besonderen 

Wert auf die Verwendung von Liniendiagrammen. Aus mathematischer Sicht wird hierfür der 

Begriff des Graphen bevorzugt. Auch in dem hier gewählten Beispiel der 

Medikamentenkonzentration werden mehrere Funktionen verwendet. So kann die 

Abhängigkeit zwischen Zeit und Medikamentenkonzentration durch eine Exponentialfunktion 

modelliert werden und die Differenzengleichung in Gleichung (1) kann als Funktion der 

Medikamentenkonzentration selbst aufgefasst werden. In den beiden Lehrbüchern zur 

mathematischen Modellierung in den Naturwissenschaften (Imboden & Pfenninger, 2013; 

Murray, 2002) werden fast ausschließlich Phänomene betrachtet, bei denen aus der 

Beobachtung, wie sich eine Größe verändert, eine Funktion bestimmt wird. Darüber hinaus 

liefert jeder experimentelle Messvorgang in den Naturwissenschaften eine Funktion, die 

tabellarisch oder grafisch dargestellt werden kann. Allgemein stellen Büchter und Henn fest, 

dass ĂFunktionen universelle mathematische Modelleñ (Büchter & Henn, 2010, S. 7) sind und 

unsere Welt voller ĂPhªnomene [steckt], die als funktionale Zusammenhªnge betrachtet werden 

kºnnenñ (Büchter & Henn, 2010, S. 8). So lässt sich festhalten, dass Funktionen eine 

fundamentale Basis vielfältiger naturwissenschaftlich-mathematischer Modellierungsprozesse 

bilden. Darüber hinaus stellt der Funktionsbegriff eine grundlegende Basis für die darauf 

aufbauenden Inhalte im Bereich der Differential- und Integralrechnung dar. Ein unzureichendes 

Verständnis zu Funktionen kann daher den Aufbau des konzeptuellen Verständnisses für 

weiterführende Konzepte beeinträchtigen (z. B. Asiala et al., 1997; Jetses et al., 2024; Litteck 

et al., 2023; Stölting, 2008). Im Hinblick auf die weiteren Themen der Vorlesung Grundlagen 

Mathematik ï Analysis I, d.h. die Differential- und Integralrechnung, wurde mehrfach betont, 

dass der verständige Umgang mit Funktionen eine grundlegende Basis darstellt. 

Der naturwissenschaftlich-mathematische Modellierungszyklus (vgl. Abbildung 2.3) kann als 

Grundlage der vorliegenden Arbeit angesehen werden. Im Gegensatz zum einfacheren 

mathematischen Modellierungskreislauf werden hier konkrete naturwissenschaftliche 

Tätigkeiten expliziert, indem beispielsweise das Experimentieren und der Umgang mit 

empirischen Daten durch den inneren Kreislauf thematisiert werden. Obwohl in der 

vorliegenden Arbeit keine vollständige Modellierung in Anlehnung an den 

naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierungszyklus angestrebt wird, soll untersucht 

werden, wie Studierende in einer Grundlagenvorlesung Mathematik zu Beginn ihres Studiums 

auf zukünftige Modellierungstätigkeiten vorbereitet werden können. Dabei ist die erweiterte 

Perspektive des naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierungskreislaufs wertvoll, um 

spätere Tätigkeiten im Labor, wie die Planung und Durchführung von Experimenten oder 
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ähnliche Tätigkeiten im Blick zu behalten. In der vorliegenden Arbeit soll theoretisch 

herausgearbeitet werden, welche Grundvorstellungen und Darstellungen für das spätere 

Modellieren entscheidend sind, um diese durch eine anwendungsorientierte Intervention gezielt 

zu fördern. 

2.2 Zugänge zum Funktionsbegriff 

In diesem Kapitel werden neben der Entwicklung des modernen Funktionsbegriffs weitere 

vorstellungsorientierte Zugänge zum Funktionsbegriff vorgestellt. Diese gewinnen in der 

Schule zunehmend an Bedeutung, da im Gegensatz zur Definition einer Funktion wichtige 

Aspekte im Umgang mit Funktionen verdeutlicht werden. In Kombination mit lebensweltlichen 

Bezügen wird der Funktionsbegriff für Lernende leichter zugänglich (Freudenthal, 1983; 

Greefrath et al., 2016b, S. 42 f.; Kronfeller & Malle, 1996; Lichti, 2019; Malle, 1996).  

2.2.1 Historische Entwicklung des modernen Funktionsbegriffs 

Die historische Entwicklung des Funktionsbegriffs wird in der vorliegenden Arbeit nur 

skizziert. Für einen umfassenden Überblick sei auf das Buch von Hischer (2021) verwiesen. 

Schon lange bevor der Begriff bekannt war, wurde mit Funktionen gearbeitet. So haben die 

Babylonier bereits im 19. Jahrhundert v. Chr. trigonometrische Funktionen auf Steintafeln 

tabelliert (Hischer, 2021, S. 152). Durch Nicolde DôOresme wurden ab dem 14. Jahrhundert 

verschiedene zeitabhängige Zusammenhänge grafisch dargestellt, wobei die Änderung der 

zeitabhängigen Größe im Vordergrund stand (Hischer, 2021, S. 158 ff.). Dies führte unter 

anderem in der Physik zu einer Diskussion darüber, was eine Zunahme oder Abnahme einer 

Größe ist. Dabei standen Phänomene mit Bewegung und Geschwindigkeit im Vordergrund. In 

der Folge wurden die mit Funktionen beschriebenen Phänomene vielfältiger. So wurden 

demographische Daten, der Luftdruck in Abhängigkeit von der Höhe oder auch 

Temperaturmessungen untersucht (Hischer, 2021, S. 164 ff.). Erst 1673, nachdem bereits 

vielfältige funktionale Zusammenhänge analysiert worden waren, verwendete Leibniz den 

Begriff Funktion. Er beschrieb damit jedoch etwas anderes, sodass die erste Definition auf 

Johann Bernoulli zurückgeht (Hischer, 2021, S. 174). 

ñOn appelle fonction dôune grandeur variable une quantit® compos® de quelque marni¯re 

que soit de cette grandeur variable et de constants.ò1 (Bernoulli, 1742, S. 241) 

Demnach können laut seiner Auffassung Funktionen durch einen Funktionsterm beschrieben 

werden, der sich auf eine bestimmte Art und Weise aus Variablen und Konstanten 

zusammensetzt (Büchter & Henn, 2010, S. 16 f.). Gleichzeitig sieht Hischer (2021, S. 175) in 

dieser Definition die Veränderlichkeit der abhängigen Größe, die durch die Zusammensetzung 

der anderen Variablen und Konstanten bestimmt wird. Unter Leonhard Euler erfährt diese 

Definition eine weitere Präzisierung: 

 
1 Übersetzung: Unter einer Funktion einer veränderlichen Größe versteht man einen Ausdruck, der auf irgendeine 

Weise aus der veränderlichen Größe und Konstanten zusammengesetzt ist. 
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ñFunctio quantitatis variabilis, est expressio analytica quomodocumque composita ex illa 

quantitate variablili, et numeris seu quantitatibus conflantibus.ò2 (Euler, 1748, S. 4) 

ñé curva quaecumque libero manus ductu descripta.ò3 (Euler, 1768, S. 32) 

Die Neuerungen bei Euler umfassen im Wesentlichen die Unterscheidung zwischen einem 

analytischen Ausdruck (Term) und einer freihändig gezeichneten Kurve (Graph) (Büchter & 

Henn, 2010, S. 17; Greefrath et al., 2016b, S. 26). Zudem betont er die Unterscheidung 

zwischen veränderlichen und konstanten Größen einer Funktion (Hischer, 2021, S. 176). 

Darüber hinaus erkannte Euler in einem weiteren Werk die Notwendigkeit, auch solche 

Ausdrücke als Funktion zu definieren, die sich aus mehreren analytischen Ausdrücken 

zusammensetzen. Damit waren auch abschnittsweise definierte Funktionen möglich, die 

insbesondere in physikalischen Anwendungen der Analysis benötigt wurden (Greefrath et al., 

2016b, S. 27). 

Es war Jean Baptiste Fourier, der sich gut 80 Jahre später mit den empirischen Daten aus der 

Wärmemessung und der Soziologie beschäftigte. Dabei stellte er fest, dass diese 

Zusammenhänge nicht durch einen allgemeinen Term dargestellt werden können, sondern dass 

bestenfalls eine geeignete Annäherung gefunden werden kann. Er stellte fest, unabhängige 

Größe und abhängige Größe Ăfolgen einander auf irgendeine Weiseñ (nach Hischer, 2021, S. 

178). Darauf aufbauend formulierte Gustav Lejeune Dirichlet eine Definition, die noch heute 

dem modernen Funktionsbegriff entspricht. Er forderte von einer Funktion Ănur noch, dass 

Ăjedem x ein einziges, endliches yñ entsprechen sollñ (Hischer, 2021, S. 180). Charakteristisch 

für diese Definition ist die eindeutige Zuordnung zwischen einer unabhängigen Variablen x und 

einer von ihr abhängigen Variablen y (Greefrath et al., 2016b, S. 29 f.). Basierend auf den 

Arbeiten von Felix Hausdorff erhielt der Funktionsbegriff im 20. Jahrhundert eine weitere, 

mengentheoretische Perspektive. Auf dieser Grundlage veröffentlichte die Bourbaki-Gruppe 

folgende Definition: 

ĂGegeben seien zwei nicht-leere Mengen A und B. Eine Funktion f von A nach B ist eine 

Relation, d. h. eine Teilmenge des kartesischen Produkts ὃ ὄ, die linkstotal und 

rechtseindeutig ist, d. h. für jedes Element ὼɴ ὃ existiert genau ein ώɴ ὄ mit ὼȿώᶰ
ὃ ὄ.ñ (nach Büchter & Henn, 2010, S. 19) 

Heutige Definitionen orientieren sich im Wesentlichen an den Arbeiten von Dirichlet und 

Bourbaki, weshalb auch von einer Dirichlet-Bourbaki-Definition gesprochen wird (Büchter & 

Henn, 2010, S. 17 ff.; Greefrath et al., 2016b, S. 28 ff.; Thompson & Carlson, 2017; Vinner & 

Dreyfus, 1989). Da die Zielgruppe der vorliegenden Arbeit Erstsemesterstudierende der MINT-

Fächer umfasst, wird zusätzlich eine Definition aus einem häufig verwendeten 

Mathematiklehrbuch für Studierende der Naturwissenschaften angegeben:  

 
2 Übersetzung: Die Funktion einer veränderlichen Zahlengröße ist ein analytischer Ausdruck, der auf irgendeine 

Weise aus jener veränderlichen Zahlengröße, aus Zahlen oder konstanten Zahlengrößen zusammengesetzt 

worden ist. 
3 ¦bersetzung: é eine beliebige, mit freier F¿hrung der Hand beschriebene Kurve. 
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Unter einer Funktion versteht man eine Vorschrift, die jedem Element x aus einer Menge 

D genau ein Element y aus einer Menge W zuordnet. Symbolische Schreibweise: 

ώ Ὢὼ mit ὼɴ Ὀ (Papula, 2018, S. 146) 

Bei dieser Definition steht die Zuordnung von Elementen der einen Menge zu Elementen der 

anderen Menge im Vordergrund, sodass die Perspektiven von Dirichlet und Boubarki adressiert 

werden. Dass moderne Definitionen einer Funktion das allgemeine Verständnis und 

insbesondere den Umgang mit Funktionen fördern, wurde bereits mehrfach in Frage gestellt (u. 

a. Greefrath et al., 2016b, S. 44 f.; Tall & Vinner, 1981; Vinner & Dreyfus, 1989; Vollrath, 

2014). Darüber hinaus betonen Thompson und Carlson (2017), dass die in der obigen Definition 

thematisierte Zuordnung noch nicht die Notwendigkeit eines Funktionsbegriffs offenbart. In 

Anlehnung an Kaput (1994) argumentieren sie, dass die Entwicklung des Funktionsbegriffs 

maßgeblich durch die Notwendigkeit der Analysis in der Physik vorangetrieben wurde. Hier 

stand die Veränderung der beteiligten Größen im Vordergrund, weshalb die ersten Definitionen 

von Leibniz und Bernoulli noch explizit die Veränderlichkeit der Variablen berücksichtigten. 

In den modernen Definitionen wird dieser Aspekt durch die Dominanz der eindeutigen 

Zuordnung nicht mehr explizit angesprochen. Die Dirichlet-Bourbaki-Definition hat wesentlich 

zur Präzisierung des Funktionsbegriffs und zur fortschreitenden Formalisierung der 

Mathematik beigetragen. Allerdings bleiben wichtige konzeptuelle Schritte unklar, sodass diese 

Definition vermutlich nur wenig zu einem verständigen Umgang mit Funktionen als 

mathematischen Modellen in der naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierung beiträgt. 

Aus diesem Grund betonen Greefrath et al. (2016b, S. 44 ff.), dass eine Definition bei der 

Erarbeitung des Funktionenkonzepts nicht im Vordergrund stehen sollte und möglicherweise 

sogar ganz darauf verzichtet werden kann. Wichtiger ist eine Orientierung an lebensweltlichen 

Phänomenen, die die vielfältige Verwendung von Funktionen und den Umgang mit ihnen 

aufzeigen. Dementsprechend sollte der verständige Umgang mit Funktionen anhand von für die 

Zielgruppe relevanten Phänomenen erfahrbar gemacht werden, anstatt die Definition in den 

Mittelpunkt zu stellen. 

2.2.2 Vorstellungsorientierte Zugänge 

In Kapitel 2.2.1 wurde bereits verdeutlicht, dass die Definition einer Funktion keinen 

ausreichenden Beitrag zum Erlernen des Funktionenkonzepts leistet (u. a. Büchter & Henn, 

2010, S. 19 f.; Greefrath et al., 2016b, S. 44 f.; Vinner, 1983; Vinner & Dreyfus, 1989; Vollrath, 

2014). So argumentiert Vollrath (2014, S. 121), Ăwas eine Funktion ist, lernt niemand durch 

eine Definitionñ. Vielmehr werden Vorstellungen über Funktionen benötigt, die sich durch den 

Umgang mit verschiedenen Funktionen, Funktionstypen und deren Darstellungen herausbilden 

(Vollrath, 2014). Zunächst wird das Konzept der Grundvorstellungen beschrieben, von 

ähnlichen Konzepten abgegrenzt und die Relevanz der Grundvorstellungen für die 

naturwissenschaftlich-mathematische Modellierung erläutert. Anschließend werden die 

normativen Grundvorstellungen des Funktionenkonzepts vorgestellt. 
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2.2.2.1 Grundvorstellungen 

Die heutige Verwendung des Begriffs einer Grundvorstellung basiert auf den Arbeiten von vom 

Hofe (1992, 1995). Er hat viele bestehende Ansätze zu Grundvorstellungen und daran 

anknüpfende Theorien systematisch aufgearbeitet und zusammengeführt (Klinger, 2019). Nach 

vom Hofe (1992, S. 347) beschreiben Grundvorstellungen Ădie Beziehungen zwischen 

mathematischen Inhalten und dem Phªnomen der individuellen Begriffsbildungñ. 

Grundvorstellungen müssen sich einerseits an den kognitiven Fähigkeiten der Lernenden 

orientieren und andererseits den wesentlichen Inhalt eines mathematischen Konzepts erfassen. 

Damit ist zwar eine Idee gegeben, was Grundvorstellungen leisten sollen, aber noch keine 

prägnante Definition. Dies zeigt sich auch darin, dass es weiterhin keinen etablierten 

theoretischen Rahmen gibt, wie man Grundvorstellungen regelgeleitet herleiten kann (Salle & 

Clüver, 2021). Dennoch stellten Salle und Clüver (2021) fest, dass in verschiedenen 

Inhaltsbereichen unabhängig voneinander ähnliche Muster zur Identifizierung von 

Grundvorstellungen angewandt wurden. Zur weiteren Spezifizierung von Grundvorstellungen 

werden mehrfach drei zentrale Aspekte hervorgehoben: 

ĂSinnkonstituierung eines Begriffs durch die Anknüpfung an bekannte Sach- oder 

Handlungszusammenhänge bzw. Handlungsvorstellungen, 

Aufbau entsprechender (visueller) Repräsentationen bzw. ĂVerinnerlichungenñ, die 

operatives Handeln auf der Vorstellungsebene ermöglichen,  

Fähigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkeit durch Erkennen der 

entsprechenden mathematischen Struktur in Sachzusammenhängen oder durch 

Modellieren eines Sachproblems mit Hilfe der mathematischen Struktur.ñ (vom Hofe, 

1995, S. 97 f.) 

Darüber hinaus wird in der Literatur zu Grundvorstellungen zwischen einer normativen, einer 

deskriptiven und einer konstruktiven Perspektive unterschieden. Aus normativer Sicht dienen 

Grundvorstellungen der Lehrperson als didaktische Kategorie (vom Hofe, 1992). Sie geben 

damit vor, was unter einem mathematischen Inhalt zu verstehen ist und wie dieser sinnvoll auf 

Problemstellungen angewendet werden kann (vom Hofe & Blum, 2016). Die deskriptive Sicht 

blickt auf die individuellen Vorstellungen der Lernenden, was sie sich unter einem 

mathematischen Konzept vorstellen. Durch einen Abgleich zwischen normativer und 

deskriptiver Perspektive kann analysiert werden, inwiefern die individuellen Vorstellungen der 

Lernenden mit den normativen Leitlinien übereinstimmen. Die konstruktive Perspektive betont, 

dass Grundvorstellungen bei Lernenden durch gezielte Lehrmaßnahmen gebildet werden 

können und sich dadurch die individuellen Vorstellungen der Lernenden stärker an den 

normativen Grundvorstellungen orientieren (vom Hofe, 1995; Salle & Clüver, 2021). Die 

Verknüpfung dieser drei Perspektiven mit dem Begriff der Grundvorstellung ist kritisch zu 

bewerten, da der Begriff Grundvorstellungen dadurch an Präzision verliert. Individuelle 

Vorstellungen zu einem mathematischen Konzept können sehr vielfältig sein und stimmen in 

der Regel nicht mit den normativen Grundvorstellungen überein. Vielmehr können sich 

individuelle Vorstellungen oder Handlungen an einer Grundvorstellung orientieren, stimmen 

aber in den meisten Fällen nicht mit ihr überein. Aus diesem Grund wird der Begriff 

Grundvorstellung hier nur für die normative Perspektive verwendet. Werden individuelle 
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Vorstellungen deskriptiv beschrieben, werden sie als Vorstellungen der Lernenden bezeichnet 

(vgl. auch Gudladt, 2023). 

Weiterhin wird zwischen primären und sekundären Grundvorstellungen unterschieden. 

Primäre Grundvorstellungen orientieren sich an direkt beobachtbaren Vorgängen in der 

Realität. So basieren z. B. die Grundvorstellungen der Addition auf realen Vorgängen wie dem 

Hinzufügen oder Zusammenfügen von Gegenständen. Sekundäre Grundvorstellungen 

hingegen benötigen eine weitere (mathematische) Darstellung. So können die 

Grundvorstellungen von Funktionen nur durch eine weitere grafische oder symbolische 

Darstellung zugänglich gemacht werden. Aus diesem Grund wird primären 

Grundvorstellungen ein repräsentierender Charakter zugeschrieben, während sekundäre 

Grundvorstellungen einen symbolischen Charakter haben (vom Hofe & Blum, 2016). Diese 

Differenzierung ist jedoch nicht immer trennscharf. So können sich auch die 

Grundvorstellungen der Grundrechenarten sowohl auf direkt beobachtbare Vorgänge in der 

Realität beziehen als auch durch abstrakte Darstellungen (Zahlenstrahl, Kreise) veranschaulicht 

werden. Damit können auch die primären Grundvorstellungen zumindest teilweise einen 

symbolischen Charakter besitzen. Darüber hinaus weisen vom Hofe und Blum (2016) darauf 

hin, dass sekundäre Grundvorstellungen durch imaginäre Handlungen mit mathematischen 

Darstellungen entstehen. Durch den Einsatz digitaler Medien gibt es jedoch auch hier vielfältige 

Möglichkeiten, mit abstrakten mathematischen Darstellungen interaktiv erfahrbare Handlungen 

durchzuführen, die sich direkt auf die mathematische Darstellung auswirken. Beispielsweise 

können Graphen auf einem Touchscreen durch Tippen und Ziehen mit dem Finger verschoben 

werden. Es lässt sich also festhalten, dass sowohl primäre als auch sekundäre 

Grundvorstellungen repräsentativen und symbolischen Charakter haben können. Dennoch wird 

zu Beginn der Schulzeit verstärkt auf den Bezug zu konkreten Alltagshandlungen 

zurückgegriffen, während Inhalte, die auf externe Darstellungen angewiesen sind, erst im Laufe 

der Schulzeit hinzukommen. 

Zu einem mathematischen Konzept gibt es in der Regel mehrere Grundvorstellungen, die 

miteinander in Beziehung gesetzt werden können (vom Hofe, 2003). Dieses System 

verschiedener Grundvorstellungen wird als Ălebendiges Systemñ (vom Hofe & Roth, 2023, S. 

2) verstanden, das sich ständig weiterentwickelt. Darüber hinaus bringen Lernende individuelle 

Vorstellungen aus ihrem Alltag mit und entwickeln im Umgang mit mathematischen Konzepten 

weitere Vorstellungen. Diese können anschlussfähig an neue Grundvorstellungen sein oder 

auch nicht. Beispielsweise gibt es für die Division zweier natürlicher Zahlen die 

Grundvorstellungen Aufteilen und Verteilen (Padberg & Wartha, 2017, S. 125 ff.). Das 

Aufteilen, das auch als Messen bezeichnet wird, ist anschlussfähig bei der Erweiterung des 

Zahlbereichs von den natürlichen zu den rationalen Zahlen, während das Verteilen nicht 

anschlussfähig für die Division rationaler Zahlen ist (Padberg & Wartha, 2017, S. 134 f.). Die 

Übergeneralisierung des Anwendungsbereichs der Grundvorstellung Verteilen kann also zu 

Problemen führen, die im Lernprozess korrigiert werden müssen. Dies erfordert sogenannte 

Grundvorstellungsumbrüche bei den Lernenden (vom Hofe & Wartha, 2004; Wartha, 2007, S. 

47 ff.). Darüber hinaus können weitere individuelle Vorstellungen der Lernenden, 

beispielsweise die Erfahrung, dass das Ergebnis einer Division im Bereich der natürlichen 
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Zahlen immer eine kleinere Zahl ergibt, im Bereich der rationalen Zahlen ebenfalls nicht 

anschlussfähig sein.  

In der englischsprachigen Literatur hat sich die Unterscheidung zwischen Concept Image und 

Concept Definition zur Unterscheidung von individuellen Vorstellungen und Begriffsdefinition 

etabliert. Tall und Vinner (1981) bündeln unter dem Begriff Concept Image ñall mental 

attributes associated with a concept, whether they be conscious or unconscious, should be 

included in the concept image; they may contain the seeds of future conflictò (S. 152). Damit 

können auch fehlerhafte Vorstellungen integriert sein, welche zu kognitiven Konflikten führen. 

Dies passiert genau dann, wenn zwei sich widersprechende Bestandteile des Concept Image 

gleichzeitig beim Lernenden hervorgerufen werden. Unter der Concept Definition wird die 

Aneinanderreihung von Worten, die zur Definition eines mathematischen Konzepts genutzt 

werden, verstanden (Tall & Vinner, 1981). Das kann eine formale Definition aus einem 

Lehrbuch sein, aber auch eine eigene Rekonstruktion einer Definition durch ein Individuum. 

Letztgenanntes wird als Personal Concept Definition aufgefasst, während eine allgemein 

fachlich anerkannte Definition als Formal Concept Definition bezeichnet wird. Durch eine 

Personal Concept Definition wird ein mathematischer Begriff durch eine Person individuell 

rekonstruiert. Somit fließen die persönlichen Vorstellungen zu diesem Konzept, die zu diesem 

Zeitpunkt abgerufen werden ein. Das bedeutet, dass eine Personal Concept Definition stets ein 

Ausdruck des Concept Image ist (Vinner, 1983). Umgekehrt wird durch jede Concept 

Definition ein eigenes Concept Image hervorgerufen, welches sich im gesamten Concept Image 

einer Person verankert. So werden auch durch eine formale Definition Vorstellungen bei den 

Lernenden angeregt (Greefrath et al., 2016a). Das eine formale Definition nicht zu einem 

ausgeprägten Concept Image führt, wurde für das Konzept Funktionen bereits betont (Vinner 

& Dreyfus, 1989). So waren für die Lernenden nur solche Beispiele mehrheitlich als Funktion 

erkennbar, die sich durch einen geschlossenen Term oder stetigen Graph kennzeichnen. 

Diskrete Funktionen oder Treppenfunktionen wurden häufig nicht als Funktion erkannt. 

Sowohl Grundvorstellungen als auch Concept Image beschreiben mentale Repräsentationen 

eines mathematischen Begriffs. Ein gemeinsamer Aspekt beider Theorien ist, dass sie eine 

dynamische Sicht auf die Entwicklung von Vorstellungen bei den Lernenden haben. Die 

Vorstellungen können sich durch äußere Einflüsse weiterentwickeln, was sich im Aufbau neuer 

Vorstellungen oder in der Anpassung bzw. Korrektur bestehender Vorstellungen ausdrückt. 

Dadurch können beide Theorien auch im Zusammenhang mit konzeptuellem Wandel (engl. 

Conceptual change) (Posner et al., 1982; Vosniadou, 1994) verwendet werden (vom Hofe & 

Blum, 2016; Salle & Clüver, 2021; Vinner, 2011). Während das Concept Image alle mentalen 

Repräsentationen einer Person zu einem mathematischen Begriff erfasst und damit auch 

Fehlvorstellungen einschließt, sind Grundvorstellungen normative Leitlinien, die keine 

Fehlvorstellungen enthalten. Allgemein fokussiert das Concept Image auf die individuellen 

Vorstellungen, also auf eine deskriptive Beschreibung von Vorstellungen, wohingegen 

Grundvorstellungen selbst einen normativen Charakter haben, indem sie festlegen, was unter 

einem mathematischen Begriff zu verstehen ist. Darüber hinaus ist es möglich, die deskriptiven 

Vorstellungen der Lernenden anhand der normativen Grundvorstellungen einzuordnen. 
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Grundvorstellungen beschreiben im Kern den Zusammenhang zwischen Individuum, 

Mathematik und Realität (vom Hofe, 1995, S. 98). 

Darüber hinaus betont einer der drei zentralen Aspekte der Grundvorstellungen die Anwendung 

eines mathematischen Konzepts auf die Realität. Allgemein werden Grundvorstellungen als 

Ă'¦bersetzungsscharniere' zwischen realen Situationen und mathematischen Konzepten 

(Begriffen, Operationen usw.) bezeichnetñ (Hußmann & Prediger, 2010, S. 35). 

Grundvorstellungen spielen somit eine entscheidende Rolle bei der mathematischen 

Modellierung. In der vereinfachten Form des Modellierungszyklus in Abbildung 2.2 (vgl. vom 

Hofe, 2003) sind Grundvorstellungen notwendig, um zwischen der Realität und der Mathematik 

zu wechseln. Dementsprechend werden sie benötigt, um ein gegebenes reales Problem zu 

mathematisieren und um eine mathematisch ermittelte Lösung im Hinblick auf die Realität zu 

bewerten. Darüber hinaus werden Grundvorstellungen benötigt, wenn während des 

Lösungsprozesses zwischen verschiedenen mathematischen Darstellungen, wie einer 

Gleichung und einer geometrischen Darstellung gewechselt werden muss (vom Hofe & Blum, 

2016). Dass Grundvorstellungen innermathematisch nur beim Übergang zwischen 

verschiedenen mathematischen Teilgebieten (bspw. Geometrie und Algebra) benötigt werden, 

ist ebenfalls eine nicht notwendige Einschränkung. So können auch bei der Arbeit mit einer 

einzelnen Darstellung wie z. B. dem Graph einer Funktion mehrere Grundvorstellungen 

notwendig sein, um entsprechende Problemstellungen zu lösen (vgl. Meister & Upmeier zu 

Belzen, 2018; Vollrath, 1989). 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird das Ziel verfolgt, eine Intervention zu entwickeln, 

mit der Erstsemesterstudierende in der Grundlagenvorlesung Mathematik durch eine gezielte 

Anwendungsorientierung ein konzeptuelles Funktionenverständnis entwickeln. Dazu bedarf es 

klarer normativer Vorgaben, wie ein konzeptuelles Funktionenverständnis zu definieren und 

letztlich zu fördern ist. Grundvorstellungen betonen diesen normativen Aspekt im Gegensatz 

zu Concept Image und Concept Definition. Dementsprechend bilden Grundvorstellungen die 

Basis, um das konzeptuelle Funktionenverständnis aufzubauen. Darüber hinaus sind 

Grundvorstellungen unmittelbar mit Übersetzungsprozessen zwischen Mathematik und 

Realität, also zentralen Modellierungsaktivitäten, verbunden. Für das naturwissenschaftlich-

mathematische Modellieren (vgl. Abbildung 2.3), das 1) einen verständigen Umgang mit 

mathematischen Konzepten und 2) einen mehrfachen Wechsel zwischen 

naturwissenschaftlichem und mathematischem Wissen erfordert, bieten Grundvorstellungen 

einen vielversprechenden Ansatz zur Entwicklung grundlegender Modellierungskompetenzen 

in den Naturwissenschaften. 

2.2.2.2 Funktionales Denken 

Die Grundvorstellungen von Funktionen gehen auf die Arbeit von Vollrath (1989) zurück. Er 

bezeichnete die inzwischen vielfach rezipierten Grundvorstellungen (z. B. Büchter & Henn, 

2010; Göbel, 2021; Greefrath et al., 2016a; Klinger, 2018; Lichti, 2019; Rolfes, 2018; 

Ruchniewicz, 2022; Zindel, 2019) als Aspekte des funktionalen Denkens. Funktionales Denken 

ist nach Vollrath (1989, S. 6) eine Denkweise, die Ătypisch f¿r den Umgang mit Funktionenñ 

ist. Damit verbunden ist eine enge Anbindung an den Funktionsbegriff, der explizit auch 
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statische, mengentheoretische Sichtweisen zulässt (Vollrath, 1989, S. 7). Büchter (2011, S. 17) 

kritisiert diese Sichtweise, da aus seiner Sicht funktionales Denken Ăeine R¿ckbesinnung auf 

die dynamischen Aspekte und auf den Ursprung des Funktionsbegriffsñ erfordert. Durch eine 

solche Öffnung verliert der Begriff aus seiner Sicht Ăan Kontur und innerer Kohªrenzñ 

(Büchter, 2011, S. 16). Auf dieser Grundlage formuliert er eine eigene Definition, die eine 

dynamische Sichtweise in den Vordergrund stellt: 

ĂFunktionales Denken soll verstanden werden als Denken in funktionalen 

Zusammenhängen, bei dem das Änderungsverhalten der beteiligten Größen im Mittelpunkt 

steht.ñ (Büchter, 2011, S. 17) 

Rolfes (2018, S. 11) hält eine solche Einengung des funktionalen Denkens nicht für notwendig, 

da eine statische von einer dynamischen Funktionsperspektive kaum trennscharf unterschieden 

werden kann. Um die Veränderung der durch eine Funktion beschriebenen Größen quantitativ 

wahrnehmen zu können, müssen auch einzelne Wertepaare identifiziert werden können. Das 

Ablesen von Wertepaaren kann dagegen als statische Perspektive charakterisiert werden. So 

finden sich auch in anderen Arbeiten sowohl empirische (Lichti & Roth, 2019) als auch 

theoretische Argumente (Hoffkamp, 2012, S. 41 f.) dafür, dass die Grundvorstellungen nicht 

trennscharf zu unterscheiden sind. Aus diesem Grund orientiert sich die vorliegende Arbeit an 

der ursprünglichen Perspektive von Vollrath. 

Nach Vollrath (1989) betont die Grundvorstellung Zuordnung den Zusammenhang zwischen 

den beteiligten Größen durch die eindeutige Zuordnung einer Größe zu einer anderen Größe. 

Die zugeordnete Größe wird dabei als abhängig von der anderen unabhängigen Größe 

aufgefasst (Vollrath, 1989, S. 8). Eine weitere Grundvorstellung betont das Änderungsverhalten 

der beteiligten Größen und wird in Anlehnung an den Begriff covariation aus dem 

englischsprachigen Raum als Kovariation bezeichnet (Malle, 2000; u.a. Carlson et al., 2002; 

Confrey & Smith, 1994; Doorman et al., 2012; Thompson, 1994). Es wird betont, dass Ădurch 

Funktionen erfasst [wird], wie Änderungen einer Größe sich auf eine abhängige Größe 

auswirkenñ (Vollrath, 1989, S. 12). Dabei ist es hilfreich, die unabhängige Größe systematisch 

zu variieren, um die Änderung der abhängigen Größe zu analysieren. Als drittes hebt Vollrath 

(1989, S. 15) hervor, dass durch eine Funktion ein gegebener Zusammenhang als Ganzes 

betrachtet werden kann. Dies wird als Funktion als Ganzes bezeichnet (Roth & Lichti, 2021). 

Diese Grundvorstellung wird in der vorliegenden Arbeit in Anlehnung an andere Arbeiten als 

Objekt bezeichnet (u. a. Greefrath et al., 2016b, S. 49; Lichti, 2019, S. 13; vom Hofe et al., 

2023). Diese Sichtweise ermöglicht die Manipulation von Funktionen, indem bekannte 

(Addition, Subtraktion, Multiplikation) und neue Operationen (bspw. Verkettung von 

Funktionen) auf eine ganze Funktion angewendet werden (Greefrath et al., 2016b, S. 50), um 

eine neue Funktion zu erhalten. Außerdem können einer Funktion bestimmte Eigenschaften 

(bspw. Monotonie, Symmetrie, Nullstellen) zugeschrieben werden. Aus diesem Grund wird die 

Grundvorstellung Objekt in einen manipulierenden und reflektierenden Umgang unterteilt 

(vom Hofe, 2004; vom Hofe et al., 2023). Der manipulierende Umgang beschreibt die 

Manipulation, d. h. die Veränderung von Parametern und welche Auswirkungen diese z. B. auf 

den Graphen haben. Der reflektierende Umgang soll die Zusammenhänge zwischen 

verschiedenen Darstellungen und dem gegebenen funktionalen Zusammenhang betonen. 
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Leuders und Prediger (2005) sprechen stattdessen von Denken in Funktionen, das die 

Lernenden befªhigen soll, Ăin unterschiedlichen Situationen Zusammenhªnge funktional zu 

erfassenñ (Leuders & Prediger, 2005, S. 3). Dazu gehören ihrer Auffassung nach die oben 

genannten Aspekte und die Verwendung verschiedener Darstellungen einer Funktion. Bei der 

Verwendung unterschiedlicher Darstellungen ist es zudem wichtig, flexibel zwischen diesen 

wechseln zu können. Dieser Umgang mit verschiedenen Darstellungen ist für das funktionale 

Denken von besonderer Bedeutung. Nach Duval (2006) kann ein mathematisches Objekt nur 

über eine externe Darstellung zugänglich gemacht werden (häufig wird statt Darstellung 

synonym der Begriff Repräsentation verwendet). Dabei ist zwischen der externen Darstellung 

und dem eigentlichen mathematischen Objekt zu unterscheiden. Eine externe Darstellung 

enthält in der Regel einen Teil der Informationen des mathematischen Objekts, sodass diese 

nicht gleichgesetzt werden können. Darüber hinaus können verschiedene Darstellungen 

unterschiedliche Facetten des mathematischen Objekts hervorheben, je nachdem, welche 

Informationen durch die Darstellung leichter zugänglich sind (Niss, 2020). Das bedeutet, dass 

die Grundvorstellungen in verschiedenen Darstellungen unterschiedlich betont werden. Auf die 

verschiedenen Darstellungen wird in Kapitel 2.3 eingegangen. In Kapitel 2.4.2 wird die 

Verwendung dieser Darstellungen in Anwendungsbeispielen aus den Life Sciences 

verdeutlicht. 

Die moderne Definition des Funktionsbegriffs betont aus Sicht der Grundvorstellungen 

vorrangig die Zuordnung (Hoffkamp, 2011; Malle, 2000; Thompson, 1994). Dementsprechend 

wird beim Erlernen des funktionalen Denkens häufig auf die Zuordnung geachtet, während die 

für die Lernenden schwierigere Grundvorstellung Kovariation erst später und meist weniger 

ausführlich behandelt wird (Carlson et al., 2002; Malle, 2000). Insbesondere Malle (2000, S. 8) 

betont, dass Kovariation Ăf¿r das praktische Arbeiten mit Funktionen [é] jedoch 

unentbehrlichñ ist. Darüber hinaus sieht er einen Mehrwert im Einsatz des Rechners oder 

allgemein digitaler Tools, um die Grundvorstellung Kovariation bei den Lernenden zu fördern. 

Neuere empirische Studien legen zudem nahe, dass ein auf Kovariation abzielendes 

Lernmaterial den Lernerfolg beim Thema Funktionen positiv beeinflusst (Digel, 2023; Digel et 

al., 2023; Lichti & Roth, 2018). Saldahna und Thompson (1998) vertreten die Perspektive, dass 

sich eine Kovariationsvorstellung bei den Lernenden auf verschiedenen Stufen entwickeln 

kann. Carlson et al. (2002) haben daraufhin einen ersten theoretischen Rahmen mit fünf 

aufeinander aufbauenden Stufen des Covariational Reasoning entwickelt. Für sie besteht das 

Covariational Reasoning aus den kognitiven Aktivitäten, die bei der Koordinierung zweier sich 

ändernder Größen und deren wechselseitiger Beziehung benötigt werden (Ăcognitive activities 

involved in coordinating two varying quantities while attending to the ways in which they 

change in relation to each otherò (Carlson et al., 2002, S. 354)). Die beiden oberen Stufen 

adressierten zunächst den Umgang mit der mittleren sowie momentanen Änderungsrate. Das 

verdeutlicht einen eher quantitativen Fokus auf Kovariation. Etwas später stellten Thompson 

und Carlson (2017) eine überarbeitete Form des Covariational Reasoning mit angepassten 

Stufen vor. Die dort aufgeführten Stufen sind in Tabelle 2.1 zusammengefasst. Dabei wird auf 

der untersten Stufe No coordination noch nicht wahrgenommen, dass sich die beiden Größen 

miteinander ändern. Auf der zweiten Stufe Precoordination of values wird bereits erkannt, dass 
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sich die beiden Größen miteinander ändern. Diese Änderung wird jedoch nicht als simultan 

stattfindend, sondern als asynchron verstanden. Erst auf der dritten Stufe Gross coordination 

of values wird die Richtung der Änderung beider Größen als simultan wahrgenommen und 

somit Kovariation ausgedrückt. Typische Aussagen sind Ăje mehr é, desto éñ oder Ămit 

zunehmender é wird é grºÇer/kleinerñ. Auf der vierten Stufe Coordination of values werden 

verschiedene Wertepaare erfasst und diese zueinander in Beziehung gesetzt. Im Sinne der 

Grundvorstellungen wird dabei vor allem die Zuordnung thematisiert (vgl. Ruchniewicz, 2022, 

S. 77 f.). Ein Blick auf die ursprüngliche Version der Stufen des Covariational Reasoning 

unterstreicht, dass damit Quantitative Coordination gemeint ist (Carlson et al., 2002). Demnach 

wird die Veränderung beider Größen anhand zweier Wertepaare, die zueinander in Beziehung 

gesetzt werden müssen, quantitativ bestimmt. Die beiden oberen Stufen unterscheiden, ob 

Lernende die Kovariation der beteiligten Größen entweder als schrittweise (chunky) oder stetig 

(continuous) wahrnehmen (Castillo-Garsow, 2010). Bei einer schrittweisen Auffassung 

nehmen die Lernenden die Änderung der Größen in abgeschlossenen diskreten Schritten wahr, 

während in einer stetigen Auffassung von Kovariation eine dauerhafte Änderung der beiden 

Größen als kontinuierlich erkannt wird (Castillo-Garsow et al., 2013). Bei der Betrachtung 

eines Zeit-Weg Zusammenhangs umfasst eine schrittweise Sichtweise beispielsweise, dass 

nach einer Stunde 20 km zurückgelegt wurden. Den Lernenden ist zwar bewusst, dass die 

Strecke von 20 km in der Zwischenzeit zurückgelegt werden musste und man nicht plötzlich 

nach einer Stunde dort ist. Sie sind jedoch nicht in der Lage, sich konkrete Zwischenwerte 

innerhalb des Intervalls zwischen null und einer Stunde vorzustellen. Dies wird nur bei einer 

stetigen Sichtweise ermöglicht. Hier ist jeder Zwischenwert gedanklich abrufbar und man ist 

sich bewusst, dass sich beide Größen kontinuierlich verändern müssen (Castillo-Garsow, 2012). 

Tabelle 2.1 Stufen des Covariational Reasoning nach Thompson und Carlson (2017) 

Stufen Beschreibung 

Smooth continuous 

covariation 

Die simultane Veränderung wird als stetig wahrgenommen, sodass 

auch Zwischenwerte in einem Intervall berücksichtigt werden. 

Chunky continuous 

covariation 

Die simultane Veränderung der beiden Größen wird als 

stückweise bzw. diskret wahrgenommen.  

Coordination of 

values 

Es werden Paare von Wertepaaren gebildet und miteinander 

verglichen. 

Gross coordination of 

values 

Die Richtung der Veränderung beider Größen wird 

wahrgenommen. Es besteht eine grobe Kovariationsvorstellung. 

Precoordination of 

values 

Es besteht eine Vorstellung, dass sich zwei Größen miteinander 

verändern, welche allerdings nur asynchron wahrgenommen wird. 

No coordination Es besteht keine Vorstellung, dass die Größen sich gleichzeitig 

verändern. 

Anmerkung. Die Stufen des Covariational Reasoning sind hierarchisch angeordnet. In der untersten Zeile dieser 

Tabelle steht die niedrigste Stufe, während in jeder darüberliegenden Zeile die jeweils nächsthöhere Stufe 

dargestellt wird. Es wird angenommen, dass eine Person, die auf einer bestimmten Stufe des Covariational 

Reasoning agiert, auch die niedrigeren Stufen beherrscht. 

Im Rahmen des Covariational Reasoning werden die weiteren Grundvorstellungen Zuordnung 

und Objekt nicht spezifiziert. Dementsprechend können, wie oben bereits angedeutet, nicht alle 



Theoretischer Hintergrund  

 

 

25 

Stufen eindeutig mit Kovariation im Sinne Vollraths (1989) verstanden werden. Vielmehr wird 

deutlich, dass sich Kovariation nicht von Zuordnung trennen lässt und dass man insbesondere 

bei quantitativen Ansätzen zur Bestimmung absoluter Änderungen bzw. mittlerer oder 

momentaner Änderungsraten darauf angewiesen ist, einzelne Wertepaare zu bestimmen und 

mit diesen die Änderung beider Größen zu bestimmen. Dennoch ermöglicht dieser theoretische 

Rahmen eine sinnvolle Differenzierung der Kovariation, die auch in vielen Studien bei der 

Anwendung von Funktionen in den Naturwissenschaften genutzt wurde (z. B. Bagossi, 2023; 

Gantt et al., 2023; Panorkou & Germia, 2021; Rodriguez, Bain, et al., 2019).  

2.3 Darstellungen von Funktionen und Darstellungswechsel 

Funktionen als mathematisches Konzept sind nur über externe Darstellungen zugänglich 

(Duval, 2006). Dabei ist es wichtig, dass die Funktion selbst nicht mit der Darstellung 

gleichgesetzt wird, da eine bestimmte Darstellung unterschiedliche Eigenschaften einer 

Funktion hervorhebt (Niss, 2020). Klassische Darstellungen, die vielfach genannt werden, sind 

die verbale Beschreibung, der Graph, der Term und die Tabelle (Büchter & Henn, 2010; 

Greefrath et al., 2016b; Humenberger & Schuppar, 2019; Laakmann, 2011, 2013; Leuders & 

Prediger, 2005).  

2.3.1 Verbal beschreibende Darstellung  

In der Literatur wird die verbal beschreibende Darstellung häufig um eine situative Perspektive 

erweitert. Dabei wird meist nicht zwischen der Darstellung und der Situation differenziert 

(Klinger, 2018, S. 63; Nitsch, 2015, S. 97 f.; Rolfes, 2018, S. 16). So schreibt Nitsch (2015, S. 

97 f.) von einer Ăsituativen Beschreibungñ, um die verbale Darstellung zu erfassen, während 

Klinger (2018, S. 63) festhält, dass die Situation bzw. der funktionale Zusammenhang meist 

verbal ausgedrückt wird. Die Gleichsetzung von situativer Beschreibung mit der gesamten 

verbalen Darstellungsform birgt jedoch das Problem, dass eine Differenzierung zwischen dem 

funktionalen Zusammenhang und einer Beschreibung, die nicht auf den funktionalen 

Zusammenhang eingeht, nicht mehr möglich ist. So werden von Greefrath et al. (2016b, S. 55 

f.) zwei Beispiele einer verbal beschreibenden Darstellung von Funktionen gegeben. Im ersten 

Beispiel wird ein Zusammenhang zwischen dem Bakterienwachstum und der Zeit beschrieben. 

Im zweiten Beispiel wird ein Graph vorgegeben und es wird aufgefordert, diesen zu beschreiben 

und sich ein Phänomen auszudenken, das durch diesen Graphen beschrieben werden kann. Im 

zweiten Beispiel ist es auch möglich, den Graphen rein mathematisch ohne Bezug zu einem 

funktionalen Zusammenhang zu beschreiben, sodass eine Trennung zwischen situativer 

Beschreibung und nicht-situativer Beschreibung grundsätzlich sinnvoll ist. Zindel (2019) 

schränkt den Begriff der verbal beschreibenden Darstellung ein, indem sie fordert, dass eine 

verbale Beschreibung Ăein explizites Sprachmittel zur Beschreibung des gerichteten 

funktionalen Zusammenhangs enthªltñ (S. 13). Damit werden verbale Beschreibungen anderer 

Darstellungen ohne Berücksichtigung des funktionalen Zusammenhangs und allgemeine 

Beschreibungen der Situation bei dieser Klassifikation ausgeschlossen. Da in der vorliegenden 

Arbeit die Unterscheidung zwischen Mathematik und Realsituation bzw. dem 

naturwissenschaftlichen Phänomen zwingend erforderlich ist, ist eine solche Einschränkung der 

verbal beschreibenden Darstellung nicht zielführend. Vielmehr soll zwischen einer 
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Beschreibung, die sich auf weitere mathematische Darstellungen bezieht, und einer 

Beschreibung, die sich auf das Phänomen bezieht, unterschieden werden. Bossé et al. (2011) 

unterscheiden zwischen einer verbalen Situation (verbal situation) und einer verbalen 

Beschreibung (verbal description). Eine verbale Situation umfasst Beschreibungen wie Ădie 

Bakterien verdoppeln sich innerhalb von zwei Stundenñ. Eine verbale Beschreibung ist dagegen 

die Verbalisierung einer anderen mathematischen Darstellung, wie z. B. Ăder Graph wird mit 

zunehmenden x-Werten immer steilerñ. Mit dieser Unterscheidung wird die verbal 

beschreibende Darstellung in situativ und rein mathematisch unterteilt. Nach den Ausführungen 

von Klinger (2018, S. 63 f.) bleibt die verbal beschreibende Darstellung die Darstellung, in der 

der funktionale Zusammenhang am häufigsten zum Ausdruck kommt, sodass eine 

Unterscheidung zwischen verbaler Situation und verbaler Beschreibung als ausreichend 

angesehen werden kann. Damit wird jedoch die Möglichkeit vernachlässigt, dass jede andere 

Darstellung ebenfalls situationsspezifische Merkmale enthält, die im Umgang mit der 

jeweiligen Darstellung ausgedrückt werden können. Beispielsweise hat ein Graph, der einen 

funktionalen Zusammenhang beschreibt, in der Regel beschriftete Achsen und häufig eine 

Überschrift, die das Phänomen charakterisiert (Schwister & Leven, 2020, S. 35). Ebenso haben 

verschiedene Bestandteile eines Terms eine situationsspezifische Bedeutung. So ist 

beispielsweise die mittlere Änderungsrate einer allgemeinen linearen Funktion die 

Reaktionsgeschwindigkeit bei der Modellierung der zeitabhängigen Konzentration während 

einer chemischen Reaktion. Außerdem werden bei der Angabe einer Reaktionsgeschwindigkeit 

die entsprechenden Einheiten angegeben. Darauf aufbauend wird der Argumentation von 

Ruchniewicz (2022, S. 90 f.) gefolgt, dass die Unterscheidung zwischen Situation und 

Mathematik nicht nur auf die verbale Darstellung eingeschränkt werden sollte. So hat Janvier 

(1978) schon früh darauf hingewiesen, dass eine verbale Beschreibung nicht die einzige 

Möglichkeit ist, eine Situation zu charakterisieren. Vielmehr können Eigenschaften des 

Phänomens auch in jeder anderen Darstellung zum Ausdruck gebracht werden. 

2.3.2 Tabelle ï numerische Darstellung 

Tabellen werden in den Naturwissenschaften häufig erstellt, wenn im Labor ein Phänomen 

beobachtet und Größen gemessen werden (Adlung et al., 2014, S. 20; Kleinert et al., 2020). Die 

Messwerte werden in einer Tabelle notiert und später in der Auswertung verwendet. Mit einer 

Tabelle können vor allem die Grundvorstellungen Zuordnung und Kovariation adressiert 

werden. Die Zuordnung wird durch das paarweise Eintragen der Messwerte, z. B. Zeit und 

Konzentration, deutlich (Büchter & Henn, 2010, S. 35), während die Kovariation erst erkennbar 

wird, wenn mehrere Werte der beiden Größen zueinander in Beziehung gesetzt werden 

(Greefrath et al., 2016b, S. 54 f.). Dies bedeutet, dass beim Experimentieren im Labor, wie oben 

beschrieben, zunächst die Grundvorstellung Zuordnung angesprochen ist. Erst bei der Ansicht 

der vollständigen Tabelle mit allen notierten Messwerten wird Kovariation benötigt. Dazu 

müssen jeweils zwei Wertepaare zueinander in Beziehung gesetzt werden und die Änderung 

der beiden Größen analysiert werden. Werden die abhängige und unabhängige Größe in zwei 

Zeilen untereinander notiert, so ist für Zuordnung das Lesen einer Spalte in vertikaler Richtung 

erforderlich, während für Kovariation beide Zeilen der Tabelle horizontal gelesen werden 

müssen. 
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2.3.3 Graph ï grafische Darstellung 

Zur Beschreibung vieler naturwissenschaftlicher Phänomene wird der funktionale 

Zusammenhang mithilfe eines Graphen dargestellt (u. a. Gilbert & Treagust, 2009; Meister & 

Upmeier zu Belzen, 2018; Stöger & Nerdel, 2024; Treagust et al., 2017; Treagust & Tsui, 

2013). Ein großer Vorteil dieser Darstellung ist, dass viele Informationen in einer 

komprimierten Form dargestellt werden können (Lachmayer, 2008; Potgieter et al., 2008; 

Rodriguez, Bain, et al., 2019). Dies erschwert jedoch den Umgang mit der Darstellung Graph, 

sodass man erst lernen muss, wie man die einzelnen Informationen in einem Graphen erkennen 

kann (Rodriguez, Hux, et al., 2019). Bei naturwissenschaftlichen Phänomenen ist es zunächst 

wichtig, die Beschriftung der Achsen wahrzunehmen (Lachmayer et al., 2007), um 

Rückschlüsse auf das modellierte Phänomen ziehen zu können. Man erkennt, welche beiden 

Größen einander zugeordnet sind. Die Grundvorstellung Zuordnung wird adressiert, wenn 

konkrete Punkte, also Wertepaare aus unabhängiger und abhängiger Größe, aus dem Graphen 

abgelesen werden (Greefrath et al., 2016b, S. 53). Dazu muss man vom Wert der unabhängigen 

Größe auf der horizontalen Achse vertikal nach oben oder unten gehen, bis man den 

Schnittpunkt mit dem Graphen erreicht. Geht man von diesem Schnittpunkt nun wieder 

horizontal bis zur vertikalen Achse, kann man den Wert der abhängigen Größe ablesen. 

Umgekehrt kann man auch einen Wert der abhängigen Größe auf der vertikalen Achse nehmen 

und horizontal die Schnittpunkte mit dem Graphen identifizieren. Dabei können jedoch mehrere 

Schnittpunkte auftreten. Geht man von diesen Schnittpunkten vertikal nach oben bzw. unten, 

bis man die horizontale Achse erreicht, erhält man den Wert der unabhängigen Größe. Die 

Grundvorstellung Kovariation wird thematisiert, wenn man die Veränderung zwischen zwei 

Punkten, d. h. in einem bestimmten Intervall, betrachtet (Greefrath et al., 2016b, S. 53). Hier 

kann beispielsweise erfasst werden, dass der Graph mit zunehmendem Wert der unabhängigen 

Größe steigt oder fällt und damit die abhängige Größe zunimmt oder abnimmt. Darüber hinaus 

kann der gesamte Graph betrachtet werden, was die Grundvorstellung Objekt anspricht 

(Greefrath et al., 2016b, S. 54). Hier können konkrete Eigenschaften wie Monotonie, 

Krümmungsverhalten, ggf. Symmetrie oder auch ein Funktionstyp grafisch erkannt oder 

Manipulationen der Funktion am Graphen durchgeführt werden. Teilweise wird kritisch 

angemerkt, dass mit einem Graphen nur ein ausgewählter Abschnitt einer Funktion dargestellt 

werden kann, weshalb die Funktion als Ganzes und damit die Grundvorstellung Objekt mit 

einem Graphen nur eingeschränkt erfasst werden kann (Klinger, 2018, S. 64 f.; Nitsch, 2015, 

S. 99 f.). Die oben genannten Eigenschaften können jedoch in einem solchen Abschnitt erfasst 

werden (Greefrath et al., 2016a, S. 54; Lichti, 2019, S. 13 ff.) und in naturwissenschaftlichen 

Anwendungen wird häufig nur ein eingeschränkter Beobachtungszeitraum betrachtet 

(Schwister & Leven, 2020, S. 35 f.). Somit kann durch einen Abschnitt bereits ein gesamter 

funktionaler Zusammenhang dargestellt werden. Zusätzlich zeigen die oben aufgeführten 

Eigenschaften einer Funktion, dass die Grundvorstellungen Kovariation und Objekt nicht 

trennscharf sind (Hoffkamp, 2012, S. 9 f.). Eigenschaften bezüglich des Monotonie- oder 

Krümmungsverhaltens können zunächst lokal in kleinen Intervallen erkannt werden und damit 

die Kovariation ansprechen. Blickt man jedoch auf den gesamten Graphen und vergleicht die 

Änderung der beiden Größen in mehreren aufeinanderfolgenden Intervallen wird dadurch der 

gesamte Graph beschrieben und dementsprechend die Funktion als Objekt wahrgenommen. In 
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ähnlicher Weise beinhaltet die Bestimmung eines Funktionstyps in der Regel, dass das 

charakteristische Änderungsverhalten in mehreren Intervallen identifiziert wird und schließlich 

der gesamten Funktion zugeschrieben wird. So wird eine lineare Funktion durch eine 

gleichmäßige additive Änderung beider Größen charakterisiert (Humenberger & Schuppar, 

2019, S. 39 ff.), während bei Exponentialfunktion gleiche additive Zuwächse der unabhängigen 

Größe zu einer gleich großen multiplikativen Änderung der abhängigen Größe führen 

(Humenberger & Schuppar, 2019, S. 75 ff.). Während Humenberger und Schuppar (2019, S. 

23) die Eigenschaften, die implizit Kovariation beinhalten (Monotonie und 

Krümmungsverhalten), der Grundvorstellung Kovariation zuordnen, äußert Hoffkamp (2012, 

S. 9 f.) zumindest Zweifel daran. So wird mit Aussagen zum Monotonieverhalten, dass eine 

Funktion dauerhaft gleichmäßig abnimmt oder die Änderung mit zunehmendem x-Wert immer 

kleiner wird, der gesamte Graph beschrieben. Dies spricht dafür, solche Erkenntnisse als Teil 

der Grundvorstellung Objekt zu erfassen, obwohl für diese Aussagen die Änderung der 

beteiligten Größen, also eine Form der Kovariation, vorausgesetzt werden muss. Da die 

Grundvorstellungen nicht dem Anspruch einer trennscharfen Unterscheidung genügen müssen 

(Hoffkamp, 2012, S. 9; Lichti & Roth, 2019), sondern vielmehr aufeinander aufbauen, werden 

globale Eigenschaften des Änderungsverhaltens als Teil der Grundvorstellung Objekt 

angesehen. Sofern sich diese Eigenschaften nicht explizit auf ein Intervall beziehen, wird damit 

der gesamten Funktion eine Eigenschaft zugeschrieben, sodass die Grundvorstellung Objekt 

damit angesprochen wird.  

Die Bedeutung der Darstellung Graph in den Naturwissenschaften wird auch von den 

angrenzenden Fachdidaktiken hervorgehoben. So stellen Meister und Upmeier zu Belzen 

(2018) in ihrem naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierungszyklus (vgl. Abbildung 

2.3) den Umgang mit Graphen in den Vordergrund. Die Verwendung der Begriffe 

Liniendiagramm oder Diagramm verdeutlicht, dass die Bezeichnungen in den 

Naturwissenschaften anders sind, sodass der Funktionsbegriff und die Darstellung Graph in den 

Naturwissenschaften möglicherweise gar nicht mit den naturwissenschaftlichen Diagrammen 

in Verbindung gebracht wird. 

Im Umgang mit Graphen hat Lachmayer (2008) in ihrer Dissertation die Diagrammkompetenz 

in Anlehnung an bereits bestehende Klassifizierungen in die drei Teilkompetenzen 

Informationsentnahme, Konstruktion und Integration unterteilt (vgl. Lachmayer et al., 2007). 

Die Informationsentnahme wird weiter in die Bereiche Identifizierung und Ablesen 

differenziert. Die Identifizierung umfasst alle Fähigkeiten, die sich mit dem grundlegenden 

Rahmen befassen. So soll die Beziehung zwischen den beiden Größen mithilfe der Achsen oder 

des Definitionsbereiches erkannt werden können. Beim Ablesen werden drei verschiedene 

Ordnungen unterschieden. Beim Ablesen erster Ordnung sollen einzelne Wertepaare abgelesen 

werden können. Beim Ablesen zweiter Ordnung werden Wertepaare verglichen, um einen 

Trend erkennen zu können. Das Ablesen dritter Ordnung erfordert den Vergleich mehrerer oder 

aller Werten, sodass ein allgemeiner Trend des gesamten Graphen erkannt werden kann. Die 

Ordnungen des Ablesens lassen sich problemlos den Grundvorstellungen Zuordnung, 

Kovariation und Objekt zuordnen. Das Ablesen erster Ordnung beschreibt eine Tätigkeit, die 

die Grundvorstellung Zuordnung adressiert, das Ablesen zweiter Ordnung beschreibt eine 
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Tätigkeit, die Kovariation adressiert und das Ablesen dritter Ordnung beschreibt Tätigkeiten, 

die die Grundvorstellung Objekt adressieren. Die Teilkompetenz Konstruktion umfasst alle 

Fähigkeiten, die für die eigenständige Erstellung eines Graphen notwendig sind. In Anlehnung 

an die Klassifizierung der Informationsentnahme werden hier auch Fähigkeiten thematisiert, 

die den äußeren Rahmen eines Graphen betreffen, d. h. die Beschriftung der Achsen, die 

Skalierung oder das Zeichnen einer Legende, sowie Handlungen, die den verschiedenen 

Ordnungen des Ablesens entsprechen. So können z. B. einzelne Punkte eingezeichnet werden 

(erste Ordnung), Punktepaare miteinander verbunden werden (zweite Ordnung) oder anhand 

qualitativer Aussagen vollständige Trendlinien skizziert werden (dritte Ordnung). Die 

Teilkompetenz Integration umfasst alle Fähigkeiten, bei denen sowohl eine 

Informationsentnahme und eine Konstruktion erforderlich ist. 

2.3.4 Term ï symbolische Darstellung 

In naturwissenschaftlichen Lehrbüchern wird die Darstellung Term häufig verwendet. So 

werden viele Phänomene durch ihr Änderungsverhalten charakterisiert, um daraus eine 

Differentialgleichung abzuleiten (u. a. Elstner, 2017; Lauth, 2022; Schwister & Leven, 2020). 

Mit dieser Charakterisierung kann in vielen komplexen Anwendungen ein Term zur 

Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs analytisch hergeleitet werden. Darüber hinaus 

sollten Lernende in der Lage sein, die inhaltliche Bedeutung einzelner Parameter zu kennen 

(Bain & Towns, 2016; N. Becker & Towns, 2012). Nur so können sie reflektieren, wie 

Parameter durch Umwelteinflüsse verändert werden können und welche Konsequenz die 

Veränderung der Parameter für das beschriebene Phänomen hat. Durch einen Term wird zudem 

der Funktionstyp direkt ersichtlich, sodass die Grundvorstellung Objekt innerhalb der 

Darstellung Term eine entscheidende Rolle hat (Nitsch, 2015, S. 98). Daraus leiten sich weitere 

Eigenschaften ab, die auf das Phänomen übertragen werden können und je nach 

Problemstellung die Perspektive der Kovariation erfordern. Einzelne Wertepaare können durch 

Einsetzen eines Werts der unabhängigen Größe berechnet werden, wodurch auch Zuordnung 

im Umgang mit einem Term adressiert werden kann (Nitsch, 2015, S. 98).  

2.3.5 Darstellungswechsel in den Naturwissenschaften 

Da die verschiedenen Darstellungen ihre eigenen Vor- und Nachteile haben, ist es wichtig, 

zwischen ihnen wechseln zu können. Neben dem Wechsel zwischen den innermathematischen 

Darstellungen Tabelle, Graph und Term ist beim naturwissenschaftlich-mathematischen 

Modellieren (vgl. Abbildung 2.3) auch der Bezug zur Realität bzw. dem untersuchten 

Phänomen notwendig. Häufig geschieht dies bei der Informationsentnahme in der verbal 

beschreibenden Darstellung. In der Konstruktion wird jedoch auch ersichtlich, ob durch die 

entsprechende Beschriftung und Skalierung der Achsen ein Bezug zum Phänomen, dem 

funktionalen Zusammenhang hergestellt wird. Aus der Perspektive des funktionalen Denkens 

ist die Verwendung und der flexible Wechsel zwischen den unterschiedlichen Darstellungen 

von großer Bedeutung für ein umfassendes konzeptuelles Funktionenverständnis (Barzel et al., 

2005; Hußmann & Laakmann, 2011). Eine Übersicht über die verschiedenen Aktivitäten beim 

Darstellungswechsel zwischen unterschiedlichen Darstellungen oder innerhalb einer 

Darstellung für den Fall einer linearen Funktion findet sich bei Hußmann und Laakmann 
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(2011). Damit wird verdeutlicht, dass je nach Funktionstyp oder in den Naturwissenschaften je 

nach Phänomen spezifische Tätigkeiten erforderlich sind. In den Naturwissenschaften ist es ein 

zentraler Prozess, Experimente im Labor durchzuführen und mit den dort gemessenen Größen 

weiterzuarbeiten (Adlung et al., 2014, S. 20; Kleinert et al., 2020). Hier rücken bestimmte 

Darstellungswechsel stärker in den Vordergrund. Der erste Schritt während eines Experiments 

ist in der Regel das Notieren der Messwerte in einer Tabelle. Hier wird gerne auf 

Tabellenkalkulationsprogramme wie Excel zurückgegriffen. Anschließend können die 

Messwerte mithilfe eines Graphen visualisiert werden, sodass ein Darstellungswechsel von der 

Tabelle zum Graphen stattfindet (Kleinert et al., 2020). Das entspricht der 

Diagrammkompetenz Konstruktion der ersten Ordnung, also dem Einzeichnen einzelner 

Messpunkte. Diese Tätigkeit kann mit einem Tabellenkalkulationsprogramm auf einfache 

Weise automatisiert und damit ausgelagert werden. Dennoch müssen auch hier grundlegende 

Eigenschaften über den funktionalen Zusammenhang berücksichtigt werden, da die Belegung, 

Skalierung und Beschriftung der Achsen festgelegt werden müssen. Durch die Visualisierung 

der Messpunkte kann die Änderung der beiden Größen zunächst lokal und dann global besser 

betrachtet werden. Häufig ist es das Ziel, einen allgemeingültigen Term zur Beschreibung des 

Phänomens zu identifizieren, sodass statt einer diskreten Beschreibung des funktionalen 

Zusammenhangs durch die Messpunkte eine kontinuierliche Beschreibung möglich wird 

(Kleinert et al., 2020). Hier kann die Analyse des Graphen Aufschluss darüber geben, welche 

Funktionstypen geeignet erscheinen. Es sollte jedoch immer inhaltlich begründet werden 

können, ob ein gewähltes mathematisches Modell geeignet ist (Imboden & Pfenninger, 2013; 

Murray, 2002). Durch die Wahl eines Funktionstyps können die notwendigen Parameter 

entweder mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms durch Schätzverfahren bestimmt 

werden oder es gibt experimentelle Methoden, mit denen die notwendigen Parameter bestimmt 

werden können (vgl. Kapitel 2.4.2.1 zur Bestimmung der Geschwindigkeitskonstante als ein 

mögliches Beispiel aus den Life Sciences). Die beiden skizzierten Möglichkeiten zur 

Bestimmung der Parameter stellen einen Darstellungswechsel vom Term zum Graphen dar. 

Darüber hinaus kann anhand einer verbal beschreibenden Darstellung wie Ădie Zellen nehmen 

mit der Zeit zuñ oder genauer Ădie Anzahl der Zellen verdoppelt sich alle 20 Minutenñ eine 

qualitative Skizze eines Graphen erstellt werden bzw. aus der zweiten Aussage ein Term einer 

entsprechenden Exponentialfunktion hergeleitet werden, sodass auch die Darstellungswechsel 

von verbal beschreibend zum Graphen bzw. zum Term für das Arbeiten mit 

naturwissenschaftlichen Modellen notwendig sind. In beiden verbalen Aussagen wurde jeweils 

das Phänomen des zeitabhängigen Zellwachstums berücksichtigt, sodass eine verbal 

beschreibende Darstellung mit Bezug zur Situation vorliegt. Darüber hinaus sollen die 

Lernenden durch die Angabe eines Terms in der Lage sein, den qualitativen Verlauf des 

Graphen zu skizzieren bzw. die Veränderung der beteiligten Größen qualitativ zu verbalisieren, 

was den Darstellungswechseln Term zu Graph bzw. Term zu verbal beschreibend entspricht.  

Abbildung 2.4 zeigt alle beschriebenen Darstellungen und die Darstellungswechsel zwischen 

ihnen. Die Situation bzw. das modellierte Phänomen einer Situation ist im Hintergrund 

dargestellt, um zu verdeutlichen, dass zwischen der Situation und den mathematischen 

Darstellungen differenziert werden kann. Darüber hinaus soll jedoch verdeutlicht werden, dass 
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das Phänomen in der naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierung in jeder 

mathematischen Darstellung enthalten ist, z. B. durch die Angabe von physikalischen Einheiten 

der Größen oder einer situationsspezifischen Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs. 

Darüber hinaus lässt diese Darstellung die Interpretation zu, dass ein naturwissenschaftliches 

Phänomen als funktionaler Zusammenhang immer eine Funktion induziert, die in den 

verschiedenen Darstellungen dargestellt werden kann. 

Abbildung 2.4 Darstellungen und Darstellungswechsel im Umgang mit Funktionen 

 
Anmerkung. Die beidseitigen Pfeile zwischen den Darstellungen veranschaulichen die Darstellungswechsel. 

2.4 Funktionale Zusammenhänge in den MINT -Fächern 

In diesem Kapitel werden zunächst die bereits mehrfach verwendeten Begriffe Funktion und 

funktionaler Zusammenhang voneinander abgegrenzt. Anschließend werden zwei 

Anwendungskontexte aus den Life Sciences vorgestellt. Innerhalb dieser Anwendungskontexte 

werden mehrere funktionale Zusammenhänge hinsichtlich der notwendigen 

Grundvorstellungen, des Umgangs mit verschiedenen Darstellungen und des Wechsels 

zwischen den Darstellungen beurteilt. Abschließend werden bekannte Schwierigkeiten von 

Studierenden im Umgang mit Funktionen in naturwissenschaftlichen Anwendungen 

vorgestellt.  

2.4.1 Begriffsabgrenzung Funktion und funktionaler Zusammenhang 

In der mathematikdidaktischen Literatur zu Funktionen findet sich keine einheitliche 

Verwendung der Begriffe Funktion und funktionaler Zusammenhang. Zindel (2019, S. 9 f.) 

verwendet zusätzlich den Begriff der funktionalen Abhängigkeit, um die Beziehung zwischen 

Funktion und funktionaler Zusammenhang zu beschreiben. 

Büchter und Henn (2010, S. 20) unterscheiden zwischen einer Funktion als abstraktem 

mathematischem Objekt und einem funktionalen Zusammenhang, der einer Situation zugrunde 

liegt. Dabei sind funktionale Zusammenhänge ĂBeziehungen zwischen Größen, Merkmalen 

etc., die sich angemessen durch eine Funktion beschreiben lassenñ. Wichtig ist, dass eine 

Situation prinzipiell mehrere Phänomene beinhalten kann, die nach dieser Auffassung als 

funktionaler Zusammenhang bezeichnet werden. Rolfes (2018) hat diese Unterscheidung in 
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seiner Dissertation nicht übernommen. Entscheidend dafür war die Auffassung von Ăfunktional 

als durch Funktionen beschreibbarñ (Rolfes, 2018, S. 8). Dadurch wird der Zusammenhang 

zwischen einer Variablen x und f(x) durch eine beliebige, kontextfreie Funktionsgleichung wie 

Ὢὼ ÓÉÎ ὼ zum funktionalen Zusammenhang. Somit können sowohl abstrakt 

mathematische als auch situative Zusammenhänge mit dem Begriff des funktionalen 

Zusammenhangs erfasst werden. Zindel (2019, S. 9 f.) hat hingegen die Sichtweise von Büchter 

und Henn (2010) aufgegriffen und in ihrem Modell durch den Begriff der funktionalen 

Abhängigkeit ergänzt. Der Begriff Funktion beschreibt bei Zindel (2019, S. 9 f.) das abstrakte 

mathematische Objekt, während ein funktionaler Zusammenhang ein weltliches Phänomen 

zwischen mindestens zwei beteiligten Größen beschreibt. Die Sichtweise, dass ein funktionaler 

Zusammenhang durch eine Funktion angemessen beschrieben werden kann, wird mit dem 

Begriff der funktionalen Abhängigkeit erfasst. Dieser stellt in ihrer Arbeit das kognitive 

Bindeglied zwischen Funktion und funktionaler Zusammenhang her. Erst dadurch wird eine 

Richtung der Abhängigkeit im funktionalen Zusammenhang gesehen, die für die 

Mathematisierung des funktionalen Zusammenhangs durch eine Funktion notwendig ist. 

Umgekehrt muss diese Abhängigkeit in einer bereits mathematisierten Funktion gesehen 

werden, um Aussagen über das Phänomen, also den funktionalen Zusammenhang, treffen zu 

können. 

In der vorliegenden Arbeit soll der Umgang mit Funktionen in Anwendungskontexten der Life 

Sciences betrachtet werden. Dabei ist entscheidend, ob die Lernenden in einer Funktion bzw. 

der Darstellung einer mathematischen Funktion den naturwissenschaftlichen Zusammenhang 

zwischen den beteiligten Größen erkennen und berücksichtigen. Dementsprechend ist eine 

Unterscheidung zwischen Funktion und funktionaler Zusammenhang in Anlehnung an Büchter 

und Henn (2010, S. 20) sowie Zindel (2019, S. 9 f.) für diese Zwecke zielführend. So ermöglicht 

die Unterscheidung zwischen der Funktion als abstraktem mathematischem Konzept und dem 

funktionalen Zusammenhang als Phänomen einer Situation, das durch eine Funktion 

beschrieben werden kann, eine Differenzierung zwischen einer rein mathematischen Sichtweise 

auf Funktionen als auch eine Sichtweise, die den Bezug des modellierten Phänomens zur 

Mathematik erlaubt. Wie im Eingangsbeispiel (vgl. Kapitel 2.1) kann das Phänomen der 

Medikamentenkonzentration im Körper eines Patienten während einer Infusion durch eine 

Funktion beschrieben werden. Eine rein mathematische Beschreibung könnte den allgemeinen 

Trend eines Graphen mit einer Aussage wie ñder Graph ist zunächst monoton steigend und nach 

Erreichen des Hochpunkts monoton fallendò erfassen. Dar¿ber hinaus kºnnen allerdings auch 

die beteiligten Größen Zeit und Medikamentenkonzentration mit einer Aussage wie ñdie 

Medikamentenkonzentration steigt in den ersten 2 Stunden schnell an und fällt dann wieder abò 

erfasst werden. Hier wird nur der funktionale Zusammenhang explizit beschrieben. Eine 

Verknüpfung von Funktion und funktionalem Zusammenhang kann in diesem Beispiel z. B. 

durch eine Aussage wie ñbis zum Hochpunkt ist der Graph monoton steigend, was bedeutet, 

dass die Medikamentenkonzentration in den ersten zwei Stunden schnell grºÇer wirdñ erfolgen.  

Im Folgenden wird der Begriff Funktion für das abstrakt mathematische Konzept verwendet, 

während der Begriff des funktionalen Zusammenhangs das reale Phänomen aufgreift, das sich 

angemessen durch eine Funktion beschreiben lässt. Im folgenden Teilkapitel werden zwei 
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Anwendungskontexte aus den Life Sciences vorgestellt. Beide enthalten mehrere funktionale 

Zusammenhänge. Anhand dieser funktionalen Zusammenhänge wird aufgezeigt, wie 

Funktionen in den Life Sciences zur Beschreibung funktionaler Zusammenhänge genutzt 

werden.  

2.4.2 Funktionale Zusammenhänge in den Life Sciences 

In Kapitel 2.1 wurde bereits angedeutet, dass unsere Welt voller Phänomene ist, die durch 

Funktionen modelliert werden können (Büchter & Henn, 2010). Eine Auflistung dieser 

funktionalen Zusammenhänge ist nicht zielführend und würde nicht aufzeigen, in welcher Form 

Funktionen in einzelnen MINT-Fächern zur Erfassung funktionaler Zusammenhänge eingesetzt 

werden. Stattdessen werden im Folgenden zwei ausgewählte Beispiele aus dem Bereich der 

Life Sciences vorgestellt. Beide Beispiele haben eine hohe Relevanz für die in der vorliegenden 

Arbeit relevante Zielgruppe. Darüber hinaus verdeutlichen die Beispiele, welche allgemeinen 

Überlegungen bei der Verwendung mathematischer Modelle zur Beschreibung 

naturwissenschaftlicher Phänomene benötigt werden. 

Das erste Beispiel, die Modellierung chemischer Reaktionen, wird ausführlicher beschrieben, 

da hier verschiedene Phänomene mit unterschiedlichen Komplexitätsstufen modelliert werden 

können. Diese Phänomene werden mit zunehmender Komplexität vorgestellt. Das zweite 

Beispiel, die Modellierung von Pandemien mit dem SIR-Modell, weist eine ähnliche 

Komplexität auf, wie das letzte Phänomen der Modellierung chemischer Reaktionen, sodass es 

nahtlos daran anknüpft. Schematisch charakterisieren Imboden und Pfenninger (2013) die 

Komplexitätsstufen dieser Modelle folgendermaßen: 

1) Statische Modelle 

2) Lineare Modelle mit einer Variable 

3) Lineare Modelle mit mehreren Variablen 

4) Nichtlineare Modelle 

In einem statischen Modell ist die Änderung eines Bestands konstant, während in linearen 

Modellen die Änderung des Bestands proportional zum momentanen Bestand einer Größe ist. 

Durch Hinzunahme mehrerer Variablen können verschiedene Größen beidseitig ineinander 

übergehen. Bei nichtlinearen Modellen kann die Änderung von mehreren Faktoren abhängen, 

die miteinander interagieren. Alle vier Komplexitätsstufen werden bei der Modellierung am 

Beispiel der chemischen Reaktion aus der Reaktionskinetik thematisiert. Im zweiten Beispiel, 

der Modellierung von Pandemien mit dem SIR-Modell, wird ein nichtlineares Modell, d. h. ein 

Modell auf der vierten Komplexitätsstufe, analysiert. 

2.4.2.1 Beispiel Reaktionskinetik ï Chemische Reaktionen 

In der Reaktionskinetik werden im Allgemeinen chemische Reaktionen analysiert. Häufig wird 

die Entwicklung einer Konzentration in Abhängigkeit von der Zeit betrachtet. Hamann (2017, 

S. 101) versteht unter Elementarreaktionen solche, bei denen nur die Reaktion vom Edukt zum 

Produkt betrachtet wird, sodass eine Rück- oder Folgereaktion zunächst vernachlässigt wird. 

Dennoch sind Elementarreaktionen von entscheidender Bedeutung, da sich viele komplexere 
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Reaktionen aus mehreren Elementarreaktionen zusammensetzen (Elstner, 2017, S. 291; Lauth, 

2022, S. 151). Von wesentlichem Interesse ist die Reaktionsgeschwindigkeit, welche manchmal 

auch nur als Rate bezeichnet wird (vgl. Elstner, 2017, S. 288). Die Reaktionsgeschwindigkeit 

gibt an, wie schnell ein Stoff in einen anderen Stoff umgesetzt wird. Zur Vereinfachung sei 

ὃᴼὄ eine Reaktion, bei der ein Edukt ὃ in ein Produkt ὄ umgesetzt wird. Die Konzentration 

von ὃ wird durch ὧ abgekürzt und in Abhängigkeit von der Zeit t gemessen. Es besteht also 

ein funktionaler Zusammenhang zwischen der vergangenen Zeit ὸ und der Konzentration ὧ. 

Formal ist die Reaktionsgeschwindigkeit dann das Verhältnis der Änderung der Konzentration 

und der Änderung der Zeit (Elstner, 2017, S. 288; Lechner, 2018, S. 14). Im Grenzfall ist dies 

die Ableitung der Funktion ὧ ὸ, was in Intervallen mit einer kleinen Zeitspanne ɝὸ 

näherungsweise der durchschnittlichen Änderungsrate entspricht (vgl. Gleichung (2)) 

 ὶ . (2) 

Zusätzlich kann die Reaktionsgeschwindigkeit ὶ mithilfe der sogenannten Reaktionsordnung 

bestimmt werden. Die Reaktionsordnung gibt an, wie die Reaktionsgeschwindigkeit von der 

Konzentration der beteiligten Edukte abhängt. Formal ausgedrückt bedeutet dies: 

 ὶ Ὧẗὧ. (3) 

In diesem Fall ist ‌ die Reaktionsordnung bezüglich des Reaktanden ὃ und Ὧ die 

Geschwindigkeitskonstante der Reaktion. Sind neben ὃ noch weitere Edukte an der Reaktion 

beteiligt, so werden weitere Faktoren mit eigenen Exponenten hinzugefügt. Die 

Gesamtordnung der Reaktion ist dann die Summe aller Exponenten (Elstner, 2017, S. 290; 

Schwister & Leven, 2020, S. 104). Zur Vereinfachung werden stochastische Prozesse, 

beispielsweise durch die zufällige Bewegung der Moleküle, im Massenwirkungsgesetz 

vernachlässigt (vgl. Rodríguez Hernández, 2002, S. 11 f.). Zunächst werden nur 

monomolekulare Reaktionen betrachtet. Auf einer höheren Komplexitätsstufe wird auch eine 

Reaktion mit zwei verschiedenen Edukten, also eine bimolekulare Reaktion, betrachtet. 

Allgemein lassen sich im Kontext der chemischen Reaktion bisher verschiedene funktionale 

Zusammenhänge identifizieren: unter anderem zwischen 1) Zeit ὸ und Konzentration ὧ, 2) Zeit 

ὸ und Reaktionsgeschwindigkeit ὶ und 3) Konzentration ὧ und Reaktionsgeschwindigkeit ὶ. 

Im Folgenden steht der funktionale Zusammenhang 1) im Vordergrund. Die beiden anderen 

funktionalen Zusammenhänge stellen jedoch eine wesentliche Grundlage dar und werden 

insbesondere in Verbindung mit experimentellen Messdaten verwendet. 

Chemische Reaktion nullter Ordnung 

Entsprechend der ersten Komplexitätsstufe wird zuerst ein statisches Modell vorgestellt. Bei 

chemischen Reaktionen entspricht das einer Reaktion nullter Ordnung. Diese zeichnet sich 

dadurch aus, dass die Reaktionsgeschwindigkeit nicht von der Konzentration des Edukts 

abhängt, also stets konstant ist (Elstner, 2017, S. 292 f.). Schematisch wird die Reaktion ὃᴼὄ 

betrachtet. Nach Gleichung (3) ergibt sich für die Reaktionsgeschwindigkeit ὶ Ὧẗὧ Ὧ. In 
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Kombination mit Gleichung (2) ergibt sich für ein Zeitintervall der Länge ɝὸ die folgende 

Differenzengleichung: 

ɝὧ ὯẗɝὸȢ 

Allein diese Grundvoraussetzungen können je nach Ausgangssituation unterschiedliche 

Grundvorstellungen und Darstellungswechsel erfordern. Wird ein entsprechender Versuch 

zunächst im Labor durchgeführt und die Konzentration in regelmäßigen Zeitabständen 

gemessen, wird ausgehend vom untersuchten Phänomen eine Tabelle erstellt. Durch das 

Notieren der Zeit- und der zugehörigen Konzentrationswerte in der Tabelle wird die 

Grundvorstellung Zuordnung adressiert. Durch den paarweisen Vergleich von 

aufeinanderfolgenden Zeit- und Konzentrationswerten kann erkannt werden, dass die Änderung 

der Konzentration ὧ in unterschiedlichen Zeitintervallen annähernd gleich groß ist. Die 

Analyse der Änderung von Zeit und Konzentration erfordert Kovariation. Wird hingegen die 

paarweise Änderung global verglichen und eine globale Eigenschaft der Funktion identifiziert, 

wird die Grundvorstellung Objekt angesprochen. Die globale Eigenschaft der gleichmäßigen 

Änderung kann mit einem linearen Funktionstyp assoziiert werden. Dies ermöglicht einen 

Darstellungswechsel von der Tabelle zum Term. Andererseits werden Messwerte häufig 

grafisch in einem Koordinatensystem dargestellt, sodass ein Wechsel von der Tabelle zum 

Graphen erfolgt. Das punktweise Einzeichnen erfordert die Grundvorstellung Zuordnung. 

Durch den Einsatz gängiger Tabellenkalkulationsprogramme kann das Zeichnen automatisch 

durchgeführt werden, sodass für diesen Prozess keine Grundvorstellung benötigt wird. Die 

Grundvorstellung Kovariation wird im Graphen durch den visuellen Vergleich zwischen zwei 

Punkten angesprochen. Auch hier kann durch den Vergleich mehrerer Punkte eine konstante 

Änderung der beiden Größen festgestellt werden. In Kombination mit der Grundvorstellung 

Objekt wird dies wieder als globale Eigenschaft des Graphens identifiziert, sodass erkannt 

werden kann, dass die Punkte durch eine Gerade bzw. eine lineare Funktion beschrieben werden 

können. Dies ermöglicht einen Darstellungswechsel vom Graph zum Term. Wenn man jedoch 

mit dem Thema vertraut ist, sollte der Begriff Reaktion nullter Ordnung oder Formulierungen 

wie Ădie Reaktionsgeschwindigkeit ist konstantñ bzw. Ădie Reaktionsgeschwindigkeit ist 

unabhängig von der Eduktkonzentrationñ bereits zu einer Verknüpfungen mit einer linearen 

Funktion führen. Das ermöglicht einen Darstellungswechsel von der verbal beschreibenden 

Darstellung zum Graphen oder Term. Der Term des funktionalen Zusammenhangs zwischen 

Zeit und Konzentration während einer Reaktion nullter Ordnung lautet wie folgt: 

 ὧ ὸ Ὧẗὸ ὧ . (4) 

Dabei ist ὧ  die eingesetzte Anfangskonzentration von ὃ. Reaktionen nullter Ordnung treten 

typischerweise auf, wenn ein Enzym an der Reaktion beteiligt ist. Ist dieses vollständig 

gesättigt, d. h. alle freien Enzyme sind durch das Edukt besetzt, ist die 

Reaktionsgeschwindigkeit unabhängig von der Eduktkonzentration. Ein Beispiel dafür ist der 

Abbau von Ethanol, d. h. Alkohol im menschlichen Körper, der u. a. zu Acetalaldehyd 

umgesetzt wird (Lauth, 2022, S. 136).  
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Chemische Reaktion erster Ordnung 

Eine Stufe komplexer sind lineare Modelle mit einer Bestandsgröße. Im Bereich der 

Reaktionskinetik ist dies eine Reaktion erster Ordnung ὃᴼὄ. Hier hängt die 

Reaktionsgeschwindigkeit gemäß Gleichung (3) proportional von der momentanen 

Eduktkonzentration ab (ὶ Ὧẗὧ). Typische Beispiele sind Zerfallsprozesse radioaktiver 

Stoffe, die Reaktion von Cyclopropen zu Propen oder die Zersetzung von Distickstoffpentoxid 

(Elstner, 2017, S. 290; Hamann et al., 2017, S. 102; Lauth, 2022, S. 136 f.). Wie bei der 

Reaktion nullter Ordnung, können solche Reaktionen zunächst experimentell untersucht 

werden, indem die Konzentration ὧ in konstanten Zeitabständen gemessen wird. Die 

gemessenen Konzentrationswerte werden zuerst in einer Tabelle notiert. Durch die 

Visualisierung, also den Darstellungswechsel von der Tabelle zum Graphen, erhält man einen 

ersten Eindruck, wie sich die Konzentration mit zunehmender Zeit ändert. Hier wird die 

Grundvorstellung Kovariation beim paarweisen Vergleich von Punkten benötigt, um die 

Änderungen von Zeit und Konzentration lokal in einem Zeitintervall zu erfassen. Analysiert 

man die Änderungen mehrerer aufeinanderfolgender Messpunkte, stellt man fest, dass keine 

gleichmäßige Änderung der beiden Größen vorliegt. Stattdessen kann man eine immer geringer 

werdende Abnahme der Konzentration innerhalb konstanter Zeitabstände beobachten. Mit 

dieser Erkenntnis allein ist jedoch unklar, welcher Funktionstyp zur Beschreibung dieses 

funktionalen Zusammenhangs geeignet ist und wie ein möglicher Term aussieht. Mit einer 

ausreichenden Vorerfahrung mit Modellen, bei denen die Änderungsrate nur vom Bestand 

abhängt, ist erkenntlich, dass eine Exponentialfunktion geeignet ist (Thiel Schneider, 2018, S. 

25). Die Eigenschaft, dass die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur Konzentration ist, 

d. h. die Änderungsrate nur vom Bestand abhängt, lässt sich gemäß Gleichung (2) und (3) durch 

die Differenzengleichung ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ darstellen. In den Lehrbüchern wird üblicherweise 

mit der entsprechenden Differentialgleichung ὧ Ὧẗὧ gearbeitet. Durch Trennung der 

Variablen erhält man die integrierte Form: 

 ÌÎὧ ÌÎὧ Ὧẗὸ. (5) 

Durch das Lösen dieser Gleichung nach ὧ lässt sich der funktionale Zusammenhang zwischen 

Zeit und Konzentration durch den Term ὧ ὸ ὧ ẗὩ ẗ beschreiben. Abbildung 2.5 zeigt 

den entsprechenden Graphen des funktionalen Zusammenhangs. Zusätzlich ist der Graph der 

Konzentration von ὄ dargestellt. Der Funktionsterm zur Beschreibung der Konzentration von 

ὄ ergibt sich automatisch aus dem Massenerhaltungssatz ὧ ὧ ὧ  (Fallert-Müller et al., 

2019, S. 19), da es sich bei der chemischen Reaktion um ein geschlossenes System handelt. Das 

bedeutet, dass die zu Beginn eingesetzte Anfangskonzentration ὧ  erhalten bleiben muss und 

nur eine Umsetzung in das Produkt ὄ möglich ist. Wie bereits beschrieben, können globale 

Eigenschaften, wie z. B. das Abflachen des Graphen erkannt werden, die sowohl die 

Grundvorstellung Objekt erfordern, da der Graph als Ganzes betrachtet werden muss, aber 

zugleich Kovariation voraussetzen, wenn diese Eigenschaft mit einer geringeren Änderungsrate 

bzw. Reaktionsgeschwindigkeit zu einem späteren Zeitpunkt verbunden wird. Mit dem 

Graphen lässt sich nicht eindeutig feststellen, ob es sich bei einer Reaktion um eine Reaktion 
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erster Ordnung handelt. Aus diesem Grund gibt es verschiedene Methoden, wie die Ordnung 

der Reaktion ermittelt werden kann. Eine gängige Methode beruht auf der integrierten Form 

der Differentialgleichung aus Gleichung (5) (Hamann et al., 2017, S. 117 f.). Der funktionale 

Zusammenhang zwischen der Zeit t und den logarithmierten Konzentrationswerten ÌÎ ὧ  ist 

linear. 

Abbildung 2.5 Grafische Darstellung des funktionalen Zusammenhangs zwischen Zeit und 

Konzentration bei einer Reaktion erster Ordnung 

 
Anmerkung. ὧ  Konzentration des Edukts ὃ; ὧ  Konzentration des Produkts ὄ; ὧ  Anfangskonzentration 

von ὃ. 

Zunächst werden die logarithmierten Konzentrationswerte in einer Tabelle den entsprechenden 

Zeitwerten zugeordnet. Durch einen Darstellungswechsel von der Tabelle zum Graphen wird 

ersichtlich, dass die eingezeichneten Punkte näherungsweise um eine Gerade streuen. Ein 

entsprechender Graph ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Die Änderungsrate bzw. die Steigung 

des Graphen entspricht dem Wert der Geschwindigkeitskonstante k. 

Eine weitere Möglichkeit zur experimentellen Bestimmung der Reaktionsordnung ergibt sich 

aus den Gleichungen (2) und (3) (Lechner, 2018, S. 14 ff.). Aus Gleichung (3) geht hervor, dass 

die Reaktionsgeschwindigkeit ὶ proportional von der vorhandenen Konzentration abhängt. Das 

bedeutet, dass eine Änderung der Anfangskonzentration ὧ  zu einer proportionalen Änderung 

der Reaktionsgeschwindigkeit ὶ beiträgt, wenn es sich um eine Reaktion erster Ordnung 

handelt. Für diese Erkenntnis ist das Verständnis der Änderung der Größen (Anfangs-) 

Konzentration und Reaktionsgeschwindigkeit, also die Grundvorstellung Kovariation, 

erforderlich. Mithilfe von Gleichung (2) kann die Reaktionsgeschwindigkeit ὶ in einem kleinen 

Zeitintervall ɝὸ durch die mittlere Änderungsrate  näherungsweise bestimmt werden. Hier 

wird der funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Konzentration aufgegriffen und es 

erfordert die Grundvorstellung Kovariation, um die Änderung der Größen Zeit und 

Konzentration zu erfassen. Werden diese beiden Erkenntnisse verknüpft, kann für verschiedene 

Anfangskonzentrationen die mittlere Änderungsrate  in einem kurzen Zeitintervall nach 

Beginn der Reaktion bestimmt werden. Anschließend vergleich man die mittlere Änderungsrate 
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 bei verschiedenen Anfangskonzentrationen. Bei einer proportionalen Änderung der 

Änderungsrate , handelt es sich um eine Reaktion erster Ordnung. Dieses Verfahren ist im 

Wesentlichen quantitativ, weshalb es oft mithilfe einer Tabelle durchgeführt wird. Eine 

Alternative besteht darin, die Anfangskonzentration und den anschließend gemessenen 

Konzentrationswert in einem Koordinatensystem einzuzeichnen und die Sekante durch die 

beiden Punkte zu zeichnen. Führt man dieses Verfahren für verschiedene 

Anfangskonzentrationen durch, können die Steigungen der Sekanten miteinander verglichen 

werden. Die Steigung hängt bei einer Reaktion erster Ordnung proportional von der 

Anfangskonzentration ab. Dieses Verfahren erfordert den Darstellungswechsel von der Tabelle 

zum Graphen. Darüber hinaus muss die mittlere Änderungsrate  als Sekantensteigung 

interpretiert werden, was die Grundvorstellung Kovariation im Umgang mit der Darstellung 

Graph voraussetzt. 

Abbildung 2.6 Ermittlung der Reaktionsordnung mithilfe der integrierten Form 

 
Anmerkung. ὧ  Konzentration des Edukts ὃ; ὧ  Anfangskonzentration von ὃ; ÌÎὧ  logarithmierte 

Konzentration. 

Chemische Reaktion mit Rückreaktion (reversible Reaktion) 

Die nächste Komplexitätsstufe bezieht sich auf lineare Modelle mit mehreren Größen. In der 

Reaktionskinetik entspricht dies chemischen Reaktionen mit einer Rückreaktion ὃᵮὄ. Diese 

werden als reversible Reaktion bezeichnet (Schwister & Leven, 2020, S. 114). 

Dementsprechend sind das keine Elementarreaktionen (vgl. Hamann et al., 2017, S. 101). 

Dennoch bleiben die wichtigsten Grundüberlegungen, die insbesondere für die Reaktion erster 

Ordnung relevant waren, erhalten, sodass ein tieferes Verständnis dieser Elementarreaktion 

umso wichtiger ist. Ist sowohl die Hin- als auch die Rückreaktion erster Ordnung, kann mithilfe 

von Gleichung (3) eine Reaktionsgeschwindigkeit für beide Richtungen definiert werden 

(Elstner, 2017, S. 305 ff.): 

 ὶ Ὧẗὧ ÕÎÄ ὶİ Ὧẗὧ.  
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Dabei sind Ὧ und Ὧ die Geschwindigkeitskonstanten der Hin- bzw. Rückreaktion. Wie in den 

beiden vorhergehenden Fällen, kann auch hier ein Experiment im Labor durchgeführt werden. 

Dabei werden die gleichen Grundvorstellungen und Darstellungswechsel wie bei der Analyse 

einer Reaktion erster Ordnung benötigt. Diese können im Detail im vorhergehenden Abschnitt 

nachgelesen werden. Im Vergleich zur Reaktion erster Ordnung, wird jedoch ein Gleichgewicht 

der Konzentrationen eingestellt, sodass die Konzentration des Edukts ὄ nicht gegen den 

Grenzwert Null streben muss. Somit kann durch eine globale Perspektive auf den Graphen der 

Grenzwert erkannt werden, wofür die Grundvorstellung Objekt erforderlich ist. Sobald ein 

Grenzwert ungleich Null identifiziert wird, liegt eine (Gleichgewichts-) Reaktion mit 

Rückreaktion vor. Auf analytischer Ebene ist wiederum die Frage nach der Änderung von Zeit 

und Konzentration entscheidend. Die Rückreaktion von ὄᴼὃ impliziert, dass sich die 

Konzentration von ὃ nicht nur durch die Hinreaktion verkleinert, sondern gleichzeitig auch eine 

Zunahme durch die Rückreaktion möglich ist (Elstner, 2017, S. 306). Da beide 

Reaktionsrichtungen erster Ordnung sind, ist die jeweilige Ab- und Zunahme proportional zum 

Bestand der Konzentration von ὃ und ὄ. Daraus ergeben sich die beiden 

Differenzengleichungen: 

 

ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧ Ὧẗὧ ẗɝὸ, 

ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧ Ὧẗὧ ẗɝὸ. 

 

Um diese Gleichungen aufzustellen, werden sowohl Kovariation als auch Objekt benötigt. Die 

Grundvorstellung Kovariation wird benötigt, wenn die Änderung der jeweiligen Konzentration 

schrittweise in kleineren Zeitintervallen betrachtet wird. Nutzt man dagegen ein bereits 

aufgebautes Vorwissen über Reaktionen erster Ordnung und überträgt die bekannten 

Mechanismen auf jeweils eine Richtung der reversiblen Reaktion, kann die Eigenschaft, dass 

die Zu- und Abflüsse beider Reaktionsrichtungen proportional zum Bestand der jeweiligen 

Konzentration sind, genutzt werden. Somit werden Eigenschaften eines bekannten funktionalen 

Zusammenhangs, der zeitabhängigen Konzentration während einer Reaktion erster Ordnung, 

auf einen neuen funktionalen Zusammenhang übertragen. Das kann als Teil der 

Grundvorstellung Objekt aufgefasst werden. 

Chemische Reaktion mit Folgereaktion  

Chemische Reaktionen mit Folgereaktion entsprechen weiterhin linearen Modellen mit 

mehreren Größen. Hier werden Reaktionen der Form ὃᴼὄᴼὅ betrachtet. Aus dem Edukt 

ὃ entsteht ein Zwischenprodukt ὄ, das zum Endprodukt ὅ umgesetzt wird. Auch bei dieser 

Erweiterung wird in den Lehrbüchern angenommen, dass sowohl die Reaktion ὃᴼὄ als auch 

die Reaktion ὄᴼὅ erster Ordnung mit den Geschwindigkeitskonstanten Ὧ bzw. Ὧ sind 

(Elstner, 2017, S. 311 ff.). Die Überlegungen zur Herleitung der Differenzengleichungen sind 

ähnlich wie beim vorherigen funktionalen Zusammenhang. Es ist zu beachten, dass die 

Änderung der Konzentration ὄ sowohl durch einen Zufluss des Edukts ὃ als auch durch einen 

Abfluss zum Endprodukt ὅ beeinflusst wird. Daraus ergeben sich die folgenden 

Differenzengleichungen: 
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ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ, 

ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧẗɝὸ Ὧẗὧ Ὧẗὧ ẗɝὸ, 

 

 ɝὧ Ὧẗὧẗɝὸ.  

Die Grundvorstellung Kovariation wird benötigt, wenn die Änderungen der Konzentrationen 

in einzelnen Zeitintervallen untersucht werden. Die Grundvorstellung Objekt wird benötigt, 

wenn die globalen Eigenschaften der bisherigen funktionalen Zusammenhänge, vor allem der 

Reaktion erster Ordnung, wahrgenommen und auf den neuen funktionalen Zusammenhang 

übertragen werden. 

Bimolekulare Reaktion zweiter Ordnung 

Abschließend wird ein nichtlineares Modell aus dem Bereich der Reaktionskinetik vorgestellt. 

Es handelt sich um bimolekulare Reaktionen der Form ὃ ὄᴼὅ. Das Produkt ὅ entsteht aus 

der Verbindung zweier Edukte ὃ und ὄ. Demnach kann das Produkt nur entstehen, wenn beide 

Edukte gleichzeitig vorhanden sind (Elstner, 2017, S. 296 f.; Hamann et al., 2017, S. 106 ff.). 

Mit dieser Grundüberlegung eignet sich die mathematische Operation der Multiplikation, um 

diese Eigenschaft zu Modellieren. Dementsprechend ergibt sich die Reaktionsgeschwindigkeit 

analog zu Gleichung (3) durch 

 ὶ Ὧẗὧẗὧ.4  

Das bedeutet, dass die Änderung der beiden Eduktkonzentrationen in einem Zeitintervall der 

Länge ɝὸ durch  

 

ɝὧ Ὧẗὧẗὧẗɝὸ und 

ɝὧ Ὧẗὧẗὧẗɝὸ. 

 

beschrieben werden. Wie in den vorhergehenden funktionalen Zusammenhängen erfordert die 

Frage nach der Änderung der Konzentration während eines bestimmten Zeitintervalls die 

Grundvorstellung Kovariation. Allerdings ist eine inhaltliche Verknüpfung mit der Eigenschaft 

erforderlich, dass das Produkt ὅ nur gebildet werden kann, wenn beide Edukte vorhanden sind. 

Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Konzentrationen von ὃ und ὄ nur abnehmen können, 

wenn beide noch vorhanden sind und somit zum Produkt ὅ reagieren können. Stellt man die 

experimentell ermittelten Konzentrationswerte einer bimolekularen Reaktion in einem Graphen 

dar, so erkennt man, dass die Änderung der Konzentration eines Eduktes umso kleiner wird, je 

geringer die Konzentration des anderen Eduktes ist. 

  

 
4 Vereinfachend wird bereits angenommen, dass die Reaktion bezüglich der beiden Edukte A und B erster 

Ordnung ist. Demnach kommen keine höheren Exponenten als eins vor. Diese Vereinfachung findet man 

ebenfalls in den zitierten Lehrbüchern. 
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Zusammenfassung 

Die vorangegangenen Beispiele haben gezeigt, dass in der Reaktionskinetik verschiedene 

Modelle sukzessive eingeführt werden, die über diesen Inhaltsbereich hinaus allgemeinen 

Charakter haben. Es zeigt sich auch, dass der vermeintlich einfache Fall einer Reaktion erster 

Ordnung entscheidend für das Verständnis anderer Reaktionsmechanismen ist, bei denen die 

verschiedenen Teilreaktionen ebenfalls erster Ordnung sind. Außerdem wurden hier die 

verschiedenen Modelle isoliert betrachtet. Logischerweise treten in der Chemie komplexere 

Kombinationen auf (Hamann et al., 2017, S. 113 ff.). So können Folgereaktionen analysiert 

werden, bei denen ein Teilschritt aus einer bimolekularen Reaktion besteht und in einem 

weiteren Teilschritt eine Rückreaktion stattfindet. Das beschriebene Phänomen weist das 

Reaktionsschema ὃ ὄᴼὅᵮὈ auf. Hier können die isolierten Überlegungen zur 

reversiblen, bimolekularen oder Folgereaktion miteinander kombiniert werden, um wiederum 

die Konzentrationsänderung während eines Zeitintervalls zu erfassen. Solche theoretischen 

Modelle sollten jedoch immer mit empirisch gemessenen Daten verglichen werden, um im 

Sinne des vorgestellten naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierungszyklus (vgl. 

Abbildung 2.3) das zuvor aufgestellte Modell zu validieren oder zu revidieren (Meister & 

Upmeier zu Belzen, 2018). 

2.4.2.2 Beispiel Pandemie ï Modellierung mit dem SIR-Modell 

Spätestens seit der COVID-Pandemie ab 2020 wurde die Modellierung von Pandemien in den 

Medien breit diskutiert (Grote et al., 2021). Unter anderem wurden verschiedene Maßnahmen 

zur Kontaktbeschränkung und deren Wirksamkeit zu Beginn der Pandemie diskutiert. Im 

Anschluss tauchten Fragen auf, ob nach der ersten Erkrankung eine Immunisierung eintritt und 

gar eine Herdenimmunität nach erfolgter Durchseuchung der Bevölkerung ein möglicher 

Ausweg aus der Pandemie sein könnte. Mit der Einführung des ersten Impfstoffes wurde dessen 

Wirksamkeit und ein damit möglicherweise einhergehender verbundener Ausweg aus der 

Pandemie analysiert. All diese inhaltlichen Überlegungen können in das u. a. verwendete SIR-

Modell einfließen (Donsimoni et al., 2020; Ianni & Rossi, 2020; Martin-Moreno et al., 2022). 

In der Basisversion des SIR-Modelle werden Einflüsse eines Impfstoffes zur Vereinfachung 

nicht berücksichtigt. Das Modell teilt eine konstante Gesamtbevölkerung in drei Gruppen ein. 

Die erste Gruppe S (für susceptible) besteht aus Personen, die sich mit dem Virus infizieren 

können. Die zweite Gruppe I (für infected) umfasst alle Personen, die zu einem bestimmten 

Zeitpunkt mit dem Virus infiziert sind, während die letzte Gruppe R (für recovered)5 alle 

Personen umfasst, die bereits genesen sind (Murray, 2002, S. 319 ff.). Insgesamt liegen drei 

funktionale Zusammenhänge zwischen Zeit und der jeweiligen Anzahl an Personen in jeder 

Gruppe vor. Unter vereinfachenden Annahmen sind nur Übergänge von S zu I und I zu R 

möglich. Der erste Übergang wird als Infektion bezeichnet und der zweite Übergang ist eine 

Genesung. Schematisch kann dies analog zu chemischen Reaktionen als ὛO ὍO Ὑ dargestellt 

 
5 In manchen Quellen steht das R für removed, um zu verdeutlichen, dass neben genesenen Personen auch 

verstorbene Personen inkludiert werden. In der einfachsten Form des SIR-Modells ist eine Unterscheidung 

zwischen Genesenen und Verstorbenen nicht relevant, da man nach einer ersten Infektion immun bleibt, d. h. 

es gibt keinen Übergang von R zu S. Aus diesem Grund wird Gruppe R nur mit den genesenen Personen 

verknüpft. 
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werden. Zwischen den Übergängen gibt es eine Infektionsrate k (von S zu I) und eine 

Genesungsrate w (von I zu R). Nun kommen weitere naturwissenschaftliche Überlegungen 

hinzu, wie sich eine Person infizieren kann. Vereinfacht gesagt, muss eine infizierte Person auf 

eine nicht-infizierte Person treffen und diese anstecken (Ableitinger, 2010, S. 75). Wie bei der 

bimolekularen Reaktion hängt die Änderung in den Gruppen S und I vom Produkt der beiden 

Bestände ab und entspricht damit einem nicht-linearen Modell. Aus diesen inhaltlichen 

Überlegungen lassen sich die folgenden drei Differenzengleichungen in einem Zeitintervall der 

Länge ɝὸ aufstellen (Kermack & McKendrick, 1927; Te Vrugt et al., 2020): 

 ɝὛ ὯẗὛẗὍẗɝὸ, (6) 

 ɝὍ ὯẗὛẗὍẗɝὸ ύẗὍẗɝὸ ὯẗὛẗὍ ύẗὍẗɝὸ, (7) 

 ɝὙ ύẗὍẗɝὸ. (8) 

In diesen Gleichungen wird wieder die Änderung der Anzahl der Personen innerhalb jeder 

Gruppe während eines Zeitintervalls beschrieben, sodass die Grundvorstellung Kovariation 

angesprochen wird. Abbildung 2.7 zeigt die drei Graphen, welche die zeitabhängige 

Entwicklung der drei Gruppengrößen darstellen. 

Abbildung 2.7 Grafische Darstellung der Entwicklung der drei Gruppen wªhrend einer 

Pandemie 

 
Anmerkung. Ὓ  Anzahl der Personen, die sich infizieren können; Ὅ  Anzahl der infizierten Personen; Ὑ  

Anzahl der genesenen Personen. 

Ist die Grundvorstellung Kovariation ausgeprägt, kann mithilfe der Graphen die Änderung der 

Gruppengrößen in unterschiedlichen Zeitintervallen identifiziert werden. Es fällt auf, dass alle 

drei Graphen zu Beginn nahezu waagrecht verlaufen, sodass die Gruppengrößen sich kaum 

ändern. Da zu Beginn nur wenige Personen infiziert sind (I) und sämtliche Änderungen durch 

den Bestand der Gruppe I beeinflusst werden (siehe Gleichungen (6) bis (8)), bleiben die 

Gruppengrößen nahezu konstant. Sobald sich mehr Personen infiziert haben und weiterhin viele 
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Personen in Gruppe S sind, ändern sich alle Gruppengrößen sehr stark (alle Graphen fallen oder 

steigen steiler). Hat Gruppe I ihr Maximum (Hochpunkt im Graph von I) erreicht, steigt die 

Anzahl an Personen in Gruppe R am stärksten (Graph von R steigt am steilsten). Darüber hinaus 

können wichtige Einflussfaktoren auf symbolischer Ebene (Infektions-, Genesungsrate, Anzahl 

Infizierte zu Beginn) verändert und deren Einfluss anhand der sich ändernden Graphen 

analysiert werden. Beispielsweise führt eine Erhöhung der Infektionsrate dazu, dass der 

Hochpunkt des Graphen, der die Anzahl der infizierten Personen (I) beschreibt, früher erreicht 

wird und mehr Personen gleichzeitig infiziert sind. Dadurch ist im Bereich dieses Hochpunkts 

auch die absolute Änderung innerhalb der beiden anderen Gruppen größer. Um diese 

Informationen zu erkennen, sind alle drei Grundvorstellungen notwendig. Zunächst führt eine 

andere Infektionsrate, also der Einfluss eines Parameters, zu einem veränderten Graphen. Die 

Graphen werden als Ganzes miteinander verglichen, was die Grundvorstellung Objekt 

erfordert. Dabei können auch markante Punkte wie der Hochpunkt des Graphen, der die Gruppe 

der Infizierten beschreibt, auffallen. Das Ablesen der Anzahl der Infizierten zu diesem 

Zeitpunkt setzt die Grundvorstellung Zuordnung voraus. Die Grundvorstellung Kovariation 

wird benötigt, wenn die große Änderung innerhalb der beiden anderen Gruppen um diesen 

Zeitpunkt betrachtet wird. Die entsprechenden Graphen verlaufen in diesem Bereich steil nach 

oben bzw. unten, was einer starken Zu- bzw. Abnahme entspricht. 

2.4.2.3 Zusammenhänge beider Anwendungsbeispiele 

In der vorliegenden Arbeit ist der erste Anwendungskontext, die Analyse chemischer 

Reaktionen, im Hinblick auf die entwickelte Instruktion von entscheidender Bedeutung. 

Insbesondere das lineare Modell, d. h. die Reaktion erster Ordnung, spielt eine zentrale Rolle. 

Die komplexeren Reaktionsmechanismen wurden vorgestellt, um zu zeigen, welche weiteren 

Inhalte im übergeordneten Bereich der Reaktionskinetik relevant sind. Es wurde verdeutlicht, 

dass das grundlegende Wissen über Reaktionen erster Ordnung wichtig ist, um diesen 

Wirkungsmechanismus auf komplexere Modelle in der Reaktionskinetik übertragen zu können. 

Der darin verankerte Gedanke, dass die Änderung der Konzentration von der vorhandenen 

Konzentration abhängt, ist tragend, um Folgereaktionen, reversible oder bimolekulare 

Reaktionen zu modellieren. Die Modellierung einer Pandemie mit dem grundlegenden SIR-

Modell stellt dagegen einen weiteren Anwendungskontext dar, der in Analogie zur 

Reaktionskinetik als eine Kombination der bimolekularen Reaktion und einer Folgereaktion 

angesehen werden kann. Dadurch stellt das SIR-Modell eine Kombination aus einem linearen 

Modell mit mehreren Variablen und einem nichtlinearen Modell dar, die aus Modellperspektive 

bereits im Kontext chemische Reaktion einzeln erfasst werden. Dennoch gibt es zwei 

entscheidende Gründe, warum gerade dieses Beispiel in der vorliegenden Arbeit vorgestellt 

wird. Erstens wird durch das SIR-Modell verdeutlicht, dass die inhaltlichen Überlegungen im 

Anwendungskontext der Reaktionskinetik auf Modellebene in ähnlicher Form auf das SIR-

Modell angewendet werden können. Es ist daher naheliegend, dass durch die Analyse von 

Beispielen aus der Reaktionskinetik Kompetenzen erworben werden, die den Zugang zu einer 

Modellierung mit dem SIR-Modell erleichtern. Dies ist für die in der vorliegenden Arbeit 

relevante Zielgruppe, Erstsemesterstudierenden der Life Sciences, von großer Bedeutung, da 

nicht alle Studierenden während ihrem Studium mit Inhalten der Reaktionskinetik konfrontiert 
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werden. Zweitens gibt es in der mathematikdidaktischen Literatur bereits praktische 

Empfehlungen für den Mathematikunterricht in der Oberstufe, wie das SIR-Modell in der 

Schule überwiegend mathematisch (Ableitinger, 2010, S. 163 ff.) oder auch interdisziplinär 

(Ossadnik & Roth, 2023, 2024) eingebunden werden kann. In diesen Arbeiten wird darauf 

hingewiesen, dass es nicht um das Lösen und Manipulieren eines komplexen (Differential- 

bzw.) Differenzengleichungssystem geht. Vielmehr sind die inhaltlichen Überlegungen, die zu 

jeder einzelnen Gleichung führen relevant. Zunächst muss überlegt werden, wie es zu einer 

Neuinfektion kommt und wie lange eine Person infiziert ist. Ausgehend von diesen 

Überlegungen müssen schließlich geeignete mathematische Operationen zur symbolischen 

Beschreibung gewählt werden. Weitere Einflussfaktoren wie Mehrfachinfektionen, d.h. 

Übergänge von R nach S, oder der Einfluss politischer Maßnahmen können durch 

entsprechende Überlegungen in die Gleichungen aufgenommen werden. Darauf aufbauend 

können weitere Analysen entweder mit Hilfe von Tabellenkalkulationsprogrammen 

(Ableitinger, 2010, S. 166 ff.) oder der Darstellung des Graphen (Ossadnik & Roth, 2023) 

durchgeführt werden. Dabei können die Einflüsse verschiedener Parameter (Infektionsrate, 

Genesungsrate, Anzahl der Infizierten zu Beginn, Gesamtpopulationsgröße) auf die 

Darstellungen des funktionalen Zusammenhangs und damit auf das Infektionsgeschehen 

verglichen werden. Dies kann schließlich in anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen 

genutzt werden, um geeignete Maßnahmen zur Veränderung der beiden Raten in realen 

Szenarien zu definieren. 

Zu Beginn des Kapitels 2.4.2 wurden vier verschiedene Modelltypen, statische Modelle, lineare 

Modelle mit einer Variable, lineare Modelle mit mehreren Variablen und nicht-lineare Modelle 

vorgestellt. Alle diese Modelle kommen in den vorgestellten Anwendungskontexten zum 

Einsatz. Die komplexeren linearen Modelle mit mehreren Variablen und nicht-linearen 

Modelle werden in der Reaktionskinetik und bei der Modellierung von Pandemien mit dem 

SIR-Modell angewendet. Durch den Vergleich der beiden vorgestellten Anwendungskontexte 

werden drei Argumente deutlich: 

I. Weniger komplexe lineare Modelle enthalten grundlegende Überlegungen, die sowohl 

für komplexere lineare als auch für nichtlineare Modelle bedeutend sind. 

II.  Die verschiedenen Modelle werden in unterschiedlichen naturwissenschaftlichen 

Anwendungen eingesetzt. Dies ermöglicht potenziell die Verallgemeinerung von 

Kompetenzen im Umgang mit dem jeweiligen Modell, die in einem 

Anwendungskontext (Reaktionskinetik) erworben wurden, auf einen anderen 

Anwendungskontext (Modellierung von Pandemien), in dem das gleiche Modell 

eingesetzt wird. 

III.  Es ist möglich, das komplexe, nichtlineare SIR-Modell didaktisch so zu reduzieren, 

dass es im Schulunterricht der gymnasialen Oberstufe eingesetzt werden kann. 

Dementsprechend sollte eine Reduktion des Anwendungskontexts chemische Reaktion 

möglich sein, um mathematische Inhalte zum Thema Funktionen in der Hochschule zu 

vermitteln. 

2.4.3 Umgang der Lernenden mit funktionalen Zusammenhängen 

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie Lernende mit funktionalen Zusammenhängen umgehen. 

Insbesondere wird darauf eingegangen, welche Grundvorstellungen bei den Lernenden weniger 
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ausgeprägt erscheinen, und wie die Nutzung unterschiedlicher Darstellungen und deren 

Darstellungswechsel erfolgen. In der mathematikdidaktischen Literatur sind typische Fehler im 

Umgang mit Funktionen bereits gut dokumentiert (siehe u. a. Hofmann & Roth, 2021a; Nitsch, 

2015). In einem Praxisartikel weisen Hofmann und Roth (2021b) darauf hin, dass es mehrere 

Schwierigkeiten gibt, wenn eine Verknüpfung zwischen einem funktionalen Zusammenhang 

und der mathematischen Funktion hergestellt werden soll. So muss die Bedeutung der einzelnen 

Punkte interpretiert werden. Darüber hinaus tendieren Lernende dazu, eingezeichnete diskrete 

Messpunkte mit geraden Linien zu verbinden. Das sollte jedoch im Hinblick auf den 

beschriebenen funktionalen Zusammenhang durchdacht und begründet werden. Eine gerade 

Verbindung zwischen zwei Messpunkten impliziert eine gleichmäßige, d. h. lineare Änderung 

der Größen. 

In der naturwissenschaftlichen oder interdisziplinären Bildungsforschung gibt es einige 

Studien, die nahelegen, dass die Verknüpfung von mathematischem und 

naturwissenschaftlichem Wissen für Lernende unterschiedlicher Altersstufen eine 

Herausforderung darstellt (Bain et al., 2018, 2019a; Becker et al., 2023; Ivanjek et al., 2016; 

Rodriguez et al., 2018). Invanjek et al. (2016) haben in ihrer Studie die Bearbeitung von 

inhaltlich äquivalenten Aufgaben in unterschiedlichen Kontexten verglichen, d. h. Aufgaben, 

die die gleichen Lösungsschritte erfordern und einmal rein mathematisch und einmal 

naturwissenschaftlich gerahmt waren. Dabei bearbeitete ein Teil der Lernenden die Aufgaben 

in einem rein innermathematischen Aufgabenkontext, während die anderen Lernenden 

inhaltlich äquivalente Aufgaben in einem physikalischen Kontext bearbeiteten. Dabei wurde 

festgestellt, dass die Lernenden je nach Aufgabenkontext unterschiedliche Lösungsstrategien 

anwenden. Es ist davon auszugehen, dass Lernende je nach Kontext dazu neigen, 

Lösungsstrategien zu verwenden, die sie im Mathematik- oder Physikunterricht gelernt haben. 

Eine Verknüpfung oder Übertragung der im Mathematikunterricht erlernten Strategien auf den 

naturwissenschaftlichen Kontext ist häufig nicht erkennbar. Diese Ergebnisse haben Becker et 

al. (2023) dazu veranlasst, in einem vergleichbaren Studiendesign die Blickbewegungen der 

Lernenden mittels Eye-Tracking auszuwerten. Dabei stellten sie fest, dass je nach 

Aufgabenkontext unterschiedliche Bereiche des Graphen intensiver betrachtet werden. Bei rein 

mathematischen Aufgabenkontexten wird die Kurve des Graphen betrachtet. Bei inhaltlich 

gleichen Aufgaben im naturwissenschaftlichen Kontext werden hingegen die Achsen und 

Beschriftungen deutlich häufiger anvisiert. Bei Lernenden, die sowohl das mathematische als 

auch das naturwissenschaftliche Item richtig gelöst haben, war diese Tendenz noch stärker 

ausgeprägt. Dies deutet darauf hin, dass Lernende im naturwissenschaftlichen Kontext anders 

mit Funktionen umgehen als im mathematischen Kontext. Dies bedeutet aber auch, dass 

produktive Lösungsstrategien, die in der Mathematik erlernt wurden, nicht auf ein 

naturwissenschaftliches Problem übertragen werden können. 

Diese Problematik wurde auch im Bereich der Reaktionskinetik untersucht. Übereinstimmend 

mit den anderen Ergebnissen wurde auch hier festgestellt, dass die Studierenden häufig nicht 

in der Lage sind, ihr mathematisches Wissen in der Chemie anzuwenden. Stattdessen scheinen 

die Studierenden ihr mathematisches und naturwissenschaftliches Wissen nur isoliert 

voneinander abrufen zu können (Rodriguez et al., 2018). Wenn Verbindungen zwischen 
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mathematischem und naturwissenschaftlichem Wissen hergestellt werden, ist hingegen primär 

die Richtung von Mathematik zu Chemie zu beobachten. Oft wird einer mathematischen 

Darstellung oder einem Ausdruck eine situative Bedeutung zugeschrieben (Bain et al., 2018). 

Studierende, die häufiger Verbindungen zwischen Mathematik und Chemie herstellen konnten, 

gaben qualitativ bessere Antworten auf die Aufgabenstellungen und wiesen insgesamt eine 

höhere naturwissenschaftliche Problemlösekompetenz auf. Letztere wurde durch die Angabe 

und Bewertung verschiedener Lösungsstrategien ermittelt. 

Obwohl die Reaktionskinetik von quantitativen Verfahren und Daten geprägt ist, betonen 

Rodriguez et al. (2019) die hohe Relevanz von Graphen als Darstellung, da diese häufig 

verwendet werden und viele Informationen auf einen Blick zugänglich machen. Es wurde 

bereits festgestellt, dass Studierende in Leistungstests Items mit den Darstellungen Term und 

Tabelle zuverlässiger richtig lösen und einige Studierenden sogar negativ gegenüber Items mit 

Graphen eingestellt waren (Bain & Towns, 2016). Eine durchgeführte qualitative Evaluation 

mit Studierenden der Chemie ergab, dass die meisten von ihnen in der Lage waren, in einem 

Graphen den qualitativen Trend der Änderung zu erkennen und die Steigung eines Bereichs mit 

der Reaktionsgeschwindigkeit in Verbindung zu bringen. Allerdings haben nur wenige 

Studierende explizit erwähnt, dass damit die Änderung der beteiligten Größen Zeit und 

Konzentration beschrieben wird. Dementsprechend wird die Grundvorstellung Kovariation im 

Graphen oberflächlich wahrgenommen. Ob eine tiefergehende Übersetzung vom Graphen zum 

eigentlichen funktionalen Zusammenhang stattfindet, bleibt hingegen offen (Rodriguez, Bain, 

et al., 2019). Sobald weitere nicht zeitabhängige funktionale Zusammenhänge aus dem Bereich 

der Reaktionskinetik betrachtet werden, kommen weitere Hürden hinzu (Rodriguez, Hux, et al., 

2019). So waren die Studierenden überwiegend in der Lage, die Bedeutung einzelner Punkte 

im Graphen richtig zu interpretieren, relevante Parameter aus dem Graphen abzulesen sowie 

deren physikalische Bedeutung zu interpretieren. Die Grundvorstellung Zuordnung scheint also 

bei vielen Studierenden abrufbar zu sein. Wurde hingegen die Veränderung der beteiligten 

Größen beschrieben, neigten einige Studierende dazu, in den nicht-zeitabhängigen funktionalen 

Zusammenhang wieder einen zeitlichen Zusammenhang hineinzuinterpretieren, der jedoch 

durch den Graphen nicht beschrieben wurde. Demnach verbinden die Studierenden mit 

Graphen intuitiv eine Zeitabhängigkeit der Größen und sind sich bei anderen funktionalen 

Zusammenhängen des gleichen Inhaltsbereichs nicht immer der beteiligten Größen bewusst. 

Obwohl die Parameter aus dem Graphen korrekt abgelesen werden konnten und eine 

Interpretation den meisten Studierenden gelang, zeigen andere Studien, dass der Umgang mit 

symbolischen Ausdrücken, also Termen oder den darin enthaltenen Parametern, nicht immer 

einfach sein muss (Bain et al., 2019b; Bain & Towns, 2016; N. Becker & Towns, 2012; 

Rodriguez et al., 2020). Während rezeptartige Algorithmen in der Regel beherrscht werden 

(Becker & Towns, 2012; Rodriguez et al., 2020), stellt die inhaltliche Interpretation der 

einzelnen Parameter eine Herausforderung dar (Bain et al., 2019b; Bain & Towns, 2016; Becker 

& Towns, 2012). Beispielsweise können Lernende die Reaktionsgeschwindigkeit ὶ nicht 

interpretieren und sind sich oft nicht bewusst, dass die Änderung der beiden Größen Zeit und 

Konzentration in einem kurzen Zeitintervall entscheidend ist, um die Reaktionsgeschwindigkeit 

mithilfe gemessener Daten zu berechnen (vgl. Gleichung (2)). Dies zeigt sich unter anderem in 
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der Vorstellung einiger Studierender, dass die Reaktionsgeschwindigkeit die Zeit angibt, in der 

ein Edukt vollständig abgebaut wird (Bain & Towns, 2016). Darüber hinaus wird die 

Reaktionsgeschwindigkeit ὶ häufig mit der Geschwindigkeitskonstante Ὧ verwechselt. Allein 

der Begriff Konstante löst verschiedene, meist falsche Vorstellungen aus. Oft ist nicht klar, was 

konstant ist, sodass angenommen wird, dass entweder die Reaktionsgeschwindigkeit oder sogar 

die zeitabhängige Konzentration konstant ist (Bain et al., 2019b).  

Neben den hier vorgestellten empirischen Befunden, die sich spezifisch auf den Inhaltsbereich 

der Reaktionskinetik beziehen, findet man weitere Studien aus der Physik (Zimmerman et al., 

2019) oder der Biologie (Scott et al., 2023; Shiroda et al., 2023), die den Umgang mit der 

Änderung der beteiligten Größen mit Covariational Reasoning analysieren. Dabei werden 

vergleichbare Hürden identifiziert und teilweise auch das Potential von Covariational 

Reasoning zur Förderung eines verständigen Umgangs mit Funktionen in den 

Naturwissenschaften hervorgehoben (Panorkou & Germia, 2021; Zimmerman et al., 2019). 

2.5 Anwendungsorientiertes Lehren und Lernen in Mathematik  auf Tertiärstufe 

Die in der Einleitung genannten Ziele der mathematischen Bildung in natur- und 

ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen zielen darauf ab, die Studierenden mit den 

mathematischen Kompetenzen auszustatten, die für das natur- und ingenieurwissenschaftliche 

Studium und die spätere berufliche Laufbahn erforderlich sind (Alpers, 2010). In Kapitel 2.1 

wurde anhand des naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierungszyklus (vgl. 

Abbildung 2.3) verdeutlicht, dass mathematische Konzepte, wie Funktionen, eine 

entscheidende Rolle bei der Modellierung naturwissenschaftlicher Phänomene spielen 

(Imboden & Pfenninger, 2013; Meister & Upmeier zu Belzen, 2018; Murray, 2002). Zwei 

naturwissenschaftliche Anwendungen aus dem Bereich der Life Sciences wurden in Kapitel 

2.4.2 vorgestellt. Insbesondere die Grundvorstellungen Kovariation und Objekt erscheinen sehr 

hilfreich, wenn 1) die modellierten funktionalen Zusammenhänge in Theorie-Vorlesungen 

nachvollzogen werden sollen und 2) die Modelle in Experimenten im Labor eigenständig 

identifiziert werden sollen. In Kapitel 2.4.3 wurde jedoch deutlich, dass viele Lernende 

Schwierigkeiten haben, ihr mathematisches Wissen über Funktionen in 

naturwissenschaftlichen Anwendungssituationen einzusetzen. Darüber hinaus wurde 

festgestellt, dass die Grundvorstellung Kovariation bei einigen Studierenden weniger stark 

ausgeprägt ist. Aus dieser Perspektive erscheint eine stärkere Vernetzung von mathematischen 

Inhalten und naturwissenschaftlichen Anwendungen sinnvoll, um den Studierenden den 

Transfer zwischen Mathematik und Naturwissenschaften besser zu ermöglichen. 

Baldinger et al. (2020) sprechen in ihrem Literaturreview über interdisziplinäre Projekte in 

Mathematik und einer anderen Naturwissenschaft vom stillen M. Der Ausdruck stilles M soll 

verdeutlichen, dass die meisten dieser interdisziplinären Projekte in den 

naturwissenschaftlichen Fächern stattfinden, in denen mathematisches Wissen eine 

unterstützende und damit untergeordnete Rolle spielt. Projekte, in denen das mathematische 

Wissen im Mittelpunkt steht und gleichzeitig der Bezug zu anderen naturwissenschaftlichen 

Inhalten hergestellt wird, sind selten. 
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In der deutschsprachigen Hochschuldidaktik gibt es mit der Dissertation von Wolf (2017) ein 

Projekt, das den Einfluss der Anwendungsorientierung in einer einführenden 

Mathematikvorlesung untersucht. In dieser Vorlesung gab es wöchentlich ein Übungsblatt, das 

für die Zulassung zur Abschlussklausur zwingend abgegeben werden musste. Jedes dieser 

Übungsblätter enthielt eine Aufgabe mit Anwendungsbezug zu einer anderen 

ingenieurwissenschaftlichen Disziplin. In diesem Projekt lag der Schwerpunkt jedoch auf der 

Analyse verschiedener affektiver Merkmale. Es wurden zwar Effekte auf die Prüfungsleistung 

untersucht, jedoch konnten keine signifikanten Unterschiede zwischen einer Gruppe, die 

Übungsblätter mit den Anwendungsaufgaben erhalten hat, und einer Gruppe, die Übungsblätter 

ohne diese Anwendungsaufgaben erhalten hat, festgestellt werden (Wolf, 2017, S. 455 f.). Bei 

den affektiven Merkmalen wurde eine leicht positive Tendenz hinsichtlich der Entwicklung von 

Motivation über das Semester hinweg festgestellt (Wolf, 2017, S. 470 f.), wohingegen die 

Einschätzung der Relevanz von Mathematik für das eigene Studium auf ähnlichem Niveau 

blieb (Wolf, 2017, S. 466 ff.). 

An einer weiteren deutschen Fachhochschule wurde die Integration von 

anwendungsorientierten Beispielen in Vorlesungen hinsichtlich affektiver Merkmale evaluiert 

(Hilger & Schmitz, 2024). Dazu wurden die Studierenden zu jedem Beispiel hinsichtlich der 

Motivation und der Anwendbarkeit des zugrundeliegenden mathematischen Wissens befragt. 

Auf Basis der Selbsteinschätzung zeigten sich positive Effekte dahingehend, dass die 

Studierenden zumindest die Inhalte als relevant einstuften und den Eindruck hatten, das 

mathematische Wissen erfolgreich in ihre Anwendungen transferieren zu können. 

Im Projekt MathePraxis (Rooch et al., 2014) wurden abgeschlossene 

ingenieurwissenschaftliche Forschungsprojekte didaktisch reduziert, um sie in einem 

projektbasierten Mathematik-Seminar einzusetzen. In diesem Seminar konnten sich 

Studierende des zweiten Semesters in Gruppen von 5 Personen mit einem dieser 

Forschungsprojekte auseinandersetzen. Dabei sollten sie eigenständig den Forschungsprozess 

rekonstruieren und lernen, wie die bisher erlernten mathematischen Inhalte in praktischen 

Modellierungsaktivitäten angewendet werden. Verschiedene affektive Merkmale wurden 

untersucht und mit einer Kontrollgruppe verglichen, die nur am regulären Vorlesungsbetrieb 

teilnahm. Studierende, die am Projekt MathePraxis teilgenommen haben, schätzten am Ende 

des Semesters die Nützlichkeit verschiedener mathematischer Konzepte und den 

Anwendungsbezug von Mathematik höher ein. Außerdem sehen diese Studierenden die 

Mathematik am Ende des Semesters eher als Lösungsprozess. Die Einstellung, dass 

Mathematik als reiner Werkzeugkasten dient, bleibt über das Semester konstant. In der 

Kontrollgruppe nimmt diese Sichtweise zum Ende des Semesters zu, während die Nützlichkeit 

und der Anwendungsbezug der mathematischen Inhalte nur geringfügig höher oder sogar 

niedriger eingeschätzt werden. Insgesamt konnte durch das Projekt verdeutlicht werden, dass 

die Mathematik einen hohen Nutzen für das Ingenieurstudium hat und die vermittelten 

Konzepte einen hohen Anwendungsbezug aufweisen. 

Insgesamt gibt es auf Tertiärstufe ein paar Projekte, die den Einfluss von 

anwendungsorientierten Aufgaben oder Vorlesungsbeispielen auf affektive Merkmale wie die 
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Nützlichkeit der Mathematik für das eigene Studium untersuchen. Wie sich eine 

anwendungsorientierte Instruktion innerhalb einer Mathematikvorlesung auf das konzeptuelle 

Wissen der Studierenden auswirkt, wurde bisher nicht untersucht.  

2.6 Förderung des Funktionenverständnisses mit digitalen Materialien 

Zahlreiche Studien belegen, dass sich der Einsatz digitaler Werkzeuge bzw. Lernumgebungen 

positiv auf den Erwerb eines konzeptuellen Funktionenverständnisses auswirkt (u. a. Digel et 

al., 2023; Göbel, 2021; Günster & Weigand, 2022; Lichti, 2019; Roth, 2022). Allerdings wird 

auch betont, dass der Einsatz eines digitalen Werkzeugs nur dann einen positiven Effekt hat, 

wenn er lernzielförderlich und gut vorbereitet erfolgt (Barzel & Klinger, 2022; Roth, 2022). 

Aus diesem Grund werden zunächst allgemeine Gestaltungskriterien multimedialen Lernens 

vorgestellt (Mayer, 2001). Darauf aufbauend werden die Begriffe digitales Werkzeug und 

digitale Lernumgebung eingeführt. Im abschließenden Teilkapitel werden praktische 

Implikationen für die Gestaltung einer digitalen Lernumgebung abgeleitet, sodass diese die drei 

Grundvorstellungen gezielt adressiert und den Umgang mit verschiedenen Darstellungen und 

deren Verknüpfung fördert. 

2.6.1 Lernen mit multimedialen Materialien  

Richard E. Mayer (2001) hat in seinem Buch über multimediales Lernen zum einen eine 

Theorie aufgestellt, wie Lernen mit verschiedenen Medien beschrieben werden kann. Zum 

anderen hat er mehrere Kriterien abgeleitet und empirisch überprüft, welche dieser Kriterien 

einen positiven Einfluss auf das Lernen haben. Innerhalb des multimedialen Lernens werden 

alle Medien berücksichtigt, die auf Wort und Bild zurückgreifen. Dies können sowohl statische 

Formen in Textbüchern als auch dynamische Animationen in Computerspielen oder 

Simulationen sein (Mayer, 2021). Damit wurde bewusst eine weite Definition gewählt, um 

möglichst unterschiedliche Medien zu berücksichtigen. Darüber hinaus beschränkt sich diese 

Theorie auf die beiden wichtigsten Kanäle der Informationsaufnahme, das Sehen und das 

Hören. Dies führt direkt zur ersten Annahme der Theorie, dass Informationen über 

verschiedene, in diesem Fall zwei, Kanäle aufgenommen und verarbeitet werden können 

(Mayer, 2001, S. 46 ff.). Diese Informationen werden auf beiden Kanälen getrennt voneinander 

aufgenommen. Allerdings können visuelle und auditive Signale auch miteinander verknüpft 

werden, sodass eine Integration beider Kanäle stattfindet. Die zweite Annahme bezieht sich auf 

die begrenzte Aufnahmefähigkeit des Menschen (Mayer, 2001, S. 48 ff.). Im so genannten 

Arbeitsgedächtnis können nur wenige neue Informationen gleichzeitig verarbeitet werden. In 

der Cognitive Load Theory (Sweller, 2010) wird zudem davon ausgegangen, dass es eine 

intrinsische und eine extrinsische kognitive Belastung gibt. Die intrinsische kognitive 

Belastung hängt mit dem zu lernenden Inhalt zusammen, während die extrinsische kognitive 

Belastung nicht direkt mit dem Inhalt zusammenhängt. Beispielsweise können neben einer 

Aufgabenstellung irrelevante Bilder oder weitere nicht notwendige Informationen präsentiert 

werden, die die Aufmerksamkeit von der eigentlichen Aufgabe ablenken. Um die begrenzte 

Kapazität des Arbeitsgedächtnisses nur mit relevanten Informationen zu belasten, sollte die 

extrinsische kognitive Belastung bei der Gestaltung multimedialer Lernsettings minimiert 

werden. Dies kann u.a. durch die Berücksichtigung der Prinzipien des multimedialen Lernens 
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erreicht werden (Mayer & Moreno, 2003). Als drittes wird angenommen, dass Lernen eine 

aktive Wissenskonstruktion erfordert (Mayer, 2001, S. 50 ff.). Dazu werden neue 

Informationen aufgenommen, zu einem mentalen Modell verarbeitet und so mit bereits 

bestehendem Vorwissen verknüpft. Durch den letzten Prozess wird eine Speicherung im 

Langzeitgedächtnis ermöglicht. In seiner Theorie des multimedialen Lernens hat Mayer (2001, 

S. 53 ff.) mehrere Schritte des aktiven Wissenserwerbs identifiziert. Demnach müssen relevante 

Bilder und Wörter zunächst ausgewählt und anschließend zu einem kohärenten mentalen 

Modell verarbeitet werden, ehe diese miteinander in Beziehung gesetzt werden können. Damit 

diese Prozesse gelingen, wurden Kriterien definiert, wie multimediale Medien gestaltet sein 

sollten. Alle diese Kriterien wurden empirisch überprüft und es konnte jeweils ein positiver 

Effekt auf das Lernen mit multimedialen Medien nachgewiesen werden. Tabelle 2.2 fasst die 

sieben multimedialen Gestaltungsprinzipien kurz zusammen. Über allem steht das erste Prinzip, 

das Multimedia Prinzip. Darstellungen, die mehrere Kanäle ansprechen, sind effektiver als 

Darstellungen, die nur einen Aufnahmekanal ansprechen. Aus den weiteren Prinzipien wird 

jedoch deutlich, dass bei der Integration mehrerer medialer Aufnahmekanäle darauf zu achten 

ist, dass diese gut miteinander vernetzt werden. Gelingt dies nicht, kann stattdessen die externe 

kognitive Belastung steigen, was den positiven Lerneffekt verringert (Mayer & Moreno, 2003). 

Tabelle 2.2 Multimediale Gestaltungsprinzipien nach Mayer (2001) 

Prinzip Beschreibung 

Multimedia Prinzip Personen lernen mehr durch die Darstellung von Bildern und 

Worten als nur durch Worte. 

Prinzip der räumlichen 

Kontiguität 

Personen lernen mehr, wenn zusammengehörende Bilder und 

Wörter in räumlicher Nähe präsentiert werden anstatt weit 

voneinander entfernt. 

Prinzip der zeitlichen 

Kontiguität 

Personen lernen mehr, wenn zusammengehörende Bilder und 

Worte gleichzeitig präsentiert werden anstatt 

aufeinanderfolgend. 

Kohärenzprinzip Personen lernen mehr, wenn zusätzliche externe Materialien 

wie Bilder, Texte oder Audio nicht präsentiert werden.  

Modalitätsprinzip Personen lernen mehr durch die Präsentation von Bildern und 

gesprochenem Text als durch Bilder und geschriebenem 

Text. 

Redundanzprinzip Personen lernen mehr durch Bild und gesprochenen Text als 

durch Bild, gesprochenen und geschriebenen Text. 

Prinzip der individuellen 

Unterschiede 

Die Effekte der Designprinzipien sind bei Lernenden mit 

geringerem Vorwissen stärker als bei Lernenden mit hohem 

Vorwissen. 

Schnotz und Bannert (2003) weisen u.a. darauf hin, dass der Einsatz von Bild und Text nicht 

immer zu einem höheren Lernerfolg führt, sodass auch die anderen Prinzipien von Mayer 

(2001) für den Erfolg des Multimedia Prinzips entscheidend sind. In einem Überblick über das 

integrierte Modell des Text- und Bildverstehens führt Schnotz (2021) aus, dass jede zusätzliche 

Darstellung eines Inhalts mit kognitiven Kosten, also einer kognitiven Belastung, einhergeht. 
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Dementsprechend sollte der Einsatz einer zusätzlichen Darstellung gut überlegt sein und jede 

zusätzliche Darstellung sollte mit bestehenden Darstellungen verknüpft werden, um die 

kognitive Belastung gering zu halten. Diese kognitive Belastung kann u. a. durch die Beachtung 

der Prinzipien der räumlichen und zeitlichen Kontiguität verringert werden. Dies erfordert, dass 

zusammengehörende Bilder und Texte nah zueinander und gleichzeitig präsentiert werden 

sollen. Neben diesen sieben Prinzipien zur Gestaltung multimedialer Materialien haben sich 

weitere Prinzipien entwickelt, die die kognitive Belastung reduzieren bzw. die Aufmerksamkeit 

gezielt auf relevante Inhalte lenken. Dazu gehört das Prinzip der Signalisierung (engl. Signaling 

Principle) (Fiorella & Mayer, 2021; Van Gog, 2021). Durch gezielte verbale oder visuelle 

Unterstützung soll die Aufmerksamkeit der Lernenden gezielt auf relevante Inhalte der 

Materialien gelenkt werden. Visuelle Signale können durch das Einfärben, Zoomen und 

Verknüpfen von Elementen ausgelöst werden (Van Gog, 2021). Durch Farbcodierung (engl. 

color coding), d.h. gleiche Farbgebung für zusammengehörenden Text und Bild, konnten 

ebenfalls positive Effekte auf das Lernen identifiziert werden (Kalyuga et al., 1999). Ein 

weiteres Prinzip beschreibt die Segmentierung von Inhalten (Mayer & Fiorella, 2021). Dabei 

werden Inhalte in kleinere Abschnitte unterteilt, sodass nicht zu viele Informationen 

gleichzeitig verarbeitet werden müssen, was zu einer kognitiven Überlastung führen kann. 

Insbesondere die Verarbeitung mehrerer Repräsentationen kann eine Herausforderung 

darstellen (Ainsworth, 1999, 2021; Schnotz, 2021), sodass diese eher sukzessive als gleichzeitig 

eingeführt werden sollten. 

2.6.2 Digitale Werkzeuge und digitale Lernumgebungen in der Mathematik 

Digitale Werkzeuge zur Gestaltung digitaler Lernumgebungen bieten vielfältige Möglichkeiten 

für das Lehren und Lernen mathematischer Inhalte. Unter einem digitalen Werkzeug werden 

im deutschsprachigen Raum Technologien zusammengefasst, die in verschiedenen 

mathematischen Bereichen eingesetzt werden können und einen Nutzen für die Lösung von 

Problemen aufweisen. Sie sind also im Gegensatz zu einer digitalen Lernumgebung nicht 

fachspezifisch. Zu den digitalen Werkzeugen zählen unter anderem Taschenrechner, Computer-

Algebra-Systeme oder Tabellenkalkulationsprogramme (Barzel & Klinger, 2022). Digitale 

Werkzeuge bieten viele Chancen, die das Mathematiklernen verbessern können. Allerdings 

steht jeder potenziellen Chance auch ein Risiko gegenüber, das es zu berücksichtigen gilt. 

Durch die Berücksichtigung der Gestaltungskriterien aus dem vorhergehenden Kapitel können 

diese Risiken teilweise verringert werden. Mit Hilfe digitaler Werkzeuge können mehrere 

Darstellungen nebeneinander präsentiert und miteinander in Beziehung gesetzt werden (Barzel 

& Klinger, 2022). Dies kann den Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungen fördern. 

Allerdings muss darauf geachtet werden, dass die kognitive Belastung nicht zu hoch wird und 

nicht zu viele Darstellungen gleichzeitig eingeführt werden (Ainsworth, 1999; Schnotz & 

Bannert, 2003). Darüber hinaus können Modellierungsaktivitäten durchgeführt werden, da z. B. 

reale Daten leicht integriert werden können und Modelle mit digitalen Werkzeugen 

konzeptualisiert werden können. Dabei können auch prozedurale Tätigkeiten vereinfacht oder 

ganz ausgelagert werden. Dies ermöglicht eine intensivere Auseinandersetzung mit den 

konzeptionellen Inhalten eines Themas. Die Einbeziehung realer Modellierungsaktivitäten 

erhöht jedoch auch die Komplexität, sodass die Lernenden neben den eigentlichen 
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mathematischen Inhalten mit weiteren Hürden konfrontiert werden. Die Reduktion der 

prozeduralen Tätigkeit geht einerseits mit der Gefahr einher, dass manuelle Rechenfertigkeiten 

zu sehr vernachlässigt werden (Schwenk-Schellschmidt, 2013). Andererseits kann ein 

unreflektierter Umgang mit digitalen Werkzeugen dazu führen, dass konzeptuelles inhaltliches 

Wissen nicht gefördert wird. Drijvers et al. (2016) halten dem entgegen, dass die genannten 

Potenziale nur durch entsprechende Aufgabenstellungen und die Gestaltung des 

Unterrichtseinsatzes erreicht werden können. Demnach ist der bloße Einsatz digitaler 

Werkzeuge kein Garant für einen erhöhten Wissenserwerb. Es muss ein reflektierter Umgang 

mit der eingesetzten Technologie stattfinden, damit die Lernenden davon profitieren können. 

Grundsätzlich können digitale Werkzeuge sowohl zum Lernen als auch zum Anwenden von 

Mathematik eingesetzt werden (Drijvers, 2019). Barzel und Klinger (2022) stehen der Haltung 

kritisch gegenüber, dass sie nur zum Anwenden von Mathematik genutzt werden können und 

auch nur dann, wenn die zugrunde liegende Mathematik bereits gelernt wurde. Aus ihrer Sicht 

wird dadurch das Potenzial digitaler Werkzeuge Ăfür das verstehensorientierte Lernen 

mathematischer Inhalteñ (Barzel & Klinger, 2022, S. 98) nicht ausgeschöpft. 

Im Gegensatz zu digitalen Werkzeugen sind digitale Lernumgebungen themenspezifisch. In 

digitalen Lernumgebungen wird jedoch mit digitalen Werkzeugen gearbeitet, sodass eine 

Unterscheidung nicht immer einfach ist. Nach Roth (2022, S. 112) handelt es sich bereits dann 

um eine digitale Lernumgebung, Ăwenn eine Lernumgebung durch von Lernenden interaktiv 

nutzbare computer-basierte Elemente (z. B. Applets) digital angereichert wurdeñ. Damit ist ein 

breites Spektrum digitaler Lernumgebungen möglich. So können sowohl vollständig digitale 

Umgebungen mit adaptiven Systemen als auch analoge Aufgaben, die mit einem digitalen 

Werkzeug bearbeitet werden sollen, als digitale Lernumgebungen bezeichnet werden. Die 

Definition des Begriffs Lernumgebung orientiert sich an Eigenschaften, die ein 

Lernarrangement erfüllen sollte, um dem Begriff Lernumgebung gerecht zu werden. Dazu 

gehören das selbstständige Arbeiten, die Anregung zu Prozessen der aktiven 

Wissenskonstruktion, der Einsatz geeigneter Medien und Materialien, Aktivitäten zur 

Kommunikation und Reflexion sowie die Rahmung durch ein strukturierendes Setting, sodass 

die Lernenden auf die Arbeit vorbereitet und zur systematischen Zusammenfassung ihrer 

Erkenntnisse wieder abgeholt werden. Darüber hinaus wird eine Lernumgebung durch ein 

Netzwerk von Aufgaben gebildet, die sich einem bestimmten Inhalt widmen, eine Offenheit für 

Differenzierung ermöglichen und die Dokumentation von Arbeitsschritten und Ergebnissen 

erfordern (Roth, 2022). Aus diesen Kriterien wird ersichtlich, dass die Bedingungen einer 

Lernumgebung weitaus stärker sind als die zusätzlichen Bedingungen der digitalen 

Anreicherung zu einer digitalen Lernumgebung. Dennoch sollte entsprechend dem vorherigen 

Abschnitt darauf geachtet werden, dass eine digitale Anreicherung sinnvoll und 

lernzielorientiert möglich ist. Grundsätzlich sollte bei der Gestaltung einer digitalen 

Lernumgebung nie die Technik im Mittelpunkt stehen. Vielmehr ist die Ausrichtung auf die 

Lernenden entscheidend (Roth, 2022), sodass die Lernumgebung und die Einbindung digitaler 

Werkzeuge immer auf das Lernziel und die Voraussetzungen der Lernenden abgestimmt sein 

sollten. Um die Nutzung der digitalen Werkzeuge gezielt einzuschränken und damit auch die 

externe kognitive Belastung zu reduzieren, bietet sich die Erstellung von Applets an. Mit Hilfe 
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des dynamischen Mathematik-Systems (DMS) GeoGebra (https://www.geogebra.org/) kann 

beispielsweise gesteuert werden, welche Elemente angezeigt werden und es können 

vorgefertigte Darstellungen erstellt werden, mit denen die Lernenden arbeiten. Aus diesen 

Gründen hält Roth (2008) die Arbeit mit Applets in digitalen Lernumgebungen für zielführend. 

Dadurch werden die notwendigen Kompetenzen für die Arbeit mit dem digitalen Werkzeug 

reduziert und der mathematische Inhalt rückt in den Mittelpunkt. Innerhalb digitaler 

Lernumgebungen gibt es verschiedene Möglichkeiten, multimediale Gestaltungsprinzipien zu 

realisieren. Durch sogenanntes dyna-linking können verschiedene Darstellungen miteinander 

verknüpft werden. Eine Veränderung innerhalb einer Darstellung führt unmittelbar zu den 

entsprechenden Veränderungen in allen mit ihr verknüpften Darstellungen (Ainsworth, 1999; 

Roth, 2022). Darüber hinaus nennt Roth (2005, S. 122) Merkmale, die das Prinzip der 

Signalisierung umsetzen, Fokussierungshilfen. Dazu zählen die einheitliche Vergabe von 

Farben zu inhaltlich zusammengehörenden Elementen, die Wahl der Linienstärke oder die 

Verwendung von Hilfslinien. Weitere Prinzipien nach Mayer (2001) wurden bereits bei der 

technischen Gestaltung von GeoGebra berücksichtigt (Hohenwarter & Preiner, 2008). Das 

Multimedia Prinzip wird durch die Möglichkeit der Beschriftung von Objekten umgesetzt. 

Aufgrund der räumlichen Nähe befinden sich diese Beschriftungen direkt neben dem jeweiligen 

Objekt. Auf zusätzliche externe Bilder wird verzichtet, sodass das Kohärenzprinzip eingehalten 

wird. Eine einheitliche Farbgebung zusammenhängender Elemente wird bei der Beschriftung 

automatisch berücksichtigt. Wird ein weiteres zusammenhängendes Objekt erzeugt, kann die 

Farbgebung über die Einstellungen angepasst werden, was wiederum die Umsetzung von 

Fokussierungshilfen ermöglicht. Eine Segmentierung der Inhalte innerhalb eines Applets kann 

unter anderem durch die Verwendung von Schaltflächen oder Schiebereglern erreicht werden 

(Engelhardt et al., 2023). 

2.6.3 Digitale Lernumgebungen und Funktionen 

Aus den vorangegangenen Teilkapiteln geht hervor, dass mit Hilfe digitaler Medien mehrere 

Repräsentationen gleichzeitig dargestellt und unter Berücksichtigung der genannten 

Gestaltungskriterien miteinander verknüpft werden können. Da Funktionen nur über externe 

Darstellungen erfasst werden können (Duval, 2006) und der Wechsel zwischen verschiedenen 

Darstellungen als zentrales Merkmal eines ausgeprägten konzeptuellen 

Funktionenverständnisses gilt (vgl. Kapitel 2.3), bietet die Vernetzung verschiedener 

Darstellungen durch digitale Werkzeuge insbesondere für das Lehren und Lernen des 

Funktionsbegriffs einen großen Vorteil. Um die Risiken einer kognitiven Überforderung bei 

der Verarbeitung multipler Repräsentationen zu reduzieren (Ainsworth, 1999; Schnotz & 

Bannert, 2003), wurde bereits in Kapitel 2.6.1 auf Fokussierungshilfen und dyna-linking 

eingegangen (Roth, 2008, 2022). Bevor die Möglichkeiten digitaler Werkzeuge und 

Lernumgebungen im Hinblick auf den Funktionsbegriff dargestellt werden, soll zunächst darauf 

eingegangen werden, welche Darstellungen für den Erwerb eines konzeptuellen 

Funktionenverständnisses besonders geeignet sind. 

Rolfes (2018) hat im Rahmen seiner Dissertation untersucht, welche Darstellung einer Funktion 

lerneffizienter ist. Vereinfacht gesagt ist eine Darstellung dann lerneffizienter als eine andere, 
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wenn durch das Lernen mit dieser Darstellung Ădie kognitiven Strukturen für eine bestimmte 

Anforderung effizienter modifiziert oder erweitert werden alsñ (Rolfes, 2018, S. 62) mit der 

anderen Darstellung. Es zeigte sich, dass der Graph lerneffizienter ist als die Tabelle (Rolfes, 

2018, S. 161; Rolfes et al., 2022). Zudem konnten die Lernenden, die Funktionen nur mit dem 

Graphen erarbeiteten, ihr erworbenes Wissen besser auf die nicht behandelte Darstellung 

Tabelle übertragen (Rolfes, 2018, S. 160). Darüber hinaus hat eine weitere Gruppe das Thema 

Funktionen mit der Tabelle und dem Graphen erarbeitet. In dieser Gruppe war der Lernzuwachs 

am größten. Allerdings ist zu beachten, dass die Gruppe mit Tabelle und Graph erst gegen Ende 

der Intervention einen starken Lernzuwachs verzeichnete (Rolfes, 2018, S. 159). Zum Zeitpunkt 

des Zwischentests weist die Gruppe, die Funktionen mit dem Graphen erarbeitet hat, einen 

deutlich höheren Lernzuwachs auf. Daraus lässt sich schließen, dass 1) der Graph lerneffizienter 

ist und 2) das Lernen mit mehreren Darstellungen anspruchsvoller ist und mehr Zeit benötigt, 

um einen hohen Lernerfolg zu erzielen. Darüber hinaus stellten Rolfes et al. (2020) fest, dass 

das konzeptuelle Verständnis von Funktionen durch dynamische Darstellungen effektiver 

gefördert wird als durch statische Darstellungen. Bei den dynamischen Darstellungen wurde 

zusätzlich zwischen linear-dynamischen und interaktiven Darstellungen unterschieden. Bei 

linear-dynamischen Darstellungen handelt es sich beispielsweise um Videos, die von den 

Lernenden nur gestartet oder gestoppt werden können. Interaktive Darstellungen enthalten 

Steuerelemente wie z.B. einen Schieberegler. Mit diesen Steuerelementen kann die Dynamik 

der Darstellung durch den Lernenden gesteuert werden. Zwischen linear-dynamischen und 

interaktiven Darstellungen konnte kein signifikanter Unterschied im Lernergebnis festgestellt 

werden. 

Lichti (2019) untersuchte in ihrer Dissertation, ob das funktionale Denken durch 

gegenständliche Materialien oder durch vergleichbare Computersimulationen stärker gefördert 

wird. Es zeigte sich, dass die Lernenden sowohl mit den gegenständlichen Materialien als auch 

mit den Computersimulationen einen signifikanten Lernzuwachs erzielten. Allerdings war der 

Lernzuwachs in der Gruppe, die mit den Computersimulationen funktionale Zusammenhänge 

erkundete, deutlich größer (Lichti, 2019, S. 199 f.). Die Computersimulation des funktionalen 

Zusammenhangs Bleistifte spitzen (Lichti, 2019, S. 159 f.) ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Auf 

der linken Seite ist die reale Situation in Form eines Bleistiftes dargestellt. Durch Drücken der 

Schaltfläche Spitzen werden 30 weitere Spitzbewegungen simuliert und der Bleistift verliert an 

Länge. Auf der linken Seite werden Punkte, die die Länge des Bleistifts in Abhängigkeit von 

der Anzahl der Spitzbewegungen angeben, in ein Koordinatensystem eingetragen. In der 

Computersimulation werden die Länge des Bleistifts und der Punkt im Koordinatensystem 

durch dyna-linking, in diesem Fall eine rote gestrichelte Linie, miteinander verbunden. 

Außerdem werden verschiedene Fokussierungshilfen verwendet. Rot eingefärbt sind u.a. die 

Schaltfläche Spitzen, die Beschriftung Spitzenbewegungen sowie eine Strecke auf der 

horizontalen Achse. Um den höheren Lernzuwachs durch die Computersimulationen zu 

erklären, wurden qualitative Aussagen der Lernenden untersucht. Es zeigte sich, dass durch die 

Arbeit mit den dynamischen Simulationen die Lernenden in ihren Aussagen häufiger die 

Grundvorstellungen Kovariation und Objekt adressieren und sich häufiger mit dem Graphen 

auseinandersetzten. Durch die Arbeit mit den gegenständlichen Materialien wurde hingegen die 
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Grundvorstellung Zuordnung häufiger adressiert (Lichti, 2019, S. 230 f.). Diese Ergebnisse 

führten dazu, dass Digel et al. (2023) digitale Computersimulationen und gegenständliche 

Materialien miteinander kombinierten. Die erste Gruppe, die ein numerisch orientiertes 

Lernsetting erhielt, arbeitete zunächst intensiver mit gegenständlichen Materialien. Hier 

wurden numerische Werte gemessen und in einer Tabelle notiert. Erst danach wurden die 

Wertepaare in der Tabelle mithilfe einer Simulation in einen dynamisch animierten Graphen 

übertragen. Die zweite Gruppe erhielt ein qualitatives Lernsetting, in dem von Anfang an mit 

dynamischen Simulationen gearbeitet wurde. Erst am Ende der Intervention erhielten die 

Lernenden dieser Gruppe das gegenständliche Material, um ihr zuvor erworbenes Wissen 

anhand von real gemessenen Daten zu überprüfen. Dementsprechend wurde in der ersten 

Gruppe zunächst die Grundvorstellung Zuordnung durch die Arbeit mit gegenständlichem 

Material adressiert. Durch die anschließende Arbeit mit der Simulation wurde Kovariation 

thematisiert. In der zweiten Gruppe wurde von Beginn an die Grundvorstellung Kovariation 

adressiert und zum Abschluss der Einheit Zuordnung durch die Arbeit mit gegenständlichen 

Materialien thematisiert. Der Lernzuwachs war in der zweiten Gruppe signifikant höher. Da die 

Grundvorstellung Kovariation als schwieriger angesehen wird als Zuordnung (Malle, 2000), ist 

anzunehmen, dass die Lernenden von dem qualitativen Setting mit der digitalen Simulation, 

das die Grundvorstellung Kovariation von Beginn an adressiert, stärker profitieren. 

Abbildung 2.8 Computersimulation Bleistifte spitzen (entnommen aus Lichti (2019, S. 158 f.)) 

 
Anmerkung. Das dargestellte GeoGebra Applet ist unter 

https://www.geogebra.org/m/VqVxutUB#material/WEbuTpdX verfügbar. 

Mit digitalen Werkzeugen kann der Zusammenhang zwischen den Darstellungen Term und 

Graph untersucht werden (Günster & Weigand, 2022). Göbel (2021, S. 74 f.) hat dazu drei 

Gruppen, die mit unterschiedlichen digitalen Werkzeugen arbeiteten, und eine Kontrollgruppe 

miteinander verglichen. In allen Gruppen wurde am Beispiel einer quadratischen Funktion der 

Einfluss von Parametern auf den Graphen untersucht. In der Kontrollgruppe wurden keine 
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digitalen Werkzeuge verwendet. Die Lernenden arbeiteten nur mit Papier. In der ersten Gruppe 

mit digitalem Werkzeug wurde ein Taschenrechner zur Visualisierung eines eingegebenen 

Terms verwendet. Zusammen mit der Kontrollgruppe werden diese beiden Gruppen als statisch 

bezeichnet, da sie mit statischen Abbildungen arbeiten. Der zweiten Gruppe mit digitalem 

Werkzeug stand ein Applet zur Verfügung, mit dem der Graph, also die Parabel, selbstständig 

bewegt werden konnte. Dazu konnte der Scheitelpunkt verschoben werden, um die Funktion 

horizontal oder vertikal zu verschieben. Wird ein anderer Punkt verschoben, wird die Parabel 

gestreckt oder gestaucht. Gleichzeitig wird der Term angezeigt, der sich durch das Verschieben 

der jeweiligen Punkte ändert. In der dritten Gruppe mit digitalen Werkzeugen hatten die 

Lernenden ein Applet, in dem jeder Parameter mit einem Schieberegler gesteuert werden 

konnte. Durch Verschieben des Schiebereglers änderte sich der Graph entsprechend. Diese 

beiden Gruppen wurden als dynamisch bezeichnet. In den beiden dynamischen Gruppen 

wurden deutlich mehr Beziehungen zwischen den Parametern und dem Graphen hergestellt als 

in den beiden statischen Gruppen (Göbel, 2021, S. 151 ff.). Darüber hinaus stellten die 

Lernenden der zweiten Gruppe, die mit digitalen Werkzeugen arbeiteten, mehr Bezüge 

zwischen den Parametern, die die Parabel streckten, stauchten oder vertikal verschoben, und 

dem Graphen her. Lernende, die die Parameter mit Schiebereglern steuern konnten, nannten 

mehr Beziehungen zwischen dem Term und dem Graphen, wenn dieser horizontal verschoben 

wurde. Dies kann daran liegen, dass die Schieberegler in horizontaler Richtung verschoben 

werden und somit die Parabel in die gleiche Richtung verschoben wird wie der Schieberegler. 

Darüber hinaus ermöglichen Schieberegler eine gezielte Analyse der einzelnen Parameter 

(Göbel, 2021, S. 213). Die Verschiebung des Scheitelpunktes führt in der Regel zu einer 

vertikalen und horizontalen Verschiebung der Parabel. Diese Studie bestätigt, dass es mit Hilfe 

von dynamischen digitalen Werkzeugen leichter ist, den Zusammenhang zwischen den 

Parametern eines Terms und dem Graphen zu erkennen. Folglich fördern digitale Werkzeuge 

den Darstellungswechsel zwischen Graph und Term. 
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3 Forschungsfragen 

Das übergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, zu untersuchen, ob durch eine 

gezielte Anwendungsorientierung und dem Fokus auf Grundvorstellungen das konzeptuelle 

Funktionenverständnis bei Studierenden der Life Sciences gefördert werden kann. In Kapitel 

2.2.2 und Kapitel 2.3 wurde herausgestellt, dass das konzeptuelle Funktionenverständnis durch 

die drei Grundvorstellungen Zuordnung, Kovariation, Objekt und den Umgang mit 

verschiedenen Darstellungen sowie deren Wechsel operationalisiert werden kann. In Kapitel 

2.4.2 wurden funktionale Zusammenhänge in Life Sciences Anwendungen beschrieben. Es 

stellte sich heraus, dass sämtliche Grundvorstellungen und die häufige Verwendung der 

Darstellungen Graph und Term in einschlägigen Lehrbüchern identifiziert werden können. 

Demnach benötigen Studierende der Hochschule für Life Sciences (HLS) ein solides 

konzeptuelles Funktionenverständnis, um auf die Inhalte späterer Anwendungen zugreifen zu 

können. In Kapitel 2.4.3 verdeutlichte sich jedoch, dass Studierende Probleme haben, mit 

Funktionen sowie deren Darstellungen in verschiedenen naturwissenschaftlichen 

Anwendungen umzugehen. Neben einem gering ausgeprägten konzeptuellen Verständnis fällt 

es Studierenden schwer, Verknüpfungen zwischen ihrem mathematischen Wissen und den 

naturwissenschaftlichen Anwendungen herzustellen. Dies eröffnet die Frage, ob diese Hürden 

durch eine gezielte Anwendungsorientierung beim Erlernen des Funktionenkonzepts 

angegangen werden kann. Bisher gibt es wenige Erkenntnisse darüber, ob 

anwendungsorientierte Interventionen einen positiven Einfluss auf den Lernerfolg von 

Studierenden haben. Bisher wird meistens untersucht, welchen Einfluss anwendungsorientierte 

Interventionen auf affektive Merkmale der Studierenden haben. Um den Einfluss von 

Anwendungsorientierung in Verbindung mit den Grundvorstellungen auf den Lernerfolg der 

Studierenden zu untersuchen, wurde zunächst eine entsprechende Intervention konzipiert. Zur 

Beurteilung des Lernerfolgs wird diese Intervention in der Erstsemestervorlesung Grundlagen 

Mathematik ï Analysis I an der Hochschule für Life Sciences während des Kapitels Funktionen 

eingesetzt. Aus der bestehenden Literatur geht hervor, dass insbesondere dynamische 

Darstellungen innerhalb von digitalen Lernumgebungen das konzeptuelle 

Funktionenverständnis fördern. Auf Basis des in Kapitel 2.6 skizzierten Forschungsstands 

wurde eine digitale Lernumgebung, die sich mit einem Anwendungsbeispiel aus den Life 

Sciences befasst, als Intervention konzipiert. 

Aus den skizzierten Überlegungen leitet sich ein zentrales Forschungsinteresse der 

vorliegenden Arbeit ab. Basierend darauf werden die Forschungsfragen formuliert. 

Zentrales Forschungsinteresse: Wie lässt sich das konzeptuelle Funktionenverständnis durch 

eine digitale Lernumgebung, die sich durch eine gezielte Anwendungsorientierung und die 

Fokussierung auf Grundvorstellungen auszeichnet, auf Tertiärstufe fördern?  

Forschungsfrage FF1: Wird das konzeptuelle Funktionenverständnis durch die Bearbeitung 

einer digitalen Lernumgebung, die sich durch eine gezielte Anwendungsorientierung und die 

Fokussierung auf Grundvorstellungen auszeichnet, stärker gefördert als in einer Vorlesung, 

die auf den eigenständigen Wissenserwerb durch die Bearbeitung von Übungsaufgaben setzt? 
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Forschungsfrage FF2: Welchen Einfluss hat eine vollständige Bearbeitung der digitalen 

Lernumgebung im Vergleich zu einer unvollständigen Bearbeitung auf den Lernerfolg 

hinsichtlich des konzeptuellen Funktionenverständnisses? 

Forschungsfrage FF3: Welchen Einfluss hat die studienbezogene Relevanz des 

Anwendungskontextes chemische Reaktion auf den Lernerfolg hinsichtlich des konzeptuellen 

Funktionenverständnisses? 
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4 Entwicklung der digitalen Lernumgebung 

In diesem Kapitel wird die Entwicklung der digitalen Lernumgebung beschrieben. Mit Hilfe 

dieser Lernumgebung soll untersucht werden, welchen Einfluss ein gezielter 

Anwendungsbezug und die Orientierung an Grundvorstellungen auf das konzeptuelle 

Funktionenverständnis auf Tertiärstufe haben. Dementsprechend wurde die digitale 

Lernumgebung so konzipiert, dass die Aufgaben einen Anwendungskontext aus dem Bereich 

der Life Sciences aufgreifen und die Grundvorstellungen adressieren. Im ersten Teilkapitel wird 

der Aufbau der Vorlesung Grundlagen Mathematik - Analysis I an der Hochschule für Life 

Sciences (HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) vorgestellt. Danach wird die 

Konzeption der digitalen Lernumgebung erläutert. Es wird beschrieben, wie der 

Anwendungskontext ausgewählt wurde, wie dieser Anwendungskontext mit Hilfe von digitalen 

Applets simuliert wird, wie die einzelnen Aufgaben erstellt wurden und wie die Instruktion 

während der Vorlesungszeit gestaltet wurde. Darüber hinaus wird die Überarbeitung der 

Lernumgebung zwischen den beiden aufeinanderfolgenden Jahren, in denen die Lernumgebung 

eingesetzt wurde, vorgestellt. 

4.1 Aufbau der Vorlesung an der Hochschule für Life Sciences 

Die digitale Lernumgebung wurde in zwei aufeinander folgenden Jahren in der Vorlesung 

Grundlagen Mathematik - Analysis I eingesetzt. Die Vorlesung findet planmäßig im ersten 

Semester statt und ist für alle Studierenden der HLS verpflichtend. Die Methodik dieser 

Vorlesung unterscheidet sich von einer klassischen Vorlesung. Grob gesagt wird weniger 

direkte Instruktion eingesetzt und stattdessen ein angeleiteter, aber eigenständiger 

Wissenserwerb der Studierenden in Anlehnung an die Methode des eduScrum (Rausenberger 

et al., 2021; Wijnands & Stolze, 2019) angestrebt. Die Vorlesung gliedert sich in die vier 

Kapitel Grundlagen, Funktionen, Differentialrechnung und Integralrechnung. 

Dementsprechend ist Funktionen das zweite Kapitel der Vorlesung, sodass die Studierenden, 

bevor sie mit der digitalen Lernumgebung arbeiten, bereits einige Wochen mit der Methodik 

der Vorlesung vertraut sind. Daraus ergeben sich gewohnte Abläufe, die auch für die 

Lernumgebung genutzt werden können. Darüber hinaus stellt die bestehende Vorlesung die 

Kontrollbedingung im gewählten Studiendesign dar (vgl. Kapitel 5.1). Die Beschreibung der 

Vorlesung verdeutlicht, mit welchen Bedingungen die Lernumgebung in der vorliegenden 

Arbeit verglichen wird. 

Die Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I ist das einzige Modul, das für alle 

Studierenden der HLS obligatorisch ist. Die Vorlesung wird planmäßig im ersten Semester 

belegt. Neben allen Studierenden des ersten Semesters nehmen auch einige Studierende teil, 

die die Vorlesung wiederholen müssen. Jährlich besuchen etwa 200 Studierende diese 

Vorlesung. Alle Studienrichtungen der HLS, Bioanalytik und Zellbiologie (BZ), Chemie und 
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Bioprozesstechnik (CB)6, Chemie (CH), Medizininformation (MI), Medizintechnik (MT), 

Pharmatechnologie (PT) und Umwelttechnologie (UT), sind in der Vorlesung vertreten.  

In der Einleitung (vgl. Kapitel 1.1) wurde der Übergang an die Schweizer Fachhochschulen 

beschrieben. Aufgrund der unterschiedlichen Schulabschlüsse, die ein sehr heterogenes 

mathematisches Vorwissen bedingen (vgl. Kapitel 1.2), werden Studierende und Lehrpersonen 

im ersten Semester vor große Herausforderungen gestellt. In Bezug auf die Kapitel der 

Vorlesung ï Grundlagen, Funktionen, Differentialrechnung und Integralrechnung ï ist 

festzuhalten, dass Studierende mit gymnasialer Maturität alle Inhalte bereits während ihrer 

Schulzeit ausreichend behandelt haben (vgl. EDK, 2024). Studierende mit einer Berufs- oder 

Fachmaturität, die an der HLS über 80% der Studierenden ausmachen (SKBF, 2023, S. 267), 

haben in der Regel kein Vorwissen über Differential- und Integralrechnung (vgl. Bonati, 2013; 

EDK, 2018). Zudem werden je nach gewählter Vertiefung nur ausgewählte Funktionstypen in 

der Schule behandelt. Dementsprechend müssen die Dozierenden der Vorlesung Grundlagen 

Mathematik - Analysis I berücksichtigen, dass 1) ein kleiner Teil der Studierenden mit allen 

Inhalten der Vorlesung vertraut sein dürfte, während 2) die grosse Mehrheit ab dem Kapitel 

Funktionen neue Inhalte lernt. 

Aufgrund des heterogenen mathematischen Vorwissens der Studierenden zu Beginn des 

Studiums und der Anzahl der Studierenden wurde ein klassisches Vorlesungsformat, das 

überwiegend auf direkte Instruktion setzt, überarbeitet. Stattdessen wurde die Vorlesung 

Grundlagen Mathematik - Analysis I an das agile Lehrkonzept eduScrum angepasst 

(Rausenberger et al., 2021; Wijnands & Stolze, 2019). Die Methode eduScrum sieht vor, dass 

die Studierenden die Inhalte der Vorlesung gemeinsam in Kleingruppen erarbeiten (Cukic et 

al., 2020). Durch die Arbeit in Kleingruppen soll die vorhandene Heterogenität genutzt werden, 

um sich gegenseitig zu unterstützen (Raab et al., 2018). Beispielsweise könnten Studierende 

mit gymnasialer Maturität ihren Mitstudierenden die Inhalte der Differentialrechnung erklären 

und sie bei der Bearbeitung von Übungsaufgaben unterstützen. Die Kapitel der Vorlesung sind 

in einzelne Einheiten unterteilt, die nach einem einheitlichen Schema erarbeitet werden sollen. 

Jede Einheit besteht aus den vier aufeinanderfolgenden Phasen Kick-Off, Doing, Review und 

Retrospektive (Cukic et al., 2020). Im Kick-off wird zunächst ein Überblick über die gesamte 

Einheit gegeben. Dies beinhaltet eine Einführung in das Thema, die Vorgabe eines Zeitrahmens 

der gesamten Einheit und die Verdeutlichung der Relevanz der Inhalte anhand natur- oder 

ingenieurwissenschaftlicher Anwendungsbeispiele. Während dieser Phase, die nicht länger als 

eine halbe Stunde dauern sollte, steht die Lehrperson im Mittelpunkt. Am Ende des Kick-offs 

erhalten die Studierenden das weitere Material, das sogenannte Booklet, und können mit der 

Arbeit in den Kleingruppen beginnen. In der anschließenden Phase, dem Doing, steht die 

Erarbeitung der Inhalte in den Kleingruppen im Vordergrund. In dieser Phase wird vor der 

Arbeit mit dem eigentlichen Lernmaterial geplant, in welcher Reihenfolge die vorgesehenen 

 
6 Die Studienrichtung Chemie und Bioprozesstechnik (CB) wurde zu Beginn des Herbstsemesters 2024 in zwei 

getrennte Studienrichtungen aufgeteilt. Die daraus entstandenen Studienrichtungen sind Biotechnologie und 

Chemical Engineering. Die Studierenden, die an den vorliegenden Studien teilgenommen haben, haben ihr 

Studium vor dem Herbstsemester 2024 begonnen, weshalb in der vorliegenden Arbeit nur CB als 

Studienrichtung aufgelistet wird. 
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Inhalte erarbeitet werden. Neben den in der Vorlesung bereitgestellten Lernmaterialien werden 

die Studierenden ermutigt, weitere digital verfügbare Quellen zu nutzen. Während dieser Phase 

steht die Lehrperson jederzeit für Fragen zur Verfügung. Wie sich die Kleingruppen die Inhalte 

aneignen, bleibt ihnen überlassen. Dies kann z. B. durch intensive Recherche im Internet und 

Literaturquellen oder die Bearbeitung von Übungsaufgaben geschehen. Darüber hinaus 

entscheidet jede Kleingruppe, ob sie die Inhalte überwiegend gemeinsam oder in Einzelarbeit 

mit möglichen Diskussionen bei Unklarheiten erarbeiten. In der anschließenden Phase, dem 

Review, wird der aktuelle Lernstand reflektiert. Hier kann eine typische Aufgabe gestellt 

werden, die zunächst von den Studierenden bearbeitet wird. Anschließend wird die Lösung der 

Aufgabe im Plenum diskutiert. Durch die selbstständige Bearbeitung einer solchen Aufgabe 

sollen die Studierenden feststellen, wie sicher sie die bisher erarbeiteten Inhalte anwenden 

können. Die abschließende Phase einer Einheit, die Retrospektive, soll den Studierenden die 

Möglichkeit geben, auf die geleistete Arbeit zurückzublicken. Dabei stehen nicht die Inhalte im 

Vordergrund. Vielmehr soll in der Kleingruppe evaluiert werden, wie die Arbeitsprozesse 

innerhalb der Gruppen funktioniert haben. Durch diese Reflexion sollen die Studierenden 

Verbesserungsideen sammeln, die in der nächsten Einheit umgesetzt werden können. 

Die Vorlesung Grundlagen Mathematik - Analysis I an der HLS wurde zunächst vollständig an 

die Phasen des eduScrum angepasst. In den letzten Jahren wurden weitere Anpassungen 

vorgenommen, sodass einige Phasen vom oben beschriebenen Ablauf abweichen. Der Kick-off 

findet nach wie vor zu Beginn eines neuen Kapitels statt und soll den Lernenden einen 

Überblick über das Thema geben und anhand von Anwendungsbeispielen die Relevanz 

verdeutlichen. Die nächsten beiden Phasen, Doing und Review, wurden verändert. Während 

des Doings müssen die Gruppen nicht mehr planen, in welcher Reihenfolge und in welchem 

Tempo sie die Inhalte der Einheit lernen. Stattdessen gibt die Lehrkraft in einer tabellarischen 

Übersicht vor, welche Inhalte bis zu welcher Semesterwoche bearbeitet werden sollen. Dazu 

werden die entsprechenden Seiten im Booklet, typische Übungsaufgaben und weitere Quellen, 

wie z. B. an der HLS erstellte Lernvideos, angegeben. Das zentrale Lernmaterial, das Booklet, 

wird im nächsten Absatz beschrieben. Es kann hier als Skript mit Inhalten und zugehörigen 

Übungsaufgaben verstanden werden. Zu Beginn jeder Vorlesung findet eine Art Review statt. 

In der Vorlesung wird dies als Standortbestimmung bezeichnet. Hier werden den Studierenden 

mehrere Aufgaben gestellt, die sie in einer vorgegebenen Zeit bearbeiten sollen. Mit Hilfe 

dieser Aufgaben sollen die Studierenden ihren eigenen Lernstand einschätzen können. Zu 

diesen Aufgaben gehören Wahr-Falsch-, Multiple-Choice- und Freitextaufgaben. Abbildung 

4.1 zeigt ein Beispiel für eine Standortbestimmung während des Kapitels Funktionen. Die 

zweite und dritte Aufgabe sind Multiple-Choice-Aufgaben. Bei der vierten Aufgabe handelt es 

sich um eine Freitextaufgabe. Die Ergebnisse der Aufgaben können von den Studierenden in 

eine Moodle-Umfrage (https://moodle.org/) eingegeben werden. In der anschließenden 

Besprechung der Lösungen kann die Lehrperson erkennen, welche Aufgaben von vielen oder 

wenigen Studierenden richtig gelöst wurden und entsprechend die schwierigeren Inhalte in der 

Vorlesung ausführlicher wiederholen. Nach der Standortbestimmung sollen die Studierenden 

in Kleingruppen weitere Aufgaben zur Anwendung und Vertiefung der Inhalte bearbeiten. 

Dazu werden von der Lehrperson nochmals die entsprechenden Seiten und Übungsaufgaben 
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aus dem Booklet vorgegeben. Die Lehrperson steht in dieser Phase unterstützend für Fragen 

zur Verfügung. Diese Phase ähnelt dem initialen Doing in eduScrum. Abbildung 4.2 fasst den 

schematischen Ablauf der Vorlesung Grundlagen Mathematik - Analysis I an der HLS 

zusammen. 

Abbildung 4.1 Standortbestimmung wªhrend des Kapitels Funktionen  

 

Abbildung 4.2 fasst den schematischen Ablauf der Vorlesung Grundlagen Mathematik - 

Analysis I an der HLS zusammen, der sich wöchentlich wiederholt. Zu Beginn eines neuen 

Kapitels wird statt einer Standortbestimmung das Kick-Off von der Lehrperson durchgeführt. 

Abbildung 4.2 Schematischer Ablauf der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I  

 

Das so genannte Booklet stellt das zentrale Lernmaterial dar. Es besteht neben einer Einleitung, 

in der die Relevanz der Inhalte dargestellt wird, im Wesentlichen aus einem Backlog und einer 

Aufgabensammlung. Im Booklet zum Kapitel Funktionen der Vorlesung Grundlagen 

Mathematik - Analysis I gibt es die drei Unterkapitel Grundwissen Funktionen, Grundwissen 

Grenzwerte und Analyse von Funktionen. Jedes dieser Unterkapitel hat ein eigenes Backlog und 

eine eigene Aufgabensammlung. Das Backlog besteht aus einer Auflistung der Lernziele, 

relevanten Definitionen, einführenden Beispielen und den Angaben zu den Aufgaben, mit 

denen ein Lernziel erarbeitet werden soll (Cukic et al., 2020). Diese verschiedenen Elemente 

sind im Booklet farblich hervorgehoben, um die Unterscheidung zu erleichtern. So wird bei den 

Lernzielen zwischen einer reinen Lernzielformulierung, einer Lernzielformulierung mit 

anschließender Definition und einer Lernzielformulierung mit zugehörigem Beispiel 

unterschieden (Cukic et al., 2020). Ein Beispiel für eine reine Lernzielformulierung aus dem an 

der HLS verwendeten Booklet zu Funktionen ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Die Studierenden 

erhalten hier nur die Information, was sie können sollen. Weitere Informationen müssen sie 
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sich bei Bedarf selbstständig oder mit Unterstützung der Lehrkraft aneignen. Darüber hinaus 

werden etwas weiter unten im Booklet Aufgaben aus der Aufgabensammlung angegeben, in 

denen die beschriebene Tätigkeit ausgeführt werden muss. So können die Lernenden feststellen, 

ob sie das Lernziel bereits erreicht haben. 

Abbildung 4.3 Beispiel einer reinen Lernzielformulierung aus dem Booklet Funktionen 

 

Abbildung 4.4 zeigt ein Beispiel für eine Lernzielformulierung mit anschließender Definition 

und zugehörigem Beispiel. Unter dem formulierten Lernziel wird definiert, was eine 

umkehrbare Funktion und die Umkehrfunktion einer umkehrbaren Funktion ist. Anschließend 

wird der Graph einer umkehrbaren Funktion und ihrer Umkehrfunktion dargestellt.  

Abbildung 4.4 Beispiel einer Lernzielformulierung mit Definition und Beispiel aus dem 

Booklet Funktionen 

 

Oberhalb des Graphen wird zusätzlich darauf hingewiesen, wie die Eigenschaft umkehrbar 

grafisch überprüft werden kann. Darunter wird ein weiteres Lernziel formuliert und 
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anschließend auf eine Aufgabe verwiesen, in der eine Umkehrfunktion bestimmt werden soll. 

Diese Abbildung verdeutlicht die farbliche Hervorhebung im Booklet. Lernziele sind durch 

einen Aufzählungspunkt gekennzeichnet, Definitionen durch einen hellblauen Kasten und 

Hinweise zur Bearbeitung von Aufgaben durch einen gelben Kasten. In den gelben Kästen 

können auch mehrere Aufgaben oder vertiefende Lernvideos, die an der HLS erstellt wurden, 

angegeben werden. 

In Abbildung 4.5 ist eine Beispielaufgabe aus der Aufgabensammlung des Booklets des 

Kapitels Funktionen dargestellt. Diese Aufgabe entspricht der in Abbildung 4.4 erwähnten 

Aufgabe 7.3. In dieser Aufgabe wird das untere Lernziel, die rechnerische und graphische 

Bestimmung der Umkehrfunktion, angesprochen. Zu den drei umkehrbaren Funktionen soll die 

Umkehrfunktion berechnet werden. Das obere Lernziel, zu wissen, wann eine Funktion 

umkehrbar ist, wird in dieser Aufgabe nicht direkt angesprochen. Alle vorgegebenen 

Funktionen sind umkehrbar, sodass eine Überprüfung dieser Eigenschaft nicht notwendig ist. 

Neben den Aufgaben, die im Backlog nach Lernzielen empfohlen werden, enthält die 

Aufgabensammlung weitere Aufgaben, die von den Studierenden zur Vertiefung bearbeitet 

werden können. 

Abbildung 4.5 Aufgabe 7.3 aus dem Booklet Funktionen 

 

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass die Vorlesung Grundlagen Mathematik - Analysis 

I an der HLS weiterhin stark an das agile Lehrkonzept eduScrum angelehnt ist. Die 

Studierenden sollen sich die Inhalte der Vorlesung weiterhin möglichst selbstständig in 

Kleingruppen erarbeiten. Dazu erhalten sie das typische Lernmaterial in Form eines Booklets 

mit Lernzielen im Backlog und einer Aufgabensammlung. Im Gegensatz zur ursprünglichen 

Form des eduScrums werden die Studierenden bei der Organisation ihres eigenen 

Lernprozesses stärker unterstützt, indem sowohl im Booklet als auch während der Vorlesung 

deutlich auf die Bearbeitung bestimmter Aufgaben hingewiesen wird. Dadurch entfällt in den 

Kleingruppen die Planung, in welcher Reihenfolge die Inhalte während der Doing-Phase einer 

Einheit erarbeitet werden. Darüber hinaus findet in jeder Vorlesung ein Review statt, sodass die 

Studierenden ihren eigenen wöchentlichen Lernstand überprüfen können. Die Vorlesung 

zeichnet sich somit durch einen stark angeleiteten, aber überwiegend selbstständigen 

Wissenserwerb aus. 

4.2 Aufbau der digitalen Lernumgebung 

In diesem Kapitel wird die Entwicklung der Lernumgebung beschrieben. Zunächst wird die 

Auswahl des Anwendungskontextes beschrieben. Anschließend wird erläutert, wie dieser 

Anwendungskontext mithilfe von GeoGebra-Applets simuliert und wie diese Simulation mit 
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anderen Darstellungen in den Applets verknüpft wird. Daraufhin werden die acht aufeinander 

aufbauenden Aufgaben der Lernumgebung vorgestellt. Es wird beschrieben, welche 

grundlegenden Ziele innerhalb einer Aufgabe verfolgt werden und wie die zugehörigen 

GeoGebra Applets gestaltet sind. Dies wird exemplarisch an einzelnen Teilaufgaben 

verdeutlicht. Die vollständigen Aufgaben der Lernumgebung können dem Anhang A 

entnommen werden. 

Mit der digitalen Lernumgebung werden zwei übergeordnete Ziele verfolgt. Zum einen soll der 

Funktionsbegriff mit einer gezielten Anwendungsorientierung erlernt werden. Zum anderen 

sollen die Grundvorstellungen zu Funktionen angesprochen werden. Aus der Literatur ist 

bekannt, dass die Grundvorstellungen Kovariation und Objekt für Lernende schwieriger zu 

erfassen sind (Malle, 2000; Thompson & Carlson, 2017). Darüber hinaus haben 

Lernmaterialien, die gezielt die Grundvorstellung Kovariation adressieren, zu höheren 

Lernerfolgen geführt (Digel et al., 2023; Lichti, 2019). Neben den Grundvorstellungen ist der 

Umgang mit verschiedenen Darstellungen entscheidend für ein ausgeprägtes konzeptuelles 

Funktionenverständnis (vgl. Kapitel 2.3). Auch in naturwissenschaftlichen Anwendungen 

haben Lernende Schwierigkeiten im Umgang mit verschiedenen Darstellungen. Sie sind häufig 

nicht in der Lage, ihr mathematisches und naturwissenschaftliches Wissen zu verknüpfen und 

wenden unproduktive Lösungsstrategien an (S. Becker et al., 2023; Ivanjek et al., 2016; 

Rodriguez et al., 2018). Insbesondere der Umgang mit Graphen bereitet vielen Studierenden 

naturwissenschaftlicher Fächer Probleme (Bain & Towns, 2016; Rodriguez, Bain, et al., 2019). 

In vielen naturwissenschaftlichen Anwendungen (z. B. Reaktionskinetik und Pandemiemodell 

in Kapitel 2.4.2) werden Graphen verwendet, da viele Informationen kompakt dargestellt 

werden können. Gleichzeitig ist der Graph aus mathematikdidaktischer Sicht eine lerneffiziente 

Darstellung (Rolfes et al., 2022). Aus diesem Grund soll innerhalb der Lernumgebung die 

Darstellung Graph im Vordergrund stehen. Auf die Verwendung von Tabellen wird verzichtet, 

da diese weniger lerneffizient sind. Durch die gezielte Anwendungsorientierung der 

Lernumgebung sollen die Studierenden in die Lage versetzt werden, Bezüge zwischen den 

Darstellungen einer Funktion und dem modellierten Phänomen, d. h. dem funktionalen 

Zusammenhang, herzustellen. 

Die Lernumgebung ist für den Einsatz in der Erstsemestervorlesung Grundlagen Mathematik ï 

Analysis I konzipiert. Die Studierenden sollen die Aufgaben der Lernumgebung eigenständig 

bearbeiten. Dazu werden sie in der Vorlesung in die digitale Lernumgebung eingeführt und zu 

Beginn jeder Woche werden die wichtigsten Ergebnisse, der bisher bearbeiteten Aufgaben, 

diskutiert und festgehalten. Damit wird auch während der Bearbeitung der Lernumgebung der 

grundlegende Ablauf der Vorlesung beibehalten (vgl. Abbildung 4.2). Da bei den meisten 

Studierenden zu Beginn des Studiums nicht von einem ausgeprägten mathematischen oder 

naturwissenschaftlichen Vorwissen ausgegangen werden kann (vgl. Kapitel 1.2), wird in der 

Lernumgebung keine vollständige Modellierung angestrebt. Ziel ist es, ein grundlegendes 

konzeptuelles Verständnis von Funktionen zu erwerben. Durch ein ausgeprägtes konzeptuelles 

Funktionenverständnis sollen die Studierenden in die Lage versetzt werden, in weiterführenden 

Vorlesungen und Praktika naturwissenschaftliche Phänomene mit Funktionen zu modellieren. 



Entwicklung der digitalen Lernumgebung  

 

 

66 

4.2.1 Auswahl Kontext 

Der Anwendungskontext der digitalen Lernumgebung sollte so gewählt werden, dass viele der 

oben beschriebenen Kriterien erfüllt werden. Innerhalb der Lernumgebung sollen primär die 

Grundvorstellungen Kovariation und Objekt adressiert werden. Darüber hinaus soll die 

Repräsentation Graph fokussiert werden. Dementsprechend soll ein Anwendungskontext 

gewählt werden, in dem die Analyse des Änderungsverhaltens, globale Eigenschaften der 

Funktion und die Verwendung der Darstellung Graph relevant sind. Darüber hinaus muss der 

Anwendungskontext für die Studierenden zugänglich sein, d. h. die Komplexität des 

naturwissenschaftlichen Phänomens muss so reduziert werden können, dass der funktionale 

Zusammenhang ohne naturwissenschaftliche Kenntnisse verstanden werden kann. Zudem soll 

der Kontext im Sinne der in der Einleitung dargestellten Ziele mathematischer Bildung in natur- 

und ingenieurwissenschaftlichen Studiengängen (vgl. Alpers, 2010) für das weitere Studium 

relevant sein. Aus diesem Grund wurde versucht, einen Anwendungskontext zu finden, der für 

alle Studierenden der Hochschule für Life Sciences (HLS) relevant ist. Um die Relevanz der 

Kontexte zu beurteilen, wurde festgelegt, dass ein Kontext dann relevant ist, wenn er in 

mindestens einer weiterführenden Lehrveranstaltung vertieft behandelt wird. Zu diesem Zweck 

wurden die vorgesehenen Studienpläne der sieben Studienrichtungen an der HLS analysiert, 

um zu ermitteln, welche Veranstaltungen verpflichtend zu besuchen sind. 

Bei der Durchsicht der Studienpläne fiel auf, dass in fünf der sieben Studienrichtungen der HLS 

mehrere Lehrveranstaltungen aus dem übergeordneten Bereich der Chemie enthalten sind. 

Lediglich in den beiden Studienrichtungen Medizininformatik (MI) und Medizintechnik (MT) 

sind keine Veranstaltungen vorgesehen, in denen vertiefende Inhalte der Chemie behandelt 

werden. In diesen beiden Studienrichtungen sind viele Lehrveranstaltungen in verschiedenen 

Teilgebieten der Informatik oder in technischen Schwerpunktgebieten vorgesehen. Abgesehen 

von den Grundlagenmodulen in Mathematik und Physik in den ersten beiden Semestern ist die 

Schnittmenge der Inhalte, die in allen Studienrichtungen behandelt werden, sehr gering. Aus 

diesem Grund war schon früh klar, dass es nicht möglich sein würde, einen Kontext zu finden, 

der für alle Studienrichtungen gleichermaßen relevant ist. Da die Anzahl der Studierenden, die 

eine Studienrichtung wählen, in der mehrere Chemieveranstaltungen vorgesehen sind, deutlich 

größer ist, wurde dieser Inhaltsbereich gezielt nach einem geeigneten Anwendungskontext für 

die Lernumgebung durchsucht. Bei der Durchsicht der Vorlesungsunterlagen in verschiedenen 

Chemie-Modulen an der HLS wurden die Inhalte aus der Reaktionskinetik als vielversprechend 

eingestuft. Hier findet sich eine Vielzahl von Phänomenen, die im Zusammenhang mit 

chemischen Reaktionen untersucht und mit Hilfe von Funktionen modelliert werden. In Kapitel 

2.4.2.1 wurden bereits einige dieser funktionalen Zusammenhänge beschrieben. In diesem 

Kapitel wurde der Schwerpunkt auf Phänomene gelegt, bei denen die Konzentration in 

Abhängigkeit von der Zeit modelliert wird. Darüber hinaus können weitere Größen wie die 

Temperatur oder enzymatische Reaktionen analysiert werden7, wodurch neue funktionale 

Zusammenhänge erkundet werden können. Da die digitale Lernumgebung für den Einsatz in 

 
7 Der Einfluss der Temperatur auf die Reaktionsgeschwindigkeit kann bei Hamann et al. (2017, S. 140 ff.) 

nachgelesen werden. Weitere Informationen über enzymatische Reaktionen findet man bspw. bei Schwister und 

Leven (2020, S. 140 ff.). 
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der Erstsemestervorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I entwickelt wurde, sollte der 

Kontext möglichst wenig naturwissenschaftliches Vorwissen voraussetzen. Die Untersuchung 

von zeitabhängigen Konzentrationen während einer chemischen Reaktion erscheint hierfür 

geeignet (vgl. Kapitel 2.4.2.3). Es werden nur wenige Fachbegriffe benötigt und man kann den 

Kontext auf Reaktionen nullter und erster Ordnung einschränken, sodass mathematische 

Grundfunktionen wie lineare oder exponentielle Funktionen für das Modell ausreichen (vgl. 

Kapitel 2.4.2.1). Zudem haben viele Studierende mit Berufs- oder Fachhochschulreife bereits 

erste Erfahrungen im Labor gesammelt (vgl. Kapitel 1.1). Es ist daher davon auszugehen, dass 

einige Studierende bereits Konzentrationsmessungen durchgeführt haben, sodass dieser 

Anwendungskontext an ihre bisherigen Erfahrungen und zukünftigen Studieninhalte anknüpft. 

In Kapitel 2.4.2.1 wurden einige funktionale Zusammenhänge aus der Reaktionskinetik 

vorgestellt. Es wurde mehrfach darauf hingewiesen, dass für bestimmte Vorgänge, die bei der 

Modellierung solcher Phänomene auftreten, die Grundvorstellungen Kovariation und Objekt 

von entscheidender Bedeutung sind. Zum Beispiel ist die Analyse der 

Reaktionsgeschwindigkeit wichtig. Dazu müssen die gleichzeitigen Änderungen von Zeit und 

Konzentration identifiziert und miteinander in Beziehung gesetzt werden, sodass eine 

ausgeprägte Grundvorstellung Kovariation hilfreich ist. Anschließend kann untersucht werden, 

welche äußeren Parameter verändert werden können, um die Reaktionsgeschwindigkeit zu 

erhöhen. Aus mathematischer Sicht entspricht dies der Variation von Parametern, sodass die 

Grundvorstellung Objekt relevant ist. In Kapitel 2.4.2.2 wurde ein weiterer 

Anwendungskontext aus den Life Sciences, die Modellierung von Pandemien, vorgestellt. In 

Kapitel 2.4.2.3 wurden Gemeinsamkeiten zwischen den beiden Anwendungskontexten 

herausgearbeitet. Betrachtet man die zugrunde liegenden Systeme (vgl. Imboden & Pfenninger, 

2013) in beiden Kontexten, so sind ähnliche gedankliche Schritte notwendig, um die jeweiligen 

Phänomene zu modellieren. Aus diesem Grund wurde die Hypothese aufgestellt, dass durch 

den Umgang mit funktionalen Zusammenhängen in einem der beiden Kontexte mathematische 

Kompetenzen erworben werden können, die auf den anderen Kontext verallgemeinert werden 

können. In den Studienrichtungen MI und MT ist die Vorlesung Dynamische Systeme 

obligatorisch. Hier werden verschiedene Systeme modelliert, unter anderem die Entwicklung 

einer Population während einer Pandemie mit dem SIR-Modell (vgl. Kapitel 2.4.2.2). Darüber 

hinaus wird darauf hingewiesen, dass auch eine chemische Reaktion als System mit 

vergleichbaren Eigenschaften aufgefasst werden kann. Somit besteht zumindest ein Bezug zu 

Inhalten, die für Studierende der Studienrichtungen MI und MT relevant sind. 

In Kapitel 2.4.2.1 wurden zahlreiche funktionale Zusammenhänge im Kontext chemischer 

Reaktionen vorgestellt. Eine Reaktion nullter Ordnung wird mit einer linearen Funktion 

modelliert, eine Reaktion erster Ordnung mit einer Exponentialfunktion. Reaktionen mit Rück- 

und/oder Folgereaktion werden ebenfalls mit komplexeren Exponentialfunktionen modelliert 

(vgl. Elstner, 2017, S. 305 ff. zur Herleitung der Terme bei einer Rück- oder Folgereaktion). 

Im Hinblick auf die geplanten Inhalte der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I im 

Kapitel Funktionen sind lineare und exponentielle Funktionen am relevantesten. Aus diesem 

Grund wurde der Anwendungskontext chemische Reaktion innerhalb der digitalen 

Lernumgebung auf monomolekulare Reaktionen nullter und erster Ordnung beschränkt. Der 
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Abbau von Alkohol, also Ethanol, im menschlichen Körper ist ein klassisches Beispiel für eine 

Reaktion nullter Ordnung. Dies hat den Vorteil, dass Ethanol bzw. Alkohol ein Stoff ist, den 

die meisten Studierenden aus dem Schulunterricht oder dem Alltag kennen sollten. Bei einer 

Reaktion erster Ordnung sind Beispiele wie die Reaktion von Cyclopropen zu Propen oder die 

Zersetzung von Distickstoffpentoxid nicht so bekannt (Elstner, 2017, S. 290; Hamann et al., 

2017, S. 102; Lauth, 2022, S. 136 f.), sodass es einfacher war, auf die abstrakten 

Stoffbezeichnungen A und B zurückzugreifen als auf konkrete, aber komplizierte 

Stoffbezeichnungen. 

4.2.2 Entwicklung der Simulation einer chemischen Reaktion 

In Kapitel 2.6.3 wurde der Nutzen von digitalen Simulationen für das Erlernen des 

Funktionsbegriffs erläutert. Insbesondere die Grundvorstellung Kovariation kann durch den 

Einsatz von Simulationen adressiert werden (vgl. Lichti, 2019; Digel et al., 2023). Aus diesem 

Grund soll der gewählte Anwendungskontext chemische Reaktion digital simuliert werden. 

Dabei steht der funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Konzentration im Vordergrund. 

Um diesen Zusammenhang simulieren zu können, ist eine Visualisierung der chemischen 

Reaktion notwendig. Dies ist bereits mit einigen Hürden verbunden und kann nur durch eine 

zusätzliche externe Darstellung ermöglicht werden (Gilbert & Treagust, 2009). In der 

Chemiedidaktik gibt es bereits existierende Ansätze, eine chemische Reaktion mit digitalen 

Medien zu simulieren (z. B. Sweeder et al., 2019; Jere & Mpeta, 2024). Diese basieren häufig 

darauf, dass die Reaktion auf Molekülebene abgebildet wird. Die Moleküle bewegen sich auf 

einem Bildschirm und das Reaktionsprodukt entsteht, wenn zwei Moleküle zusammenstoßen. 

Eine solche Simulation war für die Entwicklung der Lernumgebung in dieser Arbeit nicht 

geeignet. Es ist schwierig in einer solchen Darstellung, die abhängige Größe Konzentration und 

die Änderung dieser Größe zu erkennen. Zudem basiert die Darstellung der kollidierenden 

Moleküle auf der Stoßtheorie (Hamann et al., 2017, S. 191), sodass implizit chemisches 

Fachwissen benötigt wird, was zu einer erhöhten kognitiven Belastung führen kann. 

Zur Simulation der chemischen Reaktion sollte eine möglichst einfache Darstellung verwendet 

werden, die kein chemisches Vorwissen voraussetzt und in der die beiden Größen Zeit und 

Konzentration sowie die Änderung dieser Größen gut sichtbar sind. Dies führte zur 

Verwendung einer Säule, in der die Konzentrationen von Edukt A und Produkt B der 

chemischen Reaktion ὃᴼὄ dargestellt sind. Abbildung 4.6 zeigt die in GeoGebra umgesetzte 

Simulation mit Hilfe einer Säule. In der Säule befinden sich zwei farbige Anteile in rot und 

blau, die die Konzentrationen der Stoffe A und B darstellen. Oberhalb der Säule ist die 

(abstrakte) Reaktionsgleichung von Stoff A zu B notiert, um zu verdeutlichen, was die Säule 

darstellt. Links von der Säule werden der höchste und der niedrigste Wert der Säule, d. h. der 

Bereich der dargestellten (Konzentrations-)Skala, angegeben. Der höchste Wert stellt 

gleichzeitig die Anfangskonzentration ὧ  von A dar, die im unteren grauen Bereich auch durch 

eine Beschriftung hervorgehoben ist. Rechts neben der Säule werden die Werte der 

Konzentrationen von A und B neben dem rot bzw. blau gefärbten Anteil angezeigt. Zur 

Simulation der chemischen Reaktion wird der Schieberegler Zeit bewegt. Zieht man den 

Schieber nach rechts, so wird die Zeit in Zehnminuten-Schritten erhöht und die beiden farbigen 
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Anteile in der Säule, also die Konzentrationen, ändern sich entsprechend einer Reaktion erster 

Ordnung (vgl. Kapitel 2.4.2.1). Dabei bewegt sich der rot gefärbte Konzentrationswert in Höhe 

des roten Anteils in der Säule nach unten. Durch die Steuerung und Änderung der unabhängigen 

Größe Zeit wird die Änderung der davon abhängigen Größe Konzentration verursacht, weshalb 

der Umgang mit digitalen Simulationen die Grundvorstellung Kovariation adressiert. Würde 

man hingegen im Labor die Konzentrationswerte in regelmäßigen Zeitabständen messen, 

stünde die Grundvorstellung Zuordnung im Vordergrund (Lichti, 2019). 

Abbildung 4.6 Simulation der chemischen Reaktion in GeoGebra 

 

Darüber hinaus wurden mehrere Prinzipien des multimedialen Lernens aus Kapitel 2.6.1 bei 

der Gestaltung der Simulation umgesetzt. Neben allen visuellen Darstellungen wurden 

Beschriftungen angebracht, die das Dargestellte erklären oder einen entsprechenden Wert 

angeben (Multimedia Prinzip). Dabei wurde darauf geachtet, dass diese in räumlicher Nähe zur 

visuellen Darstellung platziert wurden (Prinzip der räumlichen Kontiguität). Lediglich die 

Beschriftung der Anfangskonzentration wurde aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht neben 

der Säule platziert. Darüber hinaus wurden alle Beschriftungen und Darstellungen, die 

zusammengehören, in der gleichen Farbe dargestellt, wodurch das Signalisierungsprinzip in 

Form einer Fokussierungshilfe umgesetzt wird (Roth, 2008). So sind z. B. A in der 

Reaktionsgleichung über der Säule, der Anteil der Konzentration von A in der Säule und der 

Konzentrationswert von A neben der Säule zu einem bestimmten Zeitpunkt rot eingefärbt. Die 

verwendete Säule verdeutlicht implizit, dass die Gesamtkonzentration während der chemischen 

Reaktion konstant bleibt und somit dem Wert der eingesetzten Anfangskonzentration entspricht 

(vgl. Massenerhaltungssatz (Fallert-Müller et al., 2019, S. 19)). Die Skala links neben der Säule 

gilt für die Konzentration von A. Um den Konzentrationswert von B ablesen zu können, wäre 

eine umgekehrte Skala notwendig, da der blaue Anteil in der Säule nach unten hin zunimmt. 

Um Verwirrung durch eine zweite umgekehrte Skala zu vermeiden, werden zwei weitere 

Säulen eingeführt, die die Konzentration von A bzw. B getrennt darstellen. Um zu 
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verdeutlichen, dass die beiden einzelnen Säulen den roten bzw. blauen Anteilen in der 

zusammengesetzten Säule entsprechen, entstehen sie aus der ursprünglichen Säule. Abbildung 

4.7 zeigt alle drei Säulen. Ein weiterer Schieberegler Säule trennen ermöglicht das Anzeigen 

der Konzentration in den einzelnen Säulen. Durch Ziehen des Schiebereglers wird eine 

identische Säule aus der linken Säule nach rechts verschoben. In dieser duplizierten Säule 

werden dann die roten und blauen Anteile getrennt und sobald der Schieberegler ganz nach 

rechts gezogen wurde, erscheinen Beschriftungen über diesen Säulen. Die Darstellung der 

Simulation wird im Folgenden als Säulendiagramm bezeichnet. Die einzelnen Säulen 

ermöglichen eine gezielte Untersuchung der jeweiligen Konzentrationen und die Verknüpfung 

mit weiteren Darstellungen wie dem Graphen wird erleichtert (vgl. Kapitel 4.2.3). Die grün 

gestrichelte Linie der Anfangskonzentration, die den oberen Wert der Skala darstellt, und die 

schwarz gestrichelte Linie des unteren Wertes der Skala werden bis zur rechten Säule 

fortgeführt. Rechts neben den beiden einzelnen Säulen wird zusätzlich der genaue 

Konzentrationswert in der jeweiligen Farbe angezeigt. 

Abbildung 4.7 Simulation mit drei Sªulen 

 

4.2.3 Vernetzung der Simulation mit weiteren Darstellungen 

Durch die Simulation der chemischen Reaktion mit dem Säulendiagramm wird im Sinne des 

Modellierungskreislaufs (Blum & Leiß, 2007) ein reales Modell der gegebenen Situation 

vorgegeben (Digel, 2023). Durch die Simulation soll den Studierenden verdeutlicht werden, 

dass alle weiteren Darstellungen einer Funktion das reale Phänomen, also eine chemische 

Reaktion, beschreiben. Um den Zusammenhang zwischen der Situation und den weiteren 

Darstellungen zu verdeutlichen, wird die Simulation in Form eines Säulendiagramms mit den 

weiteren Darstellungen verknüpft. Innerhalb der digitalen Lernumgebung soll der Fokus auf 

der Darstellung Graph liegen, da diese im Kontext chemische Reaktion sehr relevant ist (Bain 

& Towns, 2016; Rodriguez, Bain, et al., 2019) und zudem lerneffizient ist (Rolfes et al., 2022). 
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Abbildung 4.8 zeigt das Applet, das in der achten und letzten Aufgabe der Lernumgebung 

verwendet wird. Es enthält alle Darstellungen, die in der digitalen Lernumgebung thematisiert 

werden. Unter dem Säulendiagramm auf der linken Seite, dem Graphen in der Mitte und dem 

Term auf der rechten Seite befinden sich jeweils in einem grau hinterlegten Bereich 

Steuerelemente. Diese wurden gezielt von den eigentlichen Darstellungen räumlich getrennt, 

da sie bestimmte Konfigurationen der gegebenen Darstellungen ermöglichen, aber nicht Teil 

der Darstellung sind. Oberhalb des Graphen und des Terms wird zusätzlich die Berechnung der 

absoluten Veränderungen angezeigt. Diese Berechnung ist ebenfalls grau hinterlegt, um sie von 

den Darstellungen zu trennen. 

Da die gleichzeitige Nutzung mehrerer Darstellungen eine kognitiv anspruchsvolle Tätigkeit 

darstellt (Ainsworth, 1999; Schnotz, 2021; Schnotz & Bannert, 2003), wurden Kriterien des 

multimedialen Lernens berücksichtigt. Mit Hilfe von Kontrollkästen unterhalb des Graphen 

können verschiedene Elemente des Graphen ein- und ausgeblendet werden. Dies ermöglicht 

eine selbstgesteuerte Segmentierung. Wenn eine neue Darstellung wie der Graph in Aufgabe 2 

(vgl. Kapitel 4.2.4.2) eingeführt wird, wird in der Aufgabenstellung darauf hingewiesen, 

bestimmte Kontrollknöpfe zu aktivieren. In späteren Aufgaben können die Studierenden selbst 

entscheiden, ob die Bestandteile angezeigt werden sollen oder nicht. In Abbildung 4.8 sind 

beispielsweise die Spur und das Steigungsdreieck eingeblendet. Je nach Aufgabe in der 

digitalen Lernumgebung werden unterschiedliche Schaltflächen eingeblendet. So kann z. B. die 

Halbwertszeit nur in Aufgabe 8 dargestellt werden. Die Graphen der beiden Konzentrationen 

von A und B können in allen Aufgaben ein- und ausgeblendet werden. Zusätzlich zu den 

Schaltflächen wird das Segmentierungsprinzip mithilfe der Aufgaben umgesetzt. Die in 

Abbildung 4.8 abgebildeten Darstellungen werden nacheinander in eigenen Aufgaben 

eingeführt. So gibt es jeweils eine Aufgabe, in der der Graph, das Steigungsdreieck und der 

Term neu eingeführt und die Zusammenhänge zu den bereits vorhandenen Darstellungen 

erarbeitet werden (vgl. Kapitel 4.2.4). Die bereits bei der Entwicklung der Simulation 

verwendeten Fokussierungshilfen (einheitliche Farbgebung, gestrichelte Hilfslinien) wurden in 

den weiteren Darstellungen beibehalten. Jedes ὧ, die Messpunkte der Konzentration von A im 

Graphen und die stetige Kurve des Graphen wurden rot eingefärbt. Die grün gestrichelte Linie 

der Anfangskonzentration wurde im Graph fortgeführt und der zugehörige Parameter des Terms 

und der Schieberegler wurden ebenfalls grün dargestellt. Für den zweiten Parameter des Terms, 

der dem negativen Geschwindigkeitskoeffizienten der chemischen Reaktion entspricht (siehe 

Kapitel 2.4.2.1), musste eine neue Farbe eingeführt werden, da kein direkter Zusammenhang 

mit einem bereits vorhandenen Element besteht. Außerdem wird die mit dem Schieberegler 

eingestellte Zeit im Graphen durch eine dicke Linie auf der horizontalen Achse veranschaulicht. 

Alle Darstellungen im Applet sind miteinander verknüpft, sodass eine Änderung in einer 

Darstellung automatisch zu einer Änderung in allen verknüpften Darstellungen führt. Wenn der 

Schieberegler Zeit nach rechts bewegt wird, nimmt die Konzentration von A ab und die 

Konzentration von B zu, wodurch sich die Höhe der Säulen ändert. Gleichzeitig bewegt sich 

der rote Punkt im Graphen nach rechts (Zunahme Zeit) unten (Abnahme Konzentration A). 

Durch die gestrichelte Linie zwischen der mittleren Säule und dem roten Punkt, wird die 

Verbindung zwischen Graph und Säulendiagramm durch dyna-linking hervorgehoben. Wenn 
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die Anfangskonzentration ὧ  mit dem Schieberegler geändert wird, wird der neue Wert im 

Term angezeigt, der Graph wird in vertikaler Richtung gestreckt oder gestaucht, und die 

Gesamthöhe aller Säulen ändert sich, sodass die grün gestrichelte Linie im Säulendiagramm 

und im Graph insgesamt tiefer ist. 

Abbildung 4.8 Applet 8.3 der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4 Konzeption der Aufgaben 

Insgesamt besteht die Lernumgebung aus acht aufeinander aufbauenden Aufgaben. Die beiden 

bisher vorgestellten Applets gehören zur ersten Aufgabe (vgl. Abbildung 4.7) bzw. zur achten 

Aufgabe (vgl. Abbildung 4.8). Die einzelnen Aufgaben dienen der inhaltlichen Segmentierung. 

Entweder wird eine neue Darstellung eingeführt und der Zusammenhang zu den bereits 

behandelten Darstellungen thematisiert oder ein anderer Funktionstyp betrachtet. Es werden 

chemische Reaktionen nullter und erster Ordnung untersucht, sodass lineare und 

Exponentialfunktionen behandelt werden (vgl. Kapitel 2.4.2.1). In den ersten beiden Aufgaben 

der digitalen Lernumgebung wird eine Reaktion erster Ordnung, also eine 

Exponentialfunktion, betrachtet. Von der dritten bis zur fünften Aufgabe wird eine Reaktion 

nullter Ordnung, also eine lineare Funktion untersucht. Die letzten drei Aufgaben beschäftigen 

sich wieder mit der zuvor behandelten Exponentialfunktion. Der Wechsel zwischen den beiden 

Funktionstypen hat mehrere Gründe. Zu Beginn der Lernumgebung sollte kein linearer 

Zusammenhang betrachtet werden, da es aus motivationalen Gründen vorteilhaft sein kann, 

wenn die Lernenden mit einem komplexeren, nicht sofort bekannten funktionalen 

Zusammenhang beginnen (De Beer et al., 2015). Zudem kann bei nichtlinearen 

Zusammenhängen stärker auf die Veränderung der beiden Größen eingegangen werden, 

wodurch die Grundvorstellung Kovariation intensiver adressiert wird (Lichti, 2019, S. 140). 

Zudem wird einem typischen Fehler im Umgang mit Funktionen, der Illusion der Linearität, 

entgegengewirkt (De Bock et al., 2007; Hofmann & Roth, 2021a). Durch den Einstieg mit einer 

nichtlinearen Funktion wird verdeutlicht, dass nicht alle funktionalen Zusammenhänge mit 

einer linearen Funktion beschrieben werden können. Anschließend wird vom exponentiellen 

zum linearen funktionalen Zusammenhang gewechselt, da die Herleitung des linearen Terms 
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einfacher ist. Hier sollten alle Studierenden Vorkenntnisse aus der Schule mitbringen (vgl. 

Bildungspläne in Kapitel 1.2) und die algebraische Struktur des Terms ist deutlich einfacher 

herzuleiten als bei einer Exponentialfunktion. Außerdem weisen die beiden Parameter der 

linearen und der exponentiellen Funktion Gemeinsamkeiten auf. Der eine Parameter entspricht 

der Anfangskonzentration, während der andere Parameter die Geschwindigkeitskonstante ist 

(siehe Kapitel 2.4.2.1). Obwohl die algebraische Struktur der Terme unterschiedlich ist, kann 

die Interpretation der Parameter in einer linearen Funktion bei der späteren Interpretation der 

Parameter in einer exponentiellen Funktion helfen. Beispielsweise entspricht die 

Anfangskonzentration in beiden Fällen dem Schnittpunkt mit der vertikalen (Konzentrations-) 

Achse. 

In den folgenden Teilkapiteln werden die acht aufeinander aufbauenden Aufgaben beschrieben. 

Anhand einzelner Teilaufgaben wird verdeutlicht, wie die einzelnen Grundvorstellungen durch 

die Aufgaben adressiert werden. Die vollständigen Aufgaben finden sich in Anhang A. 

Außerdem werden die Applets aller Aufgaben beschrieben. Abschließend wird in einem 

weiteren Teilkapitel ein zusammenfassender Überblick über alle Aufgaben der Lernumgebung 

gegeben. 

4.2.4.1 Aufgabe 1 

In der ersten Aufgabe der Lernumgebung lernen die Studierenden den Umgang mit der 

Simulation der chemischen Reaktion, d. h. mit dem Säulendiagramm, kennen. Dazu erhalten 

die Studierenden zunächst ein statisches Bild des Säulendiagramms mit der zusammengesetzten 

Säule, wie in Abbildung 4.6 dargestellt. Nach den ersten vier Teilaufgaben erhalten die 

Studierenden das erste Applet, in dem sie die Simulation der chemischen Reaktion interaktiv 

mit dem Schieberegler steuern können. Insgesamt soll durch die Aufgaben sichergestellt 

werden, dass die Studierenden die Bedienung der Simulation mit dem Schieberegler 

beherrschen und die Informationen über die chemische Reaktion aus dem Säulendiagramm 

entnehmen können. In Abbildung 4.9 sind die ersten drei Teilaufgaben der Lernumgebung 

dargestellt. In diesen Teilaufgaben werden die oben beschriebenen Ziele deutlich. In Aufgabe 

a) sollen die Lernenden beschreiben, wie die Konzentrationen der beiden Edukte dargestellt 

werden. Dies soll die Auseinandersetzung mit dem Säulendiagramm fördern und verdeutlichen, 

dass damit der Anwendungskontext chemische Reaktion dargestellt wird. In Aufgabe b) wird 

überprüft, ob die Lernenden in der Lage sind, einzelne Konzentrationswerte aus dem 

Säulendiagramm abzulesen. Damit wird in dieser Aufgabe die Grundvorstellung Zuordnung 

angesprochen. In Aufgabe c) soll erläutert werden, warum die Konzentration von B mit Hilfe 

der Anfangskonzentration und der Konzentration von A bestimmt werden kann. Dies zielt auf 

die dauerhaft konstante Gesamtkonzentration ab (vgl. Massenerhaltungssatz (Fallert-Müller et 

al., 2019, S. 19)). Damit wird der Blick auf die chemische Reaktion als Gesamtsystem gelenkt. 

Dabei können verschiedene Grundvorstellungen relevant sein. Zum einen werden 

Konzentrationswerte zu einem bestimmten Zeitpunkt benötigt, sodass Zuordnung adressiert 

wird. Andererseits muss die chemische Reaktion als Gesamtsystem betrachtet und der 

Zusammenhang zwischen den beiden funktionalen Zusammenhängen zwischen Zeit und 
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Konzentration von A sowie Zeit und Konzentration von B berücksichtigt werden. Aus diesem 

Grund wird auch Objekt adressiert. 

Abbildung 4.9 Aufgaben 1a-c) der digitalen Lernumgebung 

 

In den folgenden Aufgaben, die mit dem interaktiven Applet bearbeitet werden, sollen die 

Studierenden beschreiben, wie die Änderung der Konzentration von A zwischen zwei 

Zeitpunkten berechnet wird, um sie anschließend anzugeben. Nachfolgend soll anhand der 

Konzentrationsänderung von A in einem Zeitraum erklärt werden, wie groß die 

Konzentrationsänderung von B ist. Auch hier sollen die Studierenden das gesamte System 

betrachten und erkennen, dass die Änderung der beiden Konzentrationen immer gleich groß 

und gegenläufig sein muss. Innerhalb dieser Aufgaben wird die Grundvorstellung Kovariation 

verstärkt thematisiert. Zum Abschluss der ersten Aufgabe werden die Studierenden mit dem 

Problem konfrontiert, dass im Säulendiagramm zu einem gegebenen Zeitpunkt nur ein 

Konzentrationswert abgelesen werden kann. Darauf aufbauend werden sie aufgefordert, weitere 

Möglichkeiten zur Darstellung mehrerer gemessener Konzentrationswerte zu beschreiben. 

4.2.4.2 Aufgabe 2 

In der zweiten Aufgabe wird der Graph als Darstellung eingeführt. Alle Applets, die in der 

zweiten Aufgabe verwendet werden, sehen wie in Abbildung 4.10 aus. Sie unterscheiden sich 

z. B. darin, dass bei den ersten Teilaufgaben neben den drei Säulen keine Konzentrationswerte 

angezeigt werden. Dies soll die qualitative Auseinandersetzung mit dem funktionalen 

Zusammenhang fördern. Die ersten sechs Teilaufgaben sind in Abbildung 4.11 dargestellt. In 

den Aufgaben a-c) soll der Zusammenhang zwischen dem bereits bekannten Säulendiagramm 

und dem Graphen untersucht werden. Dazu sollen die Studierenden den Zusammenhang 

zwischen dem Schieberegler Zeit und der Höhe der Säule, dem Schieberegler Zeit und dem 

Punkt im Graphen sowie der Höhe der Säule und dem Punkt im Graphen erklären. Die 

Formulierung dieser Aufgaben zielt nicht direkt auf eine Grundvorstellung ab. Es wird z. B. 

nicht gezielt nach der Änderung der Konzentration im Säulendiagramm oder im Graphen 

gefragt. Dennoch werden die Lernenden durch die dunkelblau hinterlegte Anweisung 

aufgefordert, den Schieberegler Zeit zu bewegen. Dadurch verändern die Studierenden 

eigenständig die abhängige Größe Zeit und können die Änderung der abhängigen Größe 

Konzentration von A bzw. B in den vorgegebenen Darstellungen unmittelbar wahrnehmen. Dies 

kann dazu führen, dass auch in diesen Aufgaben Kovariation stärker adressiert wird. Aufgabe 

d) dient wiederum der Überprüfung, ob die Studierenden die Koordinaten eines Punktes ablesen 

und in Bezug auf den Anwendungskontext der chemischen Reaktion interpretieren können. 
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Somit wird in dieser Aufgabe vor allem Zuordnung und Verknüpfung der Situation mit der 

Darstellung Graph adressiert. 

Abbildung 4.10 Applet 2 der digitalen Lernumgebung  

 

Anschließend sollen die Studierenden die Spur aktivieren, sodass alle Messpunkte sichtbar 

bleiben. Dies ermöglicht eine ganzheitliche Betrachtung des funktionalen Zusammenhangs im 

Graphen. In Aufgabe e) sollen die Lernenden beschreiben, wie die Konzentrationsänderung im 

Graphen zu erkennen ist. Da die Spur aktiviert ist und der Blick auf den Graphen eine 

ganzheitliche Sicht auf die Funktion ermöglicht (vgl. Vollrath, 1989, S. 16), wird in dieser 

Aufgabe die Grundvorstellung Objekt angesprochen. Darüber hinaus wird in der 

Aufgabenstellung explizit die Änderung der Konzentration thematisiert, sodass auch 

Kovariation angesprochen werden kann. In Aufgabe f) werden zwei gleich lange Zeiträume 

vorgegeben und die Studierenden sollen beurteilen, in welchem Zeitraum die 

Konzentrationsänderung von A größer ist. Anschließend werden die Studierenden aufgefordert, 

ihre Antwort mit Hilfe des Graphen zu begründen. Die vorgegebenen Zeiträume liegen weit 

auseinander, sodass die Differenz leicht an den entsprechenden Messpunkten im Graphen 

abgelesen werden kann. Diese Aufgabe thematisiert also den Umgang mit dem Graphen und 

die Grundvorstellung Kovariation. Anschließend wird die gleiche Aufgabe mit zwei weiteren 

gegebenen Zeiträumen bearbeitet. Diese Zeiträume liegen direkt nebeneinander, sodass der 

Unterschied nicht zuverlässig anhand der Messpunkte abgelesen werden kann. Hier wird von 

den Studierenden erwartet, dass sie die Änderung der Konzentration über den gesamten 

Beobachtungszeitraum analysieren, um zu erkennen, dass die Abnahme der Konzentration mit 

der Zeit geringer wird. Damit wird neben Kovariation auch Objekt adressiert. In den folgenden 

Teilaufgaben wird die Änderung der Konzentration von B anhand ähnlicher Aufgaben 

untersucht. Anschließend sollen die Studierenden beurteilen, ob vorgegebene Eigenschaften für 

die beiden funktionalen Zusammenhänge zwischen Zeit und Konzentration A bzw. 

Konzentration B zutreffen. Für jede Eigenschaft wird eine Begründung verlangt. Das 
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Monotonieverhalten (die Konzentration nimmt zu oder ab) und die Eigenschaft der 

gleichmäßigen Änderung sind vorgegeben. Da sich die Eigenschaften auf den gesamten 

Graphen der Funktion beziehen, wird in diesen Aufgaben die Grundvorstellung Objekt 

angesprochen. 

Abbildung 4.11 Aufgaben 2a-f) der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.3 Aufgabe 3 

In der dritten Aufgabe der Lernumgebung wird statt der bisher untersuchten Reaktion erster 

Ordnung eine Reaktion nullter Ordnung und damit eine lineare Funktion betrachtet. Eine 

typische Reaktion nullter Ordnung ist der Abbau von Ethanol im menschlichen Körper. Da 

beim Abbau von Ethanol in der Realität mehrere Produkte entstehen, wurde die 

Reaktionsgleichung vereinfacht zu ὉὸὬὥὲέὰOὄ, wobei B stellvertretend für die Produkte 

steht. Abbildung 4.12 zeigt das in dieser Aufgabe verwendete Applet. Bis auf die angepassten 

Beschriftungen und die linear verlaufenden Messpunkte entspricht es dem bereits in der zweiten 

Aufgabe verwendeten Applet (vgl. Abbildung 4.10). Die Aufgaben orientieren sich ebenfalls 

an den bereits vorgestellten Teilaufgaben der zweiten Aufgabe der Lernumgebung. Wie in 
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Aufgabe 2 (siehe Abbildung 4.11) werden die Studierenden aufgefordert, die Änderung der 

Konzentration von Ethanol im Graphen zu beschreiben (e), die Änderung von Ethanol in zwei 

gleich langen Zeiträumen zu vergleichen (f) und zu beurteilen, welche Eigenschaften auf den 

Graphen zutreffen. Somit zielen auch diese Aufgaben auf die Grundvorstellungen Kovariation 

und Objekt ab. Am Ende der dritten Aufgabe wird ein Zeitintervall von zehn Minuten 

vorgegeben und Studierenden sollen sowohl die Änderung der Zeit als auch der Konzentration 

in diesem Zeitintervall angeben. Dies dient der Vorbereitung der vierten Aufgabe, in der das 

Steigungsdreieck in diesem Zeitintervall schrittweise konstruiert wird. 

Abbildung 4.12 Applet 3 der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.4 Aufgabe 4 

In der vierten Aufgabe der Lernumgebung wird das Steigungsdreieck als visuelles Hilfsmittel 

zur Erfassung der Änderung von Zeit und Konzentration eingeführt. Dazu wird ein Applet 

verwendet, das nur den Graphen, d. h. die eingezeichneten Messpunkte der 

Ethanolkonzentration in Abhängigkeit von der Zeit, zeigt. Abbildung 4.13 zeigt das Applet 4.1 

zu Beginn der Aufgabe. Mit Hilfe dieses Applets wird das Steigungsdreieck schrittweise 

konstruiert. Dazu werden die Steuerelemente unterhalb des Graphen verwendet. Durch 

Aktivierung des Kontrollkästchens Veränderung der Zeit werden vertikale gestrichelte Linien 

zwischen den Messpunkten bei 70 und 80 Minuten und der Zeitachse angezeigt. Die 

Schnittpunkte auf der Zeitachse werden mit ὸ und ὸ bezeichnet, der Abschnitt zwischen diesen 

Schnittpunkten wird durch eine dicke schwarze Linie hervorgehoben und oberhalb der 

Messpunkte erscheint die quantitative Berechnung von ɝὸ. Zusätzlich erscheint im 

Kontrollbereich neben dem aktivierten Kontrollkästchen ein Schieberegler. Nach Anklicken 

des Kontrollkästchens Veränderung der Konzentration werden analog dazu entsprechende 

horizontale Hilfslinien zwischen den Messpunkten und der Konzentrationsachse, eine fette 

Linie auf der Konzentrationsachse und die Berechnung der Konzentrationsänderung 

eingeblendet. Diese werden entsprechend der einheitlichen Farbgebung rot dargestellt.  



Entwicklung der digitalen Lernumgebung  

 

 

78 

Abbildung 4.13 Applet 4.1 der digitalen Lernumgebung zu Aufgabenbeginn 

 

Die neu eingeblendeten Elemente sind in Abbildung 4.14 zu sehen. Dort ist Applet 4.1 zu sehen, 

nachdem beide Kontrollkästchen aktiviert wurden, der Schieberegler neben Veränderung der 

Zeit nach rechts und der Schieberegler neben Veränderung der Konzentration bis knapp zur 

Mitte verschoben wurde. 

Abbildung 4.14 Applet 4.1 mit aktivierten Kontrollkªstchen und bewegten Schiebereglern 
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Durch Ziehen der Schieberegler neben den Kontrollkästchen nach rechts kann die fett 

hervorgehobene Linie zwischen ὸ und ὸ auf der Zeitachse bzw. ὧ ὸ  und ὧ ὸ  auf der 

Konzentrationsachse kontinuierlich zu den Messpunkten verschoben werden. Wird der 

Schieberegler ganz nach rechts gezogen, liegt diese Linie zwischen den beiden Messpunkten. 

Durch diese Visualisierung und den schrittweisen Aufbau soll verdeutlicht werden, dass die 

Änderung der beiden Größen auf den beiden Achsen erkannt und durch den Abstand der beiden 

Zeit- bzw. Konzentrationswerte visualisiert werden kann. Durch das Verschieben der Linie, die 

den Abstand zwischen den beiden Zeit- bzw. Konzentrationswerten darstellt, wird verdeutlicht, 

dass dies genau dem horizontalen bzw. vertikalen Abstand zwischen den beiden Messpunkten 

entspricht, sodass man die Änderung von Zeit und Konzentration über den horizontalen bzw. 

vertikalen Abstand der Messpunkte erkennen kann. Der bisher beschriebene 

Konstruktionsprozess, d. h. das Aktivieren der Kontrollkästchen und das Bewegen der 

Schieberegler, wird in den ersten beiden Teilaufgaben durchgeführt. Die Aufgabe beschreibt, 

was die Studierenden im Applet bedienen sollen und fordert sie auf, zu beschreiben, was sie im 

Applet beobachten. Sobald die Kontrollkästchen aktiviert und die Schieberegler nach rechts 

bewegt werden, erscheinen weitere Steuerelemente. 

Abbildung 4.15 zeigt das Applet 4.1 mit allen verfügbaren Steuerelementen. Mit einem 

weiteren Kontrollkästchen kann die mittlere Änderungsrate der Konzentration pro Minute 

angezeigt werden. Dadurch wird der Quotient  angezeigt.  

Abbildung 4.15 Applet 4.1 mit allen Kontrollelementen zur Steuerung des Steigungsdreiecks 

 

Die Größe des Zeitintervalls und damit des Steigungsdreiecks kann mit einem Schieberegler ɝὸ 

verändert werden. Das Zeitintervall beginnt immer bei 70 Minuten, sodass mit dem 

Schieberegler die rechte Grenze verschoben wird. Wird der Schieberegler auf ɝὸ ρπ άὭὲ 
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eingestellt, erscheint der nächste Messpunkt bei 90 Minuten. Zusätzlich können die 

gestrichelten Hilfslinien ausgeblendet werden, um die Übersichtlichkeit zu erhöhen. In den 

Aufgaben werden die Studierenden aufgefordert, die Bedeutung der Einheit 
Ⱦ

 der mittleren 

Änderungsrate im Zusammenhang mit dem Abbau von Ethanol zu erläutern. Anschließend 

wird das zwischen den beiden Messpunkten konstruierte Dreieck als Steigungsdreieck definiert. 

Es wird darauf hingewiesen, dass die beiden Messpunkte auch miteinander verbunden werden 

können, um ein Dreieck zu erhalten. In der Lernumgebung werden die Messpunkte nicht 

miteinander verbunden, da nicht der Eindruck erweckt werden soll, dass sich die Konzentration 

zwischen zwei benachbarten Messpunkten linear ändert. Insbesondere bei einer Reaktion erster 

Ordnung, die ab Aufgabe 6 wieder betrachtet wird, liegt eine nichtlineare Änderung der 

Konzentration vor. 

Nachdem das Steigungsdreieck in Applet 4.1 Schritt für Schritt konstruiert wurde, wird es in 

den bekannten Applets mit Säulendiagramm und Graph ergänzt. In Abbildung 4.16 wird Applet 

4.2 gezeigt. Im Graphen werden nun das Steigungsdreieck und der Quotient  angezeigt. 

Oberhalb des Graphen werden die absoluten Änderungen der Zeit und der Konzentrationen der 

beiden Reaktanden angezeigt. Unterhalb des Säulendiagramms befindet sich ein weiterer 

Schieberegler ɝὸ, mit dem die Größe des Zeitintervalls und damit des Steigungsdreiecks variiert 

werden kann. 

Abbildung 4.16 Applet 4.2 der digitalen Lernumgebung 

 

Das Steigungsdreieck wird immer zwischen dem aktuell eingestellten Zeitwert des 

Schiebereglers Zeit und einem vorhergehenden Messpunkt angezeigt. Demnach bleibt die 

Grenze des Zeitintervalls bei Änderung von ɝὸ konstant. Abbildung 4.17 zeigt die beiden 

Teilaufgaben, die mit Applet 4.2 bearbeitet werden. Die Studierenden sollen begründen, warum 

die absolute Änderung über den gesamten Beobachtungszeitraum negativ ist. Anschließend soll 

begründet werden, warum die mittlere Änderungsrate unabhängig vom eingestellten ɝὸ gleich 

bleibt. In Teilaufgabe a) könnten viele Studierende antworten, dass die Konzentration von 
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Ethanol über den gesamten Zeitraum abnimmt. Bei Teilaufgabe b) ist es wahrscheinlich, dass 

viele Studierende mit der Gleichmäßigkeit der Änderung von Zeit und Konzentration, also einer 

zentralen Eigenschaft einer linearen Funktion, argumentieren. Somit sprechen beide Aufgaben 

die Grundvorstellung Objekt an. 

Abbildung 4.17 Aufgaben 4.2a-b) der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.5 Aufgabe 5 

In der fünften Aufgabe der Lernumgebung wird der Term als weitere Darstellung eingeführt. 

Es wird weiterhin der Abbau von Ethanol im menschlichen Körper untersucht. Die Aufgabe 

lässt sich in drei verschiedene Bereiche unterteilen, für die es unterschiedliche Applets gibt. 

Zunächst wird der Term ὧ ὸ άẗὸ ὧ  (siehe Kapitel 2.4.2.1), der die Konzentration von 

Ethanol in Abhängigkeit von der Zeit beschreibt, schrittweise hergeleitet. Anschließend wird 

der Einfluss der beiden Parameter ά und ὧ  untersucht. Zum Abschluss wird der Term 

aufgestellt, der die Konzentration von B beschreibt. 

In der Aufgabe 5.1 wird schrittweise der Term hergeleitet. Zur Bearbeitung dieser Aufgabe 

steht den Studierenden das in Abbildung 4.18 dargestellte Applet zur Verfügung. 

Abbildung 4.18 Applet 5.1 der digitalen Lernumgebung 

 

Auf der rechten Seite wurde ein weiteres Feld hinzugefügt, in das der Term eingetragen wird. 

Dies ist das Ziel der ersten Teilaufgaben. Sobald ein Term eingegeben wird, wird der 
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kontinuierliche Graph im Koordinatensystem angezeigt, sodass kontrolliert werden kann, ob 

der ermittelte Term die gegebenen Messpunkte beschreibt. In der ersten Teilaufgabe sollen die 

Studierenden die Ethanolkonzentration zu Beginn des Abbaus, die Konzentrationsänderung 

innerhalb von zehn und einer Minute sowie die mittlere Änderungsrate angeben. Diese 

Aufgaben wiederholen den Inhalt der vorhergehenden Aufgaben. Durch die Angabe der 

Konzentration zu Beginn des Abbaus (ὸ π άὭὲ) wird Zuordnung adressiert, während die 

folgenden Teilaufgaben Kovariation adressieren. Anschließend sollen die Studierenden 

beschreiben, wie die Ethanolkonzentration ausgehend von ὧ  berechnet werden kann. 

Die folgenden Teilaufgaben sind in Abbildung 4.19 dargestellt. In Aufgabe f) wird den 

Studierenden der Zahlenterm (Freisinger & Poloczek, 2022) zur Berechnung der 

Ethanolkonzentration nach 10 Minuten vorgegeben. Dieser Term soll unter Berücksichtigung 

des Anwendungskontextes erklärt werden, wobei alle drei vorkommenden Größen, d.h. die 

mittlere Änderungsrate, die Anfangskonzentration und die verstrichene Zeit berücksichtigt 

werden sollen. Anhand dieser Zahlenterme soll schrittweise die Struktur des Terms, der die 

Ethanolkonzentration zu einem beliebigen Zeitpunkt beschreibt, erkannt werden (Barzel & 

Holzäpfel, 2017). Dazu sollen die Studierenden in Aufgabe g) einen weiteren Zahlenterm 

angeben, mit dem die Konzentration von Ethanol nach 20 Minuten berechnet wird. 

Abschließend soll in Aufgabe h) ein Term mit variabler Zeit ὸ angegeben werden.  

Abbildung 4.19 Aufgaben 5.1f-h) der digitalen Lernumgebung 

 

Bei der Konstruktion des Terms können verschiedene Grundvorstellungen angesprochen 

werden. Die Angabe eines Konzentrationswertes zu einem bestimmten Zeitpunkt spricht die 

Zuordnung an. Es wird jedoch die Angabe eines Terms verlangt, der den Konzentrationswert 

in Abhängigkeit von der Zeit und ausgehend von der Anfangskonzentration bestimmt. Dazu 

muss die zeitliche Änderung der Konzentration vom Beginn des Beobachtungszeitraums bis 

zum angegebenen Zeitpunkt berücksichtigt werden, was Kovariation adressiert. Da sich die 

Konzentration während des gesamten Zeitraums gleichmäßig ändert, gibt es eine konstante 

mittlere Änderungsrate, mit der die Änderung innerhalb jedes Zeitraums quantifiziert werden 

kann. Aus diesem Grund kann die Konzentrationsänderung in numerischen durch das Produkt 

aus der mittleren Änderungsrate und dem angegebenen Zeitpunkt bestimmt werden. Diese 

Überlegungen basieren auf den globalen Eigenschaften des funktionalen Zusammenhangs, 
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sodass hier Objekt adressiert wird. Der in h) ermittelte Term soll zur Validierung in das freie 

Eingabefeld des Applets 5.1 eingetragen werden. In der abschließenden Teilaufgabe sollen die 

Studierenden den Graphen beschreiben und werden aufgefordert, die Eigenschaften des 

Graphen mit dem Abbau von Ethanol zu verknüpfen. Beispielsweise könnte die Form einer 

Geraden mit einem gleichmäßigen Abbau von Ethanol in Verbindung gebracht werden oder die 

beiden Schnittpunkte mit den Achsen werden als Beginn und Ende der ablaufenden Reaktion 

interpretiert. 

In Aufgabe 5.2 werden die Parameter des zuvor aufgestellten Terms mit Hilfe des in Abbildung 

4.20 dargestellten Applets analysiert. Auf der rechten Seite befinden sich unterhalb des Terms 

weitere Schieberegler, mit denen die beiden Parameter m und ὧ  variiert werden können. In 

den Aufgaben wird zunächst der Einfluss von ὧ  und dann von m auf den Graphen und den 

gegebenen Anwendungskontext untersucht. 

Abbildung 4.20 Applet 5.2 der digitalen Lernumgebung 

 

Abbildung 4.21 zeigt die Aufgaben zur Untersuchung des Einflusses des Parameters ὧ . Die 

Aufgaben für m haben den gleichen Aufbau. Zunächst soll eine Vermutung geäußert werden, 

welchen Einfluss der jeweilige Parameter auf den Anwendungskontext und den Graphen hat. 

Dabei sollen die Lernenden den Schieberegler im Applet noch nicht benutzen und ihre Antwort 

auf Basis des bisher Gelernten geben. Erst in der nächsten Aufgabe werden die Studierenden 

aufgefordert, den Schieberegler im Applet zu bedienen. Innerhalb dieser Aufgaben wird ein 

globaler Einfluss der beiden Parameter erarbeitet, sodass die Grundvorstellung Objekt 

adressiert wird. Anschließend soll der Einfluss des Parameters auf den Graphen und auf den 

Anwendungskontext beschrieben und notiert werden. Nachdem der Einfluss der beiden 

Parameter von den Studierenden erfasst wurde, soll erklärt werden, warum der Graph nach dem 

Schnittpunkt mit der Zeitachse abbricht. Dazu wird die Einstellung der beiden Parameter durch 

ὧ ρȢτ άέὰȾὰ und ά πȢπρ
Ⱦ

 vorgegeben, sodass der Schnittpunkt bei 140 Minuten 

liegt. 
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Abbildung 4.21 Aufgaben 5.2a-c) der digitalen Lernumgebung 

 

Im abschließenden Teil der fünften Aufgabe, Aufgabe 5.3, sollen die Studierenden den Term, 

der die Konzentration von B beschreibt, bestimmen. Dazu steht ihnen das in Abbildung 4.22 

dargestellte Applet zur Verfügung. Vergleichbar mit Applet 5.1 (vgl. Abbildung 4.18) werden 

Eingabefelder zur Verfügung gestellt, in die die Studierenden zum Abschluss der Aufgabe den 

Term eintragen sollen. Es werden jedoch zwei Felder vorgegeben, um zu verdeutlichen, dass 

der gesuchte Term die gleiche Struktur wie der zuvor analysierte Term aufweist. Außerdem 

müssen die Studierenden einen Wert für die mittlere Änderungsrate und die 

Anfangskonzentration von B eingeben. In einem großen Eingabefeld kann die 

Anfangskonzentration aufgrund des Wertes 0 mol/l vernachlässigt werden.  

Abbildung 4.22 Applet 5.3 der digitalen Lernumgebung 

 

Im Gegensatz zu Aufgabe 5.1 wird hier kein kleinschrittiges Vorgehen mit einem Zahlenterm 

vorgegeben. Stattdessen sollen allgemeine Eigenschaften dieses funktionalen Zusammenhangs 

herausgearbeitet werden, um zu begründen, dass der Term die gleiche Struktur wie der zuvor 

untersuchte Term aufweist. Zunächst sollen die Lernenden begründen, warum sich die 

Konzentration von B innerhalb von zehn Minuten immer um den gleichen Wert ändert. Hier 

können die Lernenden darauf hinweisen, dass die Gesamtkonzentration konstant bleibt, sodass 

die Abnahme des Ethanols der Zunahme des Produkts entspricht. In einer späteren Aufgabe 

wird explizit darauf hingewiesen, das Änderungsverhalten der beiden Konzentrationen zu 



Entwicklung der digitalen Lernumgebung  

 

 

85 

vergleichen, um zu begründen, warum der Term die gleiche Struktur haben muss. In diesen 

Aufgaben wird das globale Änderungsverhalten der Konzentration von B thematisiert, sodass 

die Grundvorstellung Objekt adressiert wird. In der letzten Aufgabe soll der Term, der die 

Konzentration von B in Abhängigkeit von der Zeit beschreibt, angegeben und mit Hilfe des 

Applets validiert werden. 

4.2.4.6 Aufgabe 6 

In der sechsten Aufgabe wird erneut die Reaktion erster Ordnung thematisiert, die bereits in 

den ersten beiden Aufgaben der Lernumgebung untersucht wurde. Der bereits bekannte 

funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Konzentration von A wird nun mithilfe des 

Steigungsdreiecks im Graphen untersucht. Das in Abbildung 4.23 dargestellte Applet 6 ist bis 

auf die dargestellte Exponentialfunktion mit Applet 4.2 aus der vierten Aufgabe (vgl. 

Abbildung 4.16) vergleichbar. 

Abbildung 4.23 Applet 6 der digitalen Lernumgebung 

 

Abbildung 4.24 zeigt die ersten beiden Teilaufgaben der sechsten Aufgabe. In a) sollen die 

Studierenden die mittlere Änderungsrate beobachten und beschreiben, wie sich dieser Wert 

über den gesamten Zeitraum verändert. Anschließend sollen sie die Bedeutung dieser 

Ergebnisse für den Anwendungskontext chemische Reaktion erläutern. Die Änderung von Zeit 

und Konzentration in einzelnen Zeitintervallen soll untersucht und verglichen werden, um auch 

eine globale Aussage zu ermöglichen. Aus diesem Grund könnten in dieser Aufgabe 

Kovariation und Objekt angesprochen werden. In Aufgabe b) sollen mögliche globale 

Erkenntnisse über das Änderungsverhalten genutzt werden, um zu begründen, warum die 

Konzentration von A nicht durch eine lineare Funktion beschrieben werden kann. Hier können 

globale Eigenschaften einer linearen Funktion und der hier gegebene funktionale 

Zusammenhang voneinander abgegrenzt werden, sodass Objekt adressiert wird. In den 

folgenden Aufgaben werden die Studierenden aufgefordert, ɝὧ zwischen 200 und 210 Minuten 

zu schätzen und zu begründen, wie sie zu ihrem geschätzten Wert kommen. Es wird erwartet, 

dass die Studierenden erkennen, dass die Abnahme der Konzentration mit zunehmender Zeit 
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geringer wird und aufgrund der absoluten Konzentrationsänderung zwischen 190 und 200 

Minuten einen betragsmäßig etwas niedrigeren Wert wählen. Damit wird in erster Linie die 

Grundvorstellung Objekt angesprochen. Allerdings muss das Änderungsverhalten der 

Konzentration im vorangegangenen Zeitintervall berücksichtigt werden, sodass auch 

Kovariation angesprochen wird. Anschließend sollen die Lernenden erläutern, wie die 

Halbwertszeit der Konzentration von A anhand des Graphen bestimmt werden kann. Hier sind 

verschiedene Lösungen denkbar. Die Studierenden könnten die Graphen der beiden 

Konzentrationen betrachten und argumentieren, dass die Zeitkoordinate des Schnittpunktes die 

Halbwertszeit angibt. Dies würde die Grundvorstellung Objekt ansprechen. Alternativ könnte 

man auf der Konzentrationsachse bei der halben Anfangskonzentration beginnen, im Kopf 

horizontal nach rechts bis zum Schnittpunkt mit dem Graphen blicken und von dort vertikal zur 

Zeitachse gehen, um die Halbwertszeit abzulesen. Dies würde einer umgekehrten Zuordnung 

entsprechen, da man ausgehend von einem Konzentrationswert den zugehörigen Zeitwert sucht. 

Aus diesem Grund wird in einer solchen Lösung Zuordnung angesprochen. In den letzten 

beiden Teilaufgaben sollen die Unterschiede zwischen dem Abbau von Ethanol aus der dritten 

bis fünften Aufgabe und der Konzentration von A bei der Reaktion erster Ordnung benannt und 

mit den Graphen in Beziehung gesetzt werden. Damit wird die Grundvorstellung Objekt 

angesprochen und die Lernenden werden explizit aufgefordert, den Zusammenhang zwischen 

den situativen Kontexten und dem Graphen herzustellen. 

Abbildung 4.24 Aufgaben 6a-b) der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.7 Aufgabe 7 

In der siebten Aufgabe der Lernumgebung wird anstelle der Reaktion erster Ordnung ein 

anderer Anwendungskontext behandelt. Ziel dieser Aufgabe ist die Erarbeitung des Terms einer 

Exponentialfunktion. Die Geschwindigkeitskonstante im Kontext der Reaktion erster Ordnung 

liegt bei ca. 0.01. Da dieser Wert nicht qualitativ hergeleitet werden kann und es nicht 

authentisch wäre, diesen Wert innerhalb einer Aufgabe zu verändern, wird ein anderer Kontext 

mit einfachen Zahlen verwendet. Es wird das exponentielle Wachstum bzw. Sterben von Zellen 

untersucht, bei dem sich die Zellen innerhalb einer Stunde verdoppeln bzw. halbieren. Somit 

werden in dieser Aufgabe exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall untersucht, 

obwohl im Kontext der Reaktion erster Ordnung nur der exponentielle Zerfall relevant ist (vgl. 

Kapitel 2.4.2.1). Insgesamt besteht die siebte Aufgabe aus fünf Teilen, wobei die Aufgaben 7.1 

und 7.2 das Zellwachstum behandeln. Die Aufgaben 7.3 und 7.4 sind identisch und behandeln 
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das Zellsterben. Aufgabe 7.5 vergleicht Zellwachstum und Zellsterben. In den folgenden 

Abschnitten werden die Aufgaben 7.3 bis 7.5 beschrieben. 

Abbildung 4.25 zeigt das Applet 7.3, das die Studierenden zur Bearbeitung der Aufgabe 7.3 

verwenden. Es enthält einen Graphen und im unteren Bereich verschiedene Steuerelemente. Im 

Eingabefeld soll zum Abschluss der Aufgabe ein Term eingegeben werden. Nach der Eingabe 

erscheint ein kontinuierlicher Graph im Koordinatensystem. In den ersten Teilaufgaben sollen 

die Studierenden die Änderung der Zellzahl anhand des Graphen beschreiben und erklären, 

warum die Änderung mit der Zeit kleiner wird. Als Argument dient die stetige Halbierung der 

Zellzahl innerhalb einer Stunde. Wenn eine kleinere Zellzahl halbiert wird, ist auch die absolute 

Änderung kleiner. Durch diese Aufgaben werden die Grundvorstellungen Kovariation und 

Objekt angesprochen. 

Abbildung 4.25 Applet 7.3 der digitalen Lernumgebung 

 

In Abbildung 4.26 sind die Teilaufgaben zur Herleitung des Terms dargestellt. Wie in der 

fünften Aufgabe werden zunächst Zahlenterme (Freisinger & Poloczek, 2022) aufgestellt, um 

die Struktur des Terms zu erarbeiten. In diesen Aufgaben werden alle drei Grundvorstellungen 

angesprochen. Durch die Angabe der Anzahl der Zellen zu einem bestimmten Zeitpunkt wird 

Zuordnung angesprochen. Beim Aufstellen des Zahlenterms müssen die Studierenden die 

stündliche Veränderung, d. h. die Abnahme um die Hälfte, berücksichtigen, sodass Kovariation 

angesprochen wird. Darüber hinaus gilt diese Eigenschaft global für den gesamten funktionalen 

Zusammenhang, sodass auch Objekt adressiert werden kann. 

In Aufgabe 7.4 wird die Eulersche Zahl eingeführt. Bisher wurde der Term mit der Basis  

aufgestellt. Im Hinblick auf die chemische Reaktion erster Ordnung und der allgemeinen 

Bedeutung der eulerschen Zahl war es jedoch notwendig, diese Zahl einzuführen. Dazu wird 
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sie in dieser Aufgabe als wichtige Naturkonstante mit vorteilhaften Eigenschaften vorgestellt. 

Ausgehend vom bisherigen Term wird ein Basiswechsel durchgeführt. 

Abbildung 4.26 Aufgaben 7.3d-g) der digitalen Lernumgebung 

 

Dazu erhalten die Lernenden das in Abbildung 4.27 dargestellte Applet. Durch Aktivieren der 

Kontrollkästchen erscheint der stetige Graph. Da beide Funktionen identisch sind, liegen die 

Graphen übereinander. Dadurch sollen die Studierenden erkennen, dass die beiden Terme zwar 

auf den ersten Blick unterschiedlich aussehen, aber dennoch identisch sind. In den Aufgaben 

werden die Lernenden aufgefordert, anzugeben, welche Bestandteile der Terme identisch oder 

unterschiedlich sind. Beispielsweise enthalten beide Terme den Anfangszellbestand. Die Basis 

und der Exponent der Potenz sind verschieden.  

Abbildung 4.27 Applet 7.4 der digitalen Lernumgebung 
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Durch Aktivieren der Kontrollkästchen erscheint der stetige Graph. Da beide Funktionen 

identisch sind, liegen die Graphen übereinander. Dadurch sollen die Studierenden erkennen, 

dass die beiden Terme zwar auf den ersten Blick unterschiedlich aussehen, aber dennoch 

identisch sind. In den Aufgaben werden die Lernenden aufgefordert, anzugeben, welche 

Bestandteile der Terme identisch oder unterschiedlich sind. Beispielsweise enthalten beide 

Terme den Anfangszellbestand. Die Basis und der Exponent der Potenz sind verschieden. 

In Aufgabe 7.5 werden die beiden funktionalen Zusammenhänge zwischen Zeit und Zellzahl 

bei Zellwachstum und Zellsterben verglichen. Abbildung 4.28 zeigt das entsprechende Applet. 

Es zeigt die Graphen der beiden funktionalen Zusammenhänge, die mit den Steuerschaltflächen 

ein- und ausgeblendet werden können. In den Aufgaben sollen die Studierenden grundlegende 

Eigenschaften der beiden funktionalen Zusammenhänge notieren und die Unterschiede der 

Graphen und Terme vergleichen. Damit wird die Grundvorstellung Objekt angesprochen. 

Abbildung 4.28 Applet 7.5 der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.8 Aufgabe 8 

In der achten Aufgabe wird die chemische Reaktion erster Ordnung erneut analysiert. Der Term 

ὧ ὸ ὧ ẗὩẗ des funktionalen Zusammenhangs zwischen Zeit und Konzentration von A 

wird vorgegeben und der Einfluss der Parameter untersucht. Im ersten Applet dieser Aufgabe, 

das in Abbildung 4.29 dargestellt ist, sollen die Studierenden den Term eingeben. Da der 

Parameter b nur mit quantitativen Methoden bestimmt werden kann, wurde dieser vorgegeben, 

sodass die Studierenden nur die Anfangskonzentration ὧ  angeben müssen. Im Applet ist 

bereits der stetige Graph in einem helleren rot sichtbar. Sobald der vollständige Term in das 

Eingabefeld eingegeben wird, erscheint der entsprechende Graph in einem dunkleren rot. Somit 

wird die hellere Kurve überdeckt. 
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Abbildung 4.29 Applet 8.1 der digitalen Lernumgebung 

 

Um die Eigenschaft der abnehmenden Änderung der Konzentration zu vertiefen, wird in drei 

weiteren Teilaufgaben ein vorgegebenes Zeitintervall der Länge 20 Minuten analysiert. Dazu 

steht das in Abbildung 4.30 dargestellte Applet 8.2 zur Verfügung. Mit dem Schieberegler ɝὸ 

soll die Länge des Zeitintervalls und damit auch des Steigungsdreiecks systematisch verkleinert 

und die zugehörige mittlere Änderungsrate notiert werden. Ausgehend von diesen 

Erkenntnissen sollen die Studierenden beschreiben, wie sich die mittlere Änderungsrate ändert 

und was dies für die chemische Reaktion bedeutet. Durch die Analyse der mittleren 

Änderungsrate in kleinen Zeitintervallen wird die Grundvorstellung Kovariation angesprochen. 

Durch die Bearbeitung dieser Aufgabe soll den Studierenden auch bewusst werden, dass die 

mittlere Änderungsrate stetig abnimmt und die Änderung zwischen benachbarten Messpunkten 

nicht gleichmäßig sein kann. 

Abbildung 4.30 Applet 8.2 der digitalen Lernumgebung 
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Im letzten Teil der achten Aufgabe wird der Einfluss der beiden Parameter ὧ  und ὦ analysiert. 

Ähnlich wie in der fünften Aufgabe erhalten die Studierenden ein Applet, in dem die beiden 

Parameter mit einem Schieberegler variiert werden können. Das Applet für diese Aufgabe ist 

in Abbildung 4.31 zu sehen. In der Abbildung wurde bereits die Anfangskonzentration 

verändert. Außerdem ist die Halbwertszeit eingeblendet. Eine schwarz gestrichelte horizontale 

Linie zeigt sowohl im Säulendiagramm als auch im Graphen an, wo sich die Hälfte der 

Anfangskonzentration befindet. Vom Schnittpunkt dieser Linie mit dem Graphen zeigt eine 

weitere schwarz gestrichelte Linie zwischen Graph und Zeitachse die Halbwertszeit an. Die 

gestellten Aufgaben sind analog zu den bereits vorgestellten Aufgaben der fünften Aufgabe 

(siehe Abbildung 4.21). In der achten Aufgabe wurde lediglich jeweils eine weitere Teilaufgabe 

hinzugefügt, die den Einfluss der beiden Parameter auf die Halbwertszeit thematisiert. Durch 

die Analyse der Halbwertszeit können weitere Erkenntnisse gewonnen werden, welcher der 

beiden Parameter die Reaktionsgeschwindigkeit maßgeblich beeinflusst. Außerdem kann der 

Einfluss auf den Graphen besser erfasst werden. Eine Änderung von ὧ  entspricht einer 

Stauchung oder Streckung des Graphen in vertikaler Richtung. Dementsprechend verschiebt 

sich die horizontale Linie, die die halbe Anfangskonzentration darstellt, während die vertikale 

Linie unverändert bleibt. Umgekehrt verschiebt sich die vertikale Linie der Halbwertszeit bei 

Variation von b, was die Streckung oder Stauchung des Graphen in horizontaler Richtung 

verdeutlicht. Durch die Analyse des Einflusses der Parameter wird die Veränderung des 

gesamten Graphen thematisiert, sodass die Grundvorstellung Objekt angesprochen wird. 

Abbildung 4.31 Applet 8.3 der digitalen Lernumgebung 

 

4.2.4.9 Zusammenfassung der Aufgaben der digitalen Lernumgebung 

Tabelle 4.1 fasst die wichtigsten Merkmale der Aufgaben der digitalen Lernumgebung 

zusammen. Mit Ausnahme der siebten Aufgabe wird immer der Kontext chemische Reaktion 

verwendet. Wird eine Exponentialfunktion untersucht, handelt es sich um eine chemische 

Reaktion erster Ordnung. Eine chemische Reaktion nullter Ordnung wird hingegen durch eine 

lineare Funktion beschrieben (vgl. Kapitel 2.4.2.1). Bereits nach der Bearbeitung der zweiten 

Aufgabe werden alle Grundvorstellungen und die Darstellungen Säulendiagramm und Graph 
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im Zusammenhang mit dem Anwendungskontext chemische Reaktion thematisiert. Die 

Darstellung Term wird erst in Aufgabe 5 (lineare Funktion) bzw. Aufgabe 7 oder 8 

(exponentielle Funktion) behandelt. Die erste Aufgabe hat dagegen eine vorbereitende 

Funktion. Hier soll sichergestellt werden, dass die Lernenden mit der Handhabung des 

Säulendiagramms vertraut sind und Informationen aus dieser Darstellung entnehmen können. 

Tabelle 4.1 Zusammenfassung der Aufgaben der digitalen Lernumgebung 

Aufgabe Funktionstyp Grundvorstellungen Darstellungen Beschreibung 

1 ExSonentiell 
Zuordnung, 

Kovariation 

Säulen-

diagramm 

Umgang mit Säulen-

diagramm als Simulation 

der chemischen Reaktion 

2 Exponentiell 
Zuordnung, 

Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph 

Verknüpfung Säulen-

diagramm und Graph; 

Eigenschaften des Graphen 

3 Linear Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph 

Eigenschaften des Graphen 

4 Linear Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph 

Einführung 

Steigungsdreieck 

5 Linear Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph, Term 

Term (linear) herleiten; 

Einfluss der Parameter 

6 Exponentiell Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph 

Eigenschaften des 

Graphen; Steigungsdreieck 

7 Exponentiell Kovariation, Objekt Graph, Term 
Term (exponentiell) 

herleiten 

8 Exponentiell Kovariation, Objekt 

Säulen-

diagramm, 

Graph, Term 

Einfluss der Parameter 

Anmerkung. Bis auf Aufgabe 7 wird in allen Aufgaben der Anwendungskontext chemische Reaktion behandelt. 

Exponentielle Funktionen werden während der Analyse einer Reaktion erster Ordnung, lineare Funktionen 

werden während der Analyse einer Reaktion nullter Ordnung behandelt. In Aufgabe 7 wird das Zellwachstum 

bzw. -sterben untersucht. 

4.2.4.10 Überarbeitung der Aufgaben 

Die Lernumgebung wurde in zwei aufeinanderfolgenden Jahren, im Herbstsemester 2022 und 

2023, in der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I eingesetzt. Zwischen den beiden 

Herbstsemestern wurde mit der qualitativen Auswertung der schriftlichen Antworten der 

Studierenden begonnen. Es muss jedoch betont werden, dass bis zum Herbstsemester 2023 

keine detaillierte qualitative Auswertung vorlag. Es gab nur ein oberflächliches Bild, das als 

Grundlage für kleinere Überarbeitungen der Aufgaben und größere Überarbeitungen der 

Instruktion (vgl. Kapitel 4.2.5.1) diente. Aufgefallen ist, dass die Studierenden häufig kurze 

Antworten formulierten und oft nicht auf die Operatoren eingingen. Vereinzelt gab es 
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Rückmeldungen von Studierenden, dass die Aufgaben zu kleinschrittig seien. Insbesondere bei 

der Analyse der Parameter in der fünften und achten Aufgabe erschienen manche Aufgaben 

redundant. Diese Erkenntnisse führten zu einer leichten Überarbeitung der Aufgaben, wobei 

die Applets unverändert blieben. Die Überarbeitung der Aufgaben lässt sich in die Bereiche 

Anpassung des Designs, Überarbeitung der Aufgabenstellung und neue Aufgabenstellung 

unterteilen. 

Eine Anpassung der Gestaltung der Aufgabendokumente betrifft alle Aufgaben der 

Lernumgebung. Innerhalb der Dokumente wurden bereits im Herbstsemester 2022 

Anweisungen gegeben, wenn ein Kontrollkästchen aktiviert oder ein Schieberegler bewegt 

werden muss. Diese Anweisungen waren entweder der eigentlichen Aufgabe vorangestellt oder 

Teil der Aufgabe. Um diese Anweisungen von den Aufgaben abzugrenzen, wurden sie im 

Herbstsemester 2023 vor die Aufgaben gestellt und mit einem dunkelblauen Kasten farblich 

hervorgehoben. Abbildung 4.32 zeigt exemplarisch Aufgaben aus dem Herbstsemester 2022 

und die überarbeiteten Aufgaben aus dem Herbstsemester 2023. Die im Herbstsemester 2023 

durch den dunkelblauen Kasten hervorgehobenen Instruktionen waren im Herbstsemester 2022 

Bestandteil der dargestellten Teilaufgaben 3) und 4). Die weiteren Änderungen werden im 

Abschnitt zur achten Aufgabe beschrieben. 

Abbildung 4.32 ¦berarbeitung Aufgabe 8 

 
Anmerkung. Hier werden die Teilaufgaben der achten Aufgabe aus dem Herbstsemester 2022 (links) und 

Herbstsemester 2023 (rechts) dargestellt, in denen der Einfluss des Parameters ὧ  untersucht wird. 

Aufgabe 1 

Die Überarbeitung der ersten Aufgabe kann als Designanpassung bezeichnet werden. Die ersten 

vier Teilaufgaben (vgl. Abbildung 4.9) werden nur mithilfe der Abbildung 4.6 bearbeitet. Im 

Herbstsemester 2022 wurde den Studierenden ein Applet zur Verfügung gestellt, bei dem der 

Schieberegler Zeit nicht bewegt werden konnte. Im Herbstsemester 2023 wurde eine 

entsprechende Abbildung in das Aufgabendokument integriert, damit die Studierenden nicht 

zwischen Applet und Aufgabendokument wechseln müssen. Darüber hinaus führt dies zu einer 

klaren Unterscheidung zwischen Applets, die interaktiv und dynamisch sind, und Abbildungen, 

die statisch sind. 

Aufgabe 2 

In der zweiten Aufgabe wurde eine Teilaufgabe überarbeitet. In Aufgabe 2g) soll analog zu 2f) 

(Abbildung 4.11) die Änderung der Konzentration in zwei gleich langen Zeiträumen verglichen 
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werden. Da sich die Abnahme der Konzentration in diesen beiden Zeiträumen nur geringfügig 

unterscheidet, sollen die Studierenden in 2h) die absoluten Änderungen in beiden Zeiträumen 

berechnen. Aus den absoluten Änderungen geht hervor, dass die Abnahme der Konzentration 

im späteren Zeitraum etwas geringer ist. Es wird erwartet, dass die Studierenden ihre vorherige 

Antwort revidieren, wenn sie nicht mit dem quantitativen Ergebnis übereinstimmt, und sich 

überlegen, wie sie dies anhand der Grafik begründen können. Im Herbstsemester 2022 hat 

niemand seine vorherige Antwort überarbeitet, sodass die Aufgabenstellung im Herbstsemester 

2023 explizit darauf hinweist, dass eine überarbeitete Begründung formuliert werden soll. 

Aufgabe 3 

In der dritten Aufgabe wurden Teilaufgaben ergänzt. Bei der groben Analyse der Antworten 

der Studierenden fiel auf, dass einige Studierende Schwierigkeiten hatten, die absolute 

Änderung der Zeit in einem bestimmten Zeitraum zu quantifizieren. Möglicherweise erschien 

ihnen diese Aufgabe einfach oder ungewohnt, da viele Studierende stattdessen die absolute 

Änderung der Konzentration in dem vorgegebenen Zeitraum berechneten. Aus diesem Grund 

wurde im Herbstsemester 2023 ɝὸ ὸ ὸ vorgegeben und zusätzlich sollten die 

Studierenden kurz begründen, warum man mit diesem Term die Änderung der Zeit berechnet. 

Dies sollte dazu führen, dass die Studierenden die Zeitänderung berechnen und sich überlegen, 

warum dies mit der vorgegebenen Subtraktion möglich ist. 

Aufgabe 4 

In der vierten Aufgabe wurde die Teilaufgabe d) gestrichen. In dieser Aufgabe sollten die 

Studierenden begründen, warum bei einem Zeitintervall von einer Minute der Wert der 

mittleren Änderungsrate gleich dem Wert der absoluten Änderung ist. Im Herbstsemester 2022 

gaben die meisten Studierenden algebraische Umformungen an, die darauf basierten, dass der 

Nenner mit dem Wert eins weggelassen werden kann. Ursprünglich wurde erwartet, dass die 

Studierenden inhaltlich begründen, dass die mittlere Änderungsrate gleich der mittleren 

Änderung der Konzentration pro Minute in einem bestimmten Zeitraum ist. In Bezug auf die 

Grundvorstellungen hat diese Aufgabe einen geringen Mehrwert und wurde daher im 

Herbstsemester 2023 nicht verwendet. 

Aufgabe 5 

In der fünften Aufgabe wurden die Teilaufgaben überarbeitet, in denen der Einfluss der beiden 

Parameter bei einer Reaktion nullter Ordnung thematisiert wird. Die Überarbeitung erfolgt 

analog zu den Teilaufgaben der achten Aufgabe (siehe Abbildung 4.32), in denen der 

Parametereinfluss bei einer chemischen Reaktion erster Ordnung untersucht wird. Ziel dieser 

Überarbeitung ist eine optimierte Segmentierung im Sinne des multimedialen Lernens (Mayer 

& Fiorella, 2021). Für die achte Aufgabe ist die Überarbeitung detailliert beschrieben, sodass 

auf diesen Abschnitt verwiesen wird. Das Applet 5.2 aus dem Herbstsemester 2022 (vgl. 

Abbildung 4.20) wurde im Herbstsemester 2023 in die Applets 5.2 und 5.3 aufgeteilt. Applet 

5.2 enthält im Herbstsemester 2023 nur den Schieberegler des Parameters ὧ , während Applet 

5.3 im Herbstsemester 2023 dem Applet 5.2 aus dem Herbstsemester 2022 entspricht. 
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Aufgabe 6 

In der sechsten Aufgabe wurden im Herbstsemester 2023 weitere Teilaufgaben hinzugefügt. 

Die neuen Teilaufgaben wurden in Anlehnung an Aufgabe 2f) entwickelt (siehe Abbildung 

4.11). Es werden zwei Zeiträume vorgegeben und die Studierenden sollen beurteilen, in 

welchem der Zeiträume die absolute Änderung der Konzentration von A bzw. die mittlere 

Änderungsrate größer ist. Die vorgegebenen Zeiträume sind unterschiedlich lang und so 

gewählt, dass die absolute Abnahme der Konzentration von A im zehnminütigen Zeitraum 

kleiner ist als im 20-minütigen Zeitraum. Die mittlere Änderungsrate ist jedoch im 

zehnminütigen Zeitraum betragsmäßig größer. Die Antworten sollen jeweils mit Hilfe des 

Graphen begründet werden. In einer weiteren Teilaufgabe sollen die Lernenden die 

Unterschiede erklären, wenn statt der absoluten Änderung die mittlere Änderungsrate 

verglichen wird. Mit diesen Aufgaben wird die Grundvorstellung Kovariation und der Umgang 

mit dem Graphen thematisiert. Die Teilaufgaben wurden ergänzt, da es bisher keine Aufgaben 

in der Lernumgebung gab, die den Unterschied zwischen absoluter Änderung und mittlerer 

Änderungsrate explizit behandeln. 

Zudem wurden die Teilaufgaben zur Halbwertszeit ὸ erweitert. Im Herbstsemester 2022 sollen 

die Studierenden die Halbwertszeit angeben und beschreiben, wie diese mit Hilfe des Graphen 

bestimmt werden kann. Im Herbstsemester 2023 werden die Studierenden in der 

Aufgabenstellung aufgefordert, zwei Verfahren zur Bestimmung der Halbwertszeit mit dem 

Graphen zu beschreiben. Dabei wird erwartet, dass die beiden in Kapitel 4.2.4.6 beschriebenen 

Verfahren erwähnt werden, sodass die Grundvorstellungen Zuordnung und Objekt 

angesprochen werden. Zusätzlich sollen die Studierenden die Konzentration von A nach ςẗὸ 

und σẗὸ angeben und erklären, wie sie zu dieser Lösung kommen. Dies soll den Gedanken 

anregen, dass sich die Konzentration in gleich langen Zeitabschnitten um den gleichen 

Prozentsatz ändert. 

Aufgabe 7 

In der siebten Aufgabe wurde eine weitere Teilaufgabe hinzugefügt. Hier sollen die 

Studierenden erklären, welche beiden Größen die Änderung der Zellen pro Zeitschritt 

beeinflussen. Im einleitenden Aufgabentext wird beschrieben, dass sich die Zellen pro Stunde 

verdoppeln bzw. halbieren. Dementsprechend sollen die Studierenden den Faktor 

Verdoppelung bzw. Halbierung im Zusammenhang mit der momentanen Zellzahl nennen. 

Aufgabe 8 

In der achten Aufgabe wurden zwei Teilaufgaben überarbeitet. In Teilaufgabe d) sollen zwei 

Zeiträume der Länge 20 Minuten analysiert werden, indem ɝὸ mit dem Schieberegler 

systematisch verkleinert und der Wert der mittleren Änderungsrate dokumentiert wird. Eine 

oberflächliche Analyse der Antworten der Studierenden ergab, dass teilweise unterschiedliche 

Zeiträume betrachtet wurden. So wurde z. B. der Zeitraum zwischen 20 und 40 Minuten und 

anschließend der Zeitraum zwischen 50 und 60 Minuten betrachtet. Diese Aufgabenstellung 

macht jedoch nur Sinn, wenn innerhalb des ursprünglichen Zeitraums, also zwischen 20 und 40 
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Minuten, weitere kleinere Zeiträume untersucht werden. Aus diesem Grund wurden im 

Herbstsemester 2023 alle Zeiträume in der zur Verfügung gestellten Tabelle vorgegeben. 

Darüber hinaus wurden die Aufgaben, die den Einfluss der beiden Parameter thematisieren, 

überarbeitet. In Abbildung 4.32 sind die im Herbstsemester 2022 und 2023 formulierten 

Aufgaben gegenübergestellt. Aufgrund der Rückmeldungen einiger Studierender, dass diese 

Aufgaben zu kleinschrittig seien, wurde im Herbstsemester 2023 eine komprimiertere 

Formulierung der Aufgaben angestrebt. Inhaltlich werden jedoch in beiden Jahren die gleichen 

Aufgaben gestellt. Im Herbstsemester 2023 greift Aufgabe a) die Inhalte von 1) und 2) aus dem 

Herbstsemester 2022 auf, b) greift die Inhalte von 3) und 4) auf und c) im Herbstsemester 2023 

entspricht 5) aus dem Herbstsemester 2022. Auf 6) aus dem Herbstsemester 2022 wurde 

verzichtet, da in b) im Herbstsemester 2023 bereits der Einfluss des Parameters auf den Graphen 

thematisiert wird. Die Aufgaben 1) und 2) im Herbstsemester 2022 bzw. a) im Herbstsemester 

2023 sollten ohne Applet 8.3 bearbeitet werden. Im Herbstsemester 2022 wurden die 

Studierenden jedoch aufgefordert, vor Aufgabe 1) das Applet zu öffnen, sodass die 

Studierenden den Schieberegler problemlos bewegen und anschließend ihre Vermutung 

formulieren konnten. Im Herbstsemester 2023 wurde stattdessen vor Aufgabe a) eine 

Abbildung des Applets eingefügt. Erst auf der darauffolgenden Seite des Dokuments werden 

die Studierenden aufgefordert, das Applet zu öffnen, um Aufgabe b) zu bearbeiten. Nur anhand 

der Abbildung sollten sie ihre erste Vermutung formulieren. Zusätzlich wurden im 

Herbstsemester 2023 vor der Aufgabe b) in einem farblich hervorgehobenen Kasten die 

Hinweise gegeben, welche Steuerelemente im Applet bedient werden sollen, die im 

Herbstsemester 2022 Teil der Aufgaben 3) und 4) waren. Die Aufgaben, die den Einfluss des 

Parameters ὦ thematisieren, wurden analog überarbeitet. Für eine optimierte Segmentierung der 

Aufgaben, welche die Parameter ὧ  und ὦ behandeln, wurde das Applet 8.3 aus dem 

Herbstsemester 2022 im Herbstsemester 2023 in zwei Applets 8.3 und 8.4 aufgeteilt. Applet 

8.4 ist identisch mit Applet 8.3. Applet 8.3 im Herbstsemester 2023 zeigt nur den Schieberegler 

des Parameters ὧ . 

4.2.5 Instruktion während der Vorlesung 

Roth (2022, S. 111) weist darauf hin, eine Lernumgebung sollte Ăvon einem unterrichtlichen 

Gesamtsetting gerahmt werden, in dem die Lernenden durch eine Lehrperson auf die Arbeit mit 

der Lernumgebung vorbereitet, wieder daraus abgeholt und insbesondere beim Systematisieren 

ihrer gewonnenen Erkenntnisse unterstützt werden.ñ Aus diesem Grund wurden während der 

Vorlesung Instruktionen der Lehrperson gegeben, um den Einstieg in die Lernumgebung zu 

erleichtern und die Erkenntnisse aus den bereits bearbeiteten Aufgaben im Plenum zu 

diskutieren. Für die Bearbeitung der Lernumgebung waren drei Semesterwochen vorgesehen.  

Woche 1 

In der ersten Woche wurden die Studierenden auf die Arbeit mit der Lernumgebung vorbereitet. 

Die Aufgabendokumente und Applets wurden im vorlesungsinternen Moodle-Kurs 

(https://moodle.org/) integriert. Abbildung 4.33 zeigt die Struktur der ersten Aufgabe in 

Moodle. Nach der Überschrift erscheint das Aufgabendokument, das als Word- oder PDF-
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Dokument heruntergeladen werden kann. Darunter wird das GeoGebra-Applet dieser Aufgabe 

zur Verfügung gestellt. Nach der Bearbeitung der Aufgabe sollen die Studierenden ihr 

Aufgabendokument hochladen. Da die gesamte Lernumgebung in Moodle sehr umfangreich 

erscheint, wird zunächst nur die erste Aufgabe angezeigt. Nach dem Hochladen der bearbeiteten 

Aufgabe wird die nächste Aufgabe angezeigt. Dieser Prozess wurde den Studierenden während 

der Instruktion in der ersten Woche vorgestellt. 

Abbildung 4.33 Aufgabe 1 der digitalen Lernumgebung im Moodle-Kurs 

 

Neben der technischen Handhabung der Lernumgebung in Moodle sollte eine weitere 

inhaltliche Aufgabe zur Vorbereitung von den Studierenden bearbeitet und anschließend im 

Plenum diskutiert werden. Den Studierenden wurden Temperaturdaten zur Verfügung gestellt 

und es sollte für zwei vorgegebene Zeiträume beurteilt werden, wann der Temperaturabfall 

größer ist. Die Zeiträume sind unterschiedlich lang und so gewählt, dass die absolute 

Temperaturabnahme im längeren Zeitraum größer ist, während die mittlere Änderungsrate der 

Temperatur im kürzeren Zeitraum betragsmäßig kleiner ist. In der Plenumsdiskussion werden 

die absolute Änderung und die mittlere Änderungsrate gegenübergestellt und diskutiert, 

welches Änderungsmaß gewählt werden sollte, um den Temperaturabfall in den beiden 

Zeiträumen zu vergleichen. Mit dieser Aufgabe soll der Schwerpunkt auf die Analyse von 

Änderungen gelegt werden, sodass die Grundvorstellung Kovariation angesprochen wird. 

Anschließend konnten die Studierenden die verbleibende Zeit nutzen, um mit der Bearbeitung 

der ersten Aufgabe der Lernumgebung zu beginnen. Am Ende der Vorlesung werden die 

Studierenden darauf hingewiesen, dass sie die Lernumgebung bis einschließlich der vierten 

Aufgabe bis zur nächsten Woche bearbeiten sollen. 

Woche 2 

Die Studierenden sollten die ersten vier Aufgaben der Lernumgebung bearbeitet haben, in der 

die Erfassung der Konzentrationsänderung mithilfe des Graphen im Mittelpunkt steht. Dazu 

haben sie bereits das Steigungsdreieck als visuelles Hilfsmittel kennen gelernt. In der 

Instruktion der zweiten Woche wird zunächst die Definition einer Funktion gegeben und die 

Lernenden sollen die Frage beantworten, ob der Graph, der die gemessenen Konzentrationen 
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im Abstand von zehn Minuten darstellt, eine Funktion ist. Untypisch erscheinende Funktionen, 

z. B. Funktionen mit einem diskreten Definitionsbereich, nicht stetige Funktionen oder 

Funktionen mit einem Knick, werden von den Lernenden oft nicht als solche erkannt (vgl. 

Vinner & Dreyfus, 1989). Dazu werden die Begriffe Definitions- und Wertebereich eingeführt 

und mit den Größen Zeit und Konzentration des gegebenen funktionalen Zusammenhangs 

verknüpft. Anschließend wird eine Abbildung des zweiten Applets gegeben (vgl. Abbildung 

4.10). Die Studierenden sollen die mittlere Änderungsrate in zwei vorgegebenen 

unterschiedlich langen Zeiträumen ermitteln und im Graphen visualisieren. Dazu wird in der 

Diskussion das Steigungsdreieck verwendet. Zusätzlich sollen die beiden mittleren 

Änderungsraten miteinander verglichen werden, um daraus Eigenschaften der chemischen 

Reaktion abzuleiten. Es wird erwartet, dass dabei auffällt, dass die mittleren Änderungsraten 

unterschiedlich sind, sodass es sich nicht um eine lineare Abnahme der Konzentration von A 

handelt. Außerdem ist zu erkennen, dass die Änderungsrate im späteren Zeitraum betragsmäßig 

kleiner ist, sodass die Konzentration hier weniger stark abnimmt. Es wird festgehalten, dass die 

Änderungsrate mit der Zeit abnimmt und die mittlere Änderungsrate in diesem Zusammenhang 

als mittlere Reaktionsgeschwindigkeit interpretiert werden kann. In der abschließenden 

Aufgabe sollen die Studierenden die Konzentrationsänderung zwischen Messpunkten 

abschätzen. Es werden die bereits untersuchten Zeiträume verwendet. Sowohl im ersten 

Zeitraum von 20 bis 30 Minuten als auch im zweiten Zeitraum von 40 bis 130 Minuten gibt es 

keinen Messpunkt, der genau in der Mitte des Zeitraums liegt. Die Studierenden sollen angeben, 

wie groß die absolute Änderung der Konzentration von A und die mittlere Änderungsrate 

zwischen 20 und 25 Minuten und 25 und 30 Minuten ist. Dies wirkt einer stückweisen (chunky) 

Betrachtung der Änderung entgegen und etabliert im Idealfall eine kontinuierliche Sichtweise 

von Kovariation (vgl. Castillo-Garsow et al., 2013; Thompson & Carlson, 2017). Von den 

Studierenden wird erwartet, dass sie die abnehmende Abnahme der Konzentration 

berücksichtigen. Daher sind die Konzentrationsänderung und die mittlere Änderungsrate im 

ersten Intervall des unterteilten Zeitraums betragsmäßig größer. Während der Diskussion im 

Plenum werden die Lösungen der Studierenden und die Begründungen für die eigene Lösung 

gesammelt und anschließend schriftlich festgehalten. In der verbleibenden Vorlesungszeit 

können die Studierenden mit der Bearbeitung der Lernumgebung fortfahren. Bis zur nächsten 

Vorlesungswoche sollen alle acht Aufgaben der Lernumgebung bearbeitet sein. 

Woche 3 

Mit der Instruktion in der dritten Woche wird die Arbeit mit der Lernumgebung abgeschlossen. 

Der inhaltliche Schwerpunkt liegt auf dem Einfluss der Parameter ὧ  und ὦ, der in der achten 

Aufgabe der Lernumgebung behandelt wird. Dazu wird den Lernenden der bereits bekannte 

Term ὧ ὸ ὧ ẗὩẗ (vgl. Kapitel 2.4.2.1) und das Applet 8.3 (vgl. Abbildung 4.31) zur 

Verfügung gestellt. Die übergeordnete Frage lautet: Welcher der beiden Parameter ist 

entscheidend für die Reaktionsgeschwindigkeit? Die Studierenden sollen zunächst 

nacheinander beide Parameter variieren und beobachten, wie sich die im Applet angezeigte 

mittlere Änderungsrate verändert. Anschließend werden die vorläufigen Ergebnisse im Plenum 

diskutiert und dokumentiert. Es wird festgehalten, dass die Variation beider Parameter einen 
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Einfluss auf die mittlere Änderungsrate hat und somit beide einen Einfluss auf die 

durchschnittliche Reaktionsgeschwindigkeit haben. Anschließend sollen die Studierenden die 

Halbwertszeit einblenden und den Einfluss der Parameter auf die Halbwertszeit untersuchen. 

Dabei sollte auffallen, dass eine Variation von b einen Einfluss auf die Halbwertszeit hat, 

während ὧ  keinen Einfluss auf die Halbwertszeit hat. Auf dieser Grundlage wird im Plenum 

diskutiert, welcher Parameter für die Reaktionsgeschwindigkeit entscheidend ist. Es wird 

festgehalten, dass die Halbwertszeit die Zeit angibt, die benötigt wird, um 50% der 

Konzentration von A abzubauen. Aus diesem Grund hat nur ὦ einen Einfluss auf den 

prozentualen Konzentrationsabbau, sodass damit die Reaktionsgeschwindigkeit maßgeblich 

beeinflusst werden kann. Darüber hinaus wird im Plenum festgehalten, dass durch die Variation 

von ὧ  die Kurve in vertikaler Richtung gestaucht oder gestreckt wird, während durch die 

Variation von b die Kurve in horizontaler Richtung gestaucht oder gestreckt wird. 

4.2.5.1 Überarbeitung der Instruktion  

Wie bereits in Kapitel 4.2.4.10 beschrieben, wurde eine erste oberflächliche Analyse der von 

den Studierenden abgegebenen Aufgabendokumente durchgeführt. Dabei fiel auf, dass die 

Antworten der Studierenden häufig sehr knapp formuliert waren und die Operatoren oft nicht 

berücksichtigt wurden. Dies deutet darauf hin, dass die Studierenden besser auf die Bearbeitung 

der Lernumgebung vorbereitet werden müssen. Aus diesem Grund wurden die Instruktionen 

überarbeitet. Insbesondere die Instruktionen in den ersten beiden Wochen wurden komplett neu 

strukturiert. 

Woche 1 

Im Herbstsemester 2023 wurde wie 2022 die technische Handhabung der Lernumgebung in 

Moodle vorgestellt (vgl. Abbildung 4.33), damit die Studierenden wissen, wo sie die Aufgaben 

und Applets finden. Darüber hinaus wurde den Studierenden ein Überblick über die Ziele der 

Lernumgebung gegeben. Dazu wurden beispielhafte Anwendungen aus den Life Sciences 

genannt, in denen funktionale Zusammenhänge durch Funktionen modelliert werden. 

Anschließend wurde die mathematische Definition einer Funktion den Anwendungen aus den 

Life Sciences gegenübergestellt, um zu verdeutlichen, dass diese Definition keine inhaltlichen 

Vorstellungen vermittelt, diese aber für den Umgang mit Funktionen in den Life Sciences umso 

wichtiger sind (vgl. Greefrath et al., 2016b, S. 42 f.; Malle, 1996; Vinner & Dreyfus, 1989; 

Vollrath, 2014). Anschließend sollen die Studierenden mit der Bearbeitung der ersten Aufgabe 

der Lernumgebung beginnen. Vor der Bearbeitung werden sie auf die verschiedenen 

Operatoren in der Aufgabenstellung hingewiesen. Zusätzlich erhalten sie eine Liste aller in der 

Lernumgebung vorkommenden Operatoren und eine Beschreibung, welche Art von Antwort 

der jeweilige Operator verlangt. Nach der ersten Vorlesungswoche wird diese Liste um eine 

weitere Spalte ergänzt, in der eine Beispielantwort einer Teilaufgabe angegeben ist. Diese Liste 

soll sicherstellen, dass die Studierenden die Operatoren berücksichtigen und wissen, dass z. B. 

erläutern eine ausführlichere Antwort in Textform erfordert als angeben. Der direkte Einstieg 

mit der ersten Aufgabe der Lernumgebung hat den Vorteil, dass die Lehrperson auf viele 

Probleme beim Einstieg in die Lernumgebung direkt eingehen kann. So kann unter anderem 
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abgefedert werden, dass es vielen Studierenden zunächst schwerfällt, in Mathematik verbale 

Textantworten zu geben, anstatt einen Wert nach einem bekannten Verfahren zu bestimmen. 

Wie im Herbstsemester 2022 soll der Unterschied zwischen absoluter Änderung und mittlerer 

Änderungsrate in der Vorlesung thematisiert werden. In der ersten Aufgabe der Lernumgebung 

sollen die Studierenden die absolute Änderung in zwei vorgegebenen Zeiträumen von zehn 

Minuten berechnen. Sie erhalten einen weiteren Zeitraum von 20 Minuten und sollen die 

Abnahme der Konzentration von A in allen Zeiträumen miteinander vergleichen und beurteilen, 

in welchem Zeitraum die Abnahme am größten ist. Die Zeiträume sind wiederum so gewählt, 

dass die mittlere Änderungsrate in einem der zehnminütigen Zeiträume betragsmäßig am 

größten ist, während die absolute Abnahme der Konzentration im 20-minütigen größer ist. Es 

wird erwartet, dass die Studierenden diesen Unterschied bemerken, sodass im Plenum die 

absolute Änderung und die mittlere Änderungsrate verglichen werden können. Insgesamt sollen 

die Änderungen in der Instruktion in der ersten Woche dazu beitragen, dass die Studierenden 

besser auf die Bearbeitung der Lernumgebung vorbereitet werden und die verwendeten 

Operatoren bewusst berücksichtigen. Darüber hinaus wurde weiterhin ein Schwerpunkt auf die 

Analyse des Änderungsverhaltens gelegt, wodurch Kovariation adressiert wird. 

Woche 2 

In der zweiten Woche wurden zu Beginn der Vorlesung bereits hochgeladene Antworten der 

Studierenden diskutiert. Es wurden Antworten ausgewählt, die unpräzise formuliert sind oder 

einen Funktionstyp angeben. Anhand dieser Antworten sollen die Studierenden untereinander 

diskutieren, warum diese Antworten nicht ausreichend sind und Verbesserungsvorschläge 

erarbeiten. Anschließend werden die Ideen der Studierenden im Plenum gesammelt und 

wichtige Argumente festgehalten. Auf diese Weise wird anhand von beispielhaften Antworten 

verdeutlicht, was von den Studierenden in der Lernumgebung erwartet wird und sie können 

ihre eigenen Antworten damit vergleichen. In einer der vorgestellten Antworten wurde 

beschrieben, dass der Graph in einer Kurve nach unten geht. Die Studierenden wurden 

aufgefordert, sich neben dem im Applet vorgegebenen Graphen weitere Graphen auszudenken 

und zu skizzieren, die zu dieser Antwort passen würden und grundlegend anders aussehen. Die 

vorgegebene Antwort gibt nur die Richtung und die Form des Graphen vor. Ein anderer Graph 

könnte flach beginnen und im Laufe der Zeit immer steiler werden. Die Form würde ungefähr 

einem Viertelkreis entsprechen. Ausgehend von jedem Graphen, der ebenfalls der 

Beschreibung entspricht, sollen die Lernenden überlegen, wie sich der tatsächliche Graph und 

der neu erfundene Graph unterscheiden, um die ursprüngliche Antwort zu präzisieren. 

Beispielsweise könnte hinzugefügt werden, dass die Kurve zunächst steiler fällt und mit 

zunehmender Zeit etwas flacher wird. Darüber hinaus haben einige Studierenden in ihren 

Antworten einen Funktionstyp angegeben. Neben dem richtigen Funktionstyp 

(Exponentialfunktion) wurden auch quadratische Funktionen oder Hyperbel genannt. Diese 

Antworten wurden ebenfalls präsentiert und die Studierenden wurden aufgefordert zu 

überlegen, warum dieser Funktionstyp nicht geeignet ist, die Konzentration von A zu 

beschreiben. Um diese Frage fundiert beantworten zu können, sind weitere Kenntnisse über 

Reaktionen erster Ordnung erforderlich. Dennoch wird durch diese Diskussion eine inhaltliche 

Auseinandersetzung mit den Funktionstypen angeregt und die Studierenden erkennen, dass es 
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notwendig ist, verschiedene Eigenschaften der Funktionstypen zu kennen und in Bezug auf den 

Anwendungskontext zu bewerten, ob diese mathematischen Eigenschaften zur Modellierung 

des Phänomens geeignet sind. Bei einer Parabel wurde z. B. festgestellt, dass sie nach dem 

Scheitelpunkt wieder ansteigt und daher nicht geeignet ist, eine chemische Reaktion zu 

modellieren, die üblicherweise einen Gleichgewichtszustand erreicht. 

Anschließend sollten die Studierenden eine weitere Aufgabe bearbeiten. Dazu erhielten sie die 

Graphen der Applets der zweiten und dritten Aufgabe der Lernumgebung sowie weitere 

Graphen, die ebenfalls die Konzentration eines Reaktanden während einer chemischen 

Reaktion darstellen. Zu diesen Graphen wurden Fragen gestellt, die sich auf die drei 

Grundvorstellungen bezogen. Die Lernenden sollten die Konzentration zu einem bestimmten 

Zeitpunkt ablesen (Zuordnung), für mehrere Zeitpunkte beurteilen, wann die mittlere 

Reaktionsgeschwindigkeit am größten ist (Kovariation) oder begründen, welche 

Situationsbeschreibungen auf den gesamten Graphen zutreffen (Objekt). Alle 

Aufgabenstellungen sind in Anlehnung an den situativen Kontext formuliert, um eine 

Verknüpfung zwischen der Situation und dem Graphen anzuregen. 

Woche 3 

In der dritten und damit letzten Woche der Bearbeitung der Lernumgebung wurden wie im 

Vorjahr Inhalte der achten Aufgabe behandelt. So stand der Einfluss der Parameter ὧ  und ὦ 

des Terms ὧ ὸ ὧ ẗὩẗ auf den Graphen und die Situation im Mittelpunkt. Zunächst 

wurden im Plenum die wichtigsten Eigenschaften eines exponentiellen Zerfalls gesammelt. 

Dabei sollten die Studierenden möglichst viele Beziehungen zwischen dem Graphen, dem Term 

und der Situation nennen. Zum Beispiel liegt der y-Achsenabschnitt des Graphen auf der Höhe 

der Anfangskonzentration, die ὧ  entspricht. Außerdem wurde verdeutlicht, dass bei einem 

exponentiellen Zerfallsgesetz die Änderung der Konzentration in gleichen Zeitschritten immer 

vom aktuellen Bestand und einem prozentualen Faktor abhängt. Anschließend wurde wie im 

Herbstsemester 2022 die Frage diskutiert, welcher der beiden Parameter einen entscheidenden 

Einfluss auf die Reaktionsgeschwindigkeit hat. Als Zusatzaufgabe sollten sich schnellere 

Studierende mit der Frage auseinandersetzen, welcher Parameter eine Streckung bzw. 

Stauchung in horizontaler bzw. vertikaler Achsrichtung beeinflusst. Zur Beantwortung der 

Frage stand den Studierenden das Applet 8.48 (vgl. Abbildung 4.31) zur Verfügung. Zur 

Beantwortung der Frage wurden die Studierenden aufgefordert, die mittlere Änderungsrate in 

einem Zeitintervall und die Halbwertszeit zu beobachten, während jeweils ein Parameter mit 

den Schiebereglern variiert wurde. Nun konnte auch begründet werden, warum die mittlere 

Änderungsrate bei einer höheren Anfangskonzentration (ὧ ) auch betragsmäßig größer wird. 

Bei einem konstanten prozentualen Konzentrationsabbau innerhalb von 10 Minuten wird mehr 

Konzentration abgebaut, wenn zu Beginn eine höhere Anfangskonzentration zur Verfügung 

 
8 Applet 8.4 im Herbstsemester 2023 entspricht dem Applet 8.3 des Herbstsemester 2022. Das ursprüngliche 

Applet 8.3 wurde in zwei Applets unterteilt, sodass Applet 8.3 im Herbstsemester 2023 nur den Schieberegler 

des Parameters ὧ  anzeigt, während in Applet 8.4 die Schieberegler beider Parameter angezeigt werden. 
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steht. Nur der Parameter ὦ ändert die prozentuale Konzentrationsänderung innerhalb von zehn 

Minuten und hat damit den entscheidenden Einfluss auf die Reaktionsgeschwindigkeit. 

Abschließend sollte der Term, der die Konzentration des Produkts B beschreibt, hergeleitet 

werden. Dies könnte entweder mit Hilfe des Graphen erfolgen, da die Graphen der 

Konzentrationen von A und B bezüglich ώ ρ achsensymmetrisch sind. Alternativ 

könnten die Studierenden algebraisch vorgehen, wenn sie sich bewusst sind, dass in diesem 

geschlossenen System immer ὧ ὸ ὧ ὸ ὧ  gelten muss (vgl. Massenerhaltungssatz 

(Fallert-Müller et al., 2019, S. 19)). 
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5 Quantitative Auswertung 

Das übergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu untersuchen, ob durch die entwickelte 

digitale Lernumgebung das konzeptuelle Funktionenverständnis von Studierenden der Life 

Sciences gefördert werden kann. Die Lernumgebung zeichnet sich durch eine gezielte 

Anknüpfung an die drei Grundvorstellungen Zuordnung, Kovariation und Objekt sowie den 

anwendungsspezifischen Kontext chemische Reaktion aus den Life Sciences aus. Um die damit 

verbundene Forschungsfrage zunächst grundlegend evaluieren zu können, soll das konzeptuelle 

Funktionenverständnis zunächst operationalisiert und quantifiziert werden. Dazu wurde die 

digitale Lernumgebung in der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der 

Hochschule für Life Sciences (HLS) der Fachhochschule Nordwestschweiz (FHNW) 

eingesetzt. Neben der Experimentalgruppe, in der Studierende das Thema Funktionen mit der 

hier entwickelten Lernumgebung erarbeiten, gibt es eine Kontrollgruppe, in der die 

Studierenden sich das Thema wie bisher mit den Vorlesungsmaterialien erschließen. Um 

sicherzustellen, dass sich die beiden Gruppen nicht hinsichtlich affektiver Merkmale, die den 

Studienerfolg beeinflussen können, grundlegend unterscheiden, wurden entsprechende 

Fragebögen im Rahmen einer Vorbefragung eingesetzt. 

In den folgenden Teilkapiteln werden zunächst das Studiendesign und die Einteilung der 

Studierenden in eine Experimental- und Kontrollgruppe erläutert. Im Anschluss werden die 

verwendeten Testinstrumente und die Auswertungsmethode beschrieben und schließlich die 

Ergebnisse berichtet. Die erste Studie hat im Herbstsemester 2022 stattgefunden. Im 

Herbstsemester 2023 wurde die zweite Studie durchgeführt. 

5.1 Studiendesign 

Das Studiendesign ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die gesamte Studie wird in der Vorlesung 

Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der HLS durchgeführt. Hierfür wurde eine digitale 

Lernumgebung entwickelt, mit der sich die Studierenden das Thema Funktionen selbstständig 

erarbeiten sollen. Diese Lernumgebung stellt die Intervention dar, welche innerhalb der 

Experimentalgruppe eingesetzt wird. Um den Lernerfolg nach der Bearbeitung der digitalen 

Lernumgebung mit der bisherigen Vorlesung vergleichen zu können, erarbeiten die übrigen 

Studierenden das Thema Funktionen mit dem bestehenden Vorlesungsmaterial. Diese Gruppe 

wird als Kontrollgruppe bezeichnet.  

Abbildung 5.1 Studiendesign der Hauptstudie 

 
Anmerkung. EG  Experimentalgruppe; KG  Kontrollgruppe. 
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Zu Beginn des Kapitels Funktionen und eine Woche nach dem Ende des Kapitels wird jeweils 

ein Prä- bzw. Posttest durchgeführt, der das konzeptuelle Verständnis von Funktionen misst. 

Da es weder möglich noch sinnvoll war, alle bisherigen Themen der Vorlesung zu Funktionen 

innerhalb der digitalen Lernumgebung zu behandeln, wurden die restlichen Inhalte im 

Anschluss an die Bearbeitung der digitalen Lernumgebung auch mit den Vorlesungsmaterialien 

erarbeitet. Insgesamt sind in der Vorlesung vier Wochen für das Kapitel Funktionen 

vorgesehen. Die Experimentalgruppe arbeitete von der ersten Woche bis zur Hälfte der dritten 

Woche ausschließlich mit der digitalen Lernumgebung. Ab der dritten Woche bis zur 

abschließenden vierten Woche wurde mit dem Vorlesungsmaterial gearbeitet. 

5.1.1 Auswahl der Gruppen 

Insgesamt wird die Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I in fünf inhaltsgleiche 

Durchführungen aufgeteilt. Dadurch soll in kleineren Gruppen besser auf die individuellen 

Bedürfnisse der Studierenden eingegangen werden können. Bei insgesamt ca. 200 

Studierenden, die diese Vorlesung pro Jahr besuchen, liegt die Gruppengröße in der Regel 

zwischen 40 und 50 Studierenden. Bereits vor Beginn des Semesters steht fest, welche 

Studienrichtungen in welcher Durchführung vertreten sein werden und welche Dozierenden für 

die Vorlesungsdurchführungen verantwortlich sind. Insgesamt sind drei Dozierende 

verantwortlich, von denen jeweils zwei für je zwei Durchführungen zuständig sind. Tabelle 5.1 

zeigt die Verteilung der Studienrichtungen in den verschiedenen Durchführungen im 

Herbstsemester 2022. Vorab musste definiert werden, in welcher der Durchführungen das 

Thema Funktionen mit der Lernumgebung behandelt wird und somit die dort anwesenden 

Studierenden zur Experimentalgruppe gehören. Für die Auswahl waren zwei Kriterien 

ausschlaggebend. Zum einen sollten in beiden Gruppen Studierende vertreten sein, für die der 

Kontext chemische Reaktion eine hohe bzw. weniger hohe studienbezogene Relevanz aufweist. 

Der Kontext chemische Reaktion hat für eine Studienrichtung eine hohe studienbezogene 

Relevanz, wenn dieser Inhalt in mindestens einer weiterführenden Veranstaltung vertieft wird. 

Zum anderen sollten mögliche Unterschiede durch die Lehrpersonen minimiert werden, indem 

diese in beiden Gruppen vertreten sind. 

Tabelle 5.1 Verteilung Studienrichtungen und Lehrpersonen in den Vorlesungsdurchf¿hrungen 

2022 

Vorlesungs-

durchführung 

Lehr-

person 

Gruppe BZ CB CH MI MT PT UT 

1 A KG     X   

2 B EG    X X   

3 A EG X X    X  

4 B EG X      X 

5 C KG X  X     

Anmerkung. BZ  Bioanalytik und Zellbiologie; CB  Chemie- und Bioprozesstechnik; CH  Chemie; MI  

Medizininformatik; MT  Medizintechnik; PT  Pharmatechnologie; UT  Umwelttechnologie; EG  

Experimentalgruppe; KG  Kontrollgruppe. 

Zu den Studienrichtungen, für die der Kontext weniger relevant ist, gehören Medizininformatik 

(MI) und Medizintechnik (MT). Da beide Studienrichtungen nur in den ersten beiden 



Quantitative Auswertung  

 

 

105 

Durchführungen vertreten sind, war bereits klar, dass eine der beiden Studienrichtungen zur 

Experimentalgruppe und die andere dementsprechend zur Kontrollgruppe gehören würde. 

Schließlich wurde die Lernumgebung in der zweiten Durchführung eingesetzt, da hier beide 

Studienrichtungen vertreten waren. Daraufhin wurde entschieden, dass die digitale 

Lernumgebung auch in der dritten Durchführung eingesetzt werden sollte, damit die 

Studierenden von Lehrperson A sowohl in der Experimental- als auch in der Kontrollgruppe 

vertreten sind. Überträgt man dieses Argument auf die Lehrperson B, würde in Durchführung 

4 nicht mit der Lernumgebung gearbeitet werden. Für einen Vergleich eigneten sich jedoch die 

Durchführungen 3 und 5 am besten, da in beiden Studierende der Studienrichtung Bioanalytik 

und Zellbiologie (BZ) vertreten sind und die Studienrichtungen Chemie- und 

Bioprozesstechnik (CB) und Chemie (CH) einige inhaltliche Gemeinsamkeiten aufweisen. Aus 

diesem Grund wurde in Durchführung 5 nicht mit der Lernumgebung gearbeitet. Darüber 

hinaus wurde aufgrund der ungeraden Anzahl der Durchführungen vorab festgelegt, dass die 

Experimentalgruppe größer sein sollte, um mehr Daten von Studierenden zu erhalten, die mit 

der digitalen Lernumgebung arbeiten. Insgesamt setzt sich die Experimentalgruppe im 

Herbstsemester 2022 aus den Studierenden der Durchführungen 2, 3 und 4 zusammen, während 

die Studierenden der Durchführungen 1 und 5 die Kontrollgruppe bilden.  

Tabelle 5.2 zeigt die Verteilung der Studienrichtungen in den Vorlesungsdurchführungen im 

Herbstsemester 2023. Aufgrund von Änderungen im Stundenplan haben sich leichte 

Veränderungen ergeben. Die Lehrpersonen sind dieselben wie im Herbstsemester 2022. Nach 

den Kriterien des Vorjahrs wurden im Herbstsemester die Durchführungen 1, 3 und 5 

ausgewählt, um das Thema Funktionen mit der digitalen Lernumgebung zu erarbeiten. Die 

Studierenden der Durchführungen 2 und 4 bildeten die Kontrollgruppe. 

Tabelle 5.2 Verteilung Studienrichtungen und Lehrpersonen in den Vorlesungsdurchf¿hrungen 

2023 

Vorlesungs-

durchführung 

Lehr-

person 

Gruppe BZ CB CH MI MT PT UT 

1 B EG    X X   

2 A KG    X  X  

3 A EG  X X    X 

4 C KG X  X     

5 C EG X      X 

Anmerkung. BZ  Bioanalytik und Zellbiologie; CB  Chemie- und Bioprozesstechnik; CH  Chemie; MI  

Medizininformatik; MT  Medizintechnik; PT  Pharmatechnologie; UT  Umwelttechnologie; EG  

Experimentalgruppe; KG  Kontrollgruppe. 

5.2 Testinstrumente 

Innerhalb der vorliegenden Studie soll untersucht werden, inwiefern die digitale Lernumgebung 

durch den gezielten Anwendungsbezug und die Orientierung an den Grundvorstellungen das 

konzeptuelle Funktionenverständnis bei den Studierenden fördert. Zu diesem Zweck wurde ein 

Leistungstest eingesetzt, der das konzeptuelle Funktionenverständnis ebenfalls anhand der 

Grundvorstellungen Zuordnung, Kovariation, Objekt und der Darstellungen Graph, Term, 
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Situation und deren Darstellungswechsel operationalisiert. Darüber hinaus geht aus der 

Literatur hervor, dass affektive Merkmale wie Motivation, Selbstkonzept und 

Selbstwirksamkeitserwartung einen Einfluss auf die mathematische Leistung und den 

Studienerfolg haben. Da die Experimental- und Kontrollgruppe zufällig eingeteilt wurden, 

werden die drei genannten affektiven Merkmale zum Semesterstart erfragt. Dies soll 

sicherstellen, dass es keine signifikanten Unterschiede hinsichtlich der erhobenen affektiven 

Merkmale zwischen den Gruppen gibt, welche den Lernerfolg begünstigen könnten. Darüber 

hinaus werden die Klausurergebnisse zum Abschluss des Semesters als weiteres externes 

Kriterium für den Studienerfolg in diesem Modul betrachtet. Obwohl in der Klausur neben 

Funktionen die Themen Differential- und Integralrechnung geprüft werden, dient dies als erster 

Indikator für den Verbleib im Studium. Zudem wurde eine Aufgabe hinzugefügt, die gezielt 

Funktionen im Kontext einer chemischen Reaktion betrachtet. Diese Aufgabe wird einzeln 

analysiert und ermöglicht einen mittelfristigen Ausblick auf den Lernerfolg der Studierenden. 

In den folgenden Teilkapiteln werden die Skalen der affektiven Merkmale, der Leistungstest zu 

Funktionen und die in der Abschlussklausur verwendete Aufgabe vorgestellt. 

5.2.1 Affektive Merkmale  

Zu Beginn des Semesters wurde sämtlichen Studierenden, welche die Vorlesung Grundlagen 

Mathematik ï Analysis I besuchen, eine Einladung zur Teilnahme an der Vorbefragung 

übermittelt. Die Umfrage wurde digital mittels eines mobilen Endgeräts durchgeführt. Um eine 

hohe Rücklaufquote sicherzustellen, wurde während der Vorlesung ein Zeitfenster gewährt, in 

dem die Studierenden die Umfrage ausfüllen konnten. Neben allgemeinen Informationen wie 

dem Geschlecht, der Fachhochschulzugangsberechtigung und einer etwaigen Erwerbstätigkeit 

neben dem Studium wurden weitere Fragen verwendet, welche die Merkmale Motivation, das 

Selbstkonzept und die Selbstwirksamkeitserwartung der Studierenden hinsichtlich dieser 

Mathematikveranstaltung erheben. Die Skalen der affektiven Merkmale Motivation, 

Selbstkonzept und Selbstwirksamkeitserwartung wurden aus bereits etablierten Fragebögen 

entnommen und werden nachfolgend beschrieben.  

5.2.1.1 Motivation  

Die Erfassung der Motivation der Studierenden erfolgte mittels des von Kosovich et al. (2015) 

entwickelten Fragebogens. Im Rahmen dieses Fragebogens wird der Begriff Motivation anhand 

der Erwartungs-Wert-Theorie von Eccles et al. (1983) definiert. Motivation wird folglich in 

eine Erwartungs- und Wertkomponente unterteilt. Die Erwartung ist dabei an die direkten 

Erfolgsaussichten auf schulischen oder akademischen Erfolg geknüpft, wobei beispielsweise 

Noten eine Rolle spielen. Der Wert erlaubt eine Beurteilung der Nützlichkeit einer Aufgabe 

oder eines Lehrgegenstands für mögliche zukünftige Perspektiven, die über den akademischen 

Erfolg hinausgehen. Dazu zählen beispielsweise Interessen oder Berufschancen (Wigfield & 

Cambria, 2010). Die Komponente Wert lässt sich in eine positive und negative Facette 

unterteilen. Die negative Facette des Werts wird als Kosten bezeichnet. Dementsprechend leiten 

sich die drei Skalen des Testinstruments ab. Die Erfassung der Erwartung und des (positiven) 

Werts erfolgt mittels jeweils drei Items. Weitere vier Items erfassen die Kosten. 
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Der Fragebogen wurde ursprünglich in englischer Sprache für naturwissenschaftliche und 

mathematische Fächer konzipiert, sodass die originalen Items nur in der englischen Version 

vorlagen (Kosovich et al., 2015). Darüber hinaus haben Fleischer et al. (2019) diesen 

Fragebogen innerhalb einer Studie an deutschen Hochschulen verwendet und die englischen 

Items dafür übersetzt. In Tabelle 5.3 werden sämtliche Items in ihrer ursprünglichen englischen 

Fassung aus Kosovich et al. (2015) sowie der deutschen Übersetzung, welche in der 

vorliegenden Studie verwendet wurden, gegenübergestellt.  

Tabelle 5.3 Skalen und Items Motivation (entnommen aus (Kosovich et al., 2015)) 

Skala Item in englischer 

Originalfassung 

Item deutsche Übersetzung 

Erwartung 

I know I can learn the material 

in my math class. 

Ich weiß, dass ich den Stoff in meiner 

Mathematikvorlesung lernen kann.a 

I believe that I can be successful 

in my math class. 

Ich glaube, dass ich in meiner 

Mathevorlesung erfolgreich sein kann.b 

I am confident that I can 

understand the material in my 

math class 

Ich bin zuversichtlich, dass ich den Stoff 

in meiner Mathematikvorlesung 

verstehen kann.b 

Wert 

I think my math class is 

important. 

Ich denke, meine Mathevorlesung ist 

wichtig.b 

I value my math class. Ich schätze meine 

Mathematikvorlesung.a 

I think my math class is useful. Ich denke, meine Mathematikvorlesung 

ist nützlich.b 

Kosten 

My math classwork requires too 

much time. 

Die Arbeit für meine Mathevorlesung 

erfordert zu viel Zeit.a 

Because of other things that I 

do, I donôt have time to put into 

my math class. 

Wegen anderer Dinge, die ich tue, habe 

ich keine Zeit für meine 

Mathematikvorlesung.b 

Iôm unable to put in the time 

needed to do well in my math 

class. 

Ich bin nicht in der Lage, genügend Zeit 

aufzubringen, um in meiner 

Mathematikvorlesung gut 

abzuschneiden.b 

I have to give up too much to do 

well in my math class. 

Ich muss zu viel aufgeben, um in meiner 

Mathematikvorlesung gut 

abzuschneiden.b 

Anmerkung. a Diese übersetzten Items wurden aus der Studie von Fleischer et al. (2019) übernommen. b Diese 

Items wurden in Anlehnung an die verwendeten Formulierungen von Fleischer et al. (2019) eigenständig übersetzt.  

Die bereits von Fleischer et al. (2019) übersetzten Items wurden übernommen und sind in der 

Tabelle hervorgehoben.9 Es wurde lediglich der Begriff Studienfach durch 

Mathematikvorlesung ausgetauscht, um dem Kontext der vorliegenden Studie gerecht zu 

 
9 In dem Artikel von Fleischer et al. (2019) wird für jede Skala ein übersetztes Beispielitem gezeigt. Die restlichen 

übersetzten Items konnten nicht eingesehen werden, sodass nur diese drei übersetzten Items übernommen 

werden konnten. 
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werden. In Anlehnung an die in den vorliegenden drei Items bereits verwendeten 

Formulierungen wurden die übrigen Items eigenständig übersetzt. Der Begriff math class 

wurde nicht mit Mathematikunterricht sondern mit dem bereits verwendeten Begriff 

Mathematikvorlesung übersetzt, um den Hochschulkontext zu berücksichtigen. Abschließend 

wurde die Übersetzung der Items aus dem Englischen ins Deutsche hinsichtlich der 

sinngemäßen Wiedergabe von einem englischen Muttersprachler sowie einer bilingualen 

Person unabhängig voneinander überprüft und als angemessen beurteilt. Die Bewertung der 

Items erfolgte auf einer 6-stufigen Likert-Skala, wobei die Abstufungen von ρ  stimme 

überhaupt nicht zu bis φ  stimme voll zu verwendet wurden.  

5.2.1.2 Selbstkonzept 

Das Selbstkonzept bezeichnet die individuelle Einschätzung der eigenen Fähigkeiten, welche 

durch vergangene Erfahrungen geformt wird (Marsh et al., 2019; Rach et al., 2021; Shavelson 

et al., 1976). Somit lässt sich das Selbstkonzept in verschiedenen Bereichen erfassen. In der 

Lehr-Lern-Forschung existieren mehrere empirische Studien, die einen positiven 

Zusammenhang zwischen Selbstkonzept und akademischem Erfolg nachweisen konnten (u. a. 

Lauermann et al., 2020; Parker et al., 2014). Das mathematische Selbstkonzept entspricht der 

allgemeinen Definition zufolge der Einschätzung der eigenen mathematischen Fähigkeit einer 

Person. Rach et al. (2021) weisen darauf hin, dass zu Beginn eines Mathematikstudiums die 

Einordnung des Selbstkonzepts nicht eindeutig ist, da sich die Schulmathematik signifikant von 

der universitären Mathematik unterscheidet. Unter Berücksichtigung der verschiedenen 

Schulabschlüsse, welche ein Studium an der HLS ermöglichen, und des stark heterogenen 

mathematischen Vorwissens der Studierenden zu Studienbeginn (vgl. Kapitel 1.1 und 1.2), ist 

ein erheblicher Unterschied hinsichtlich des schulbezogenen und hochschulbezogenen 

mathematischen Selbstkonzepts zu erwarten. Insbesondere Studierende, die über eine Berufs- 

oder Fachmaturität verfügen und die überwiegende Mehrheit der Erstsemesterstudierenden 

bilden, müssen im ersten Semester vollständig neue Inhalte in kurzer Zeit erlernen, was von 

den Betroffenen als anspruchsvoll wahrgenommen werden kann. Dementsprechend wurde das 

Selbstkonzept in Allgemein, Schulbezogen und Hochschulbezogen unterteilt. Da die 

Vorbefragung zu Beginn des ersten Semesters stattfindet, verfügen die meisten Studierenden 

über keine bisherigen Erfahrungen mit der Hochschullehre in Mathematik. Aus diesem Grund 

ist es erforderlich, dass die Studierenden die Items im Hinblick auf ihre Vorstellungen von 

Mathematikvorlesungen beantworten. Die Skalen des schulbezogenen und 

hochschulbezogenen Selbstkonzepts wurden der Studie von Rach et al. (2021) entnommen. Die 

Skala des allgemeinen Selbstkonzepts, welche ebenfalls von Rach et al. verwendet wurde, 

wurde dem PaLea-Projekt (Kauper et al., 2012) entnommen. In Tabelle 5.4 sind alle 

verwendeten Items angegeben. Die Beantwortung der Items erfolgte auf einer 4-stufigen Likert-

Skala von ρ trifft nicht zu bis τ  trifft zu. 
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Tabelle 5.4 Skalen und Items Selbstkonzept (entnommen aus (Kauper et al., 2012; Rach et al., 

2021))  

Skala Beispielitem  

Allgemein 

In Mathematik bin ich sehr gut. 

Was Mathematik angeht, bin ich ziemlich fit. 

Ich denke, Mathematik liegt mir besonders. 

Die Inhalte in Mathematik bereiten mir keine Schwierigkeiten. 

Schulbezogen 

Was die Mathematik angeht, die ich in der Schule kennengelernt habe, 

bin ich ziemlich fit. 

Die Mathematik, die ich in der Schule kennengelernt habe, fällt mir 

leicht. 

Im Vergleich zu anderen Kommilitoninnen und Kommilitonen fällt 

mir die Mathematik, die ich an der Schule kennengelernt habe, leicht. 

Hochschulbezogen 

Was die Mathematik angeht, die ich in der Hochschule kennengelernt 

habe, bin ich ziemlich fit. 

Die Mathematik, die an der Hochschule betrieben wird, fällt mir 

leicht. 

Im Vergleich zu anderen Kommilitoninnen und Kommilitonen fällt 

mir die Mathematik, die ich an der Hochschule kennengelernt habe, 

leicht. 

5.2.1.3 Selbstwirksamkeitserwartung 

Die Selbstwirksamkeitserwartung wird von Bandura (1986, S. 391) als die Beurteilung der 

eigenen Fähigkeiten einer Person definiert, Handlungsabläufe zu organisieren und auszuführen, 

um bestimmte Anforderungen zu bewältigen. Im Gegensatz zum Selbstkonzept stellt die 

Selbstwirksamkeitserwartung eine aufgaben- bzw. situationsspezifische Einschätzung der 

eigenen Fähigkeiten dar (Laging, 2021, S. 10 f.). Infolgedessen kann die 

Selbstwirksamkeitserwartung in Bezug auf verschiedene Teilgebiete der Mathematik analysiert 

werden. Eine hohe Selbstwirksamkeitserwartung beim Lösen algebraischer Gleichungen 

impliziert nicht zwangsläufig eine hohe Selbstwirksamkeitserwartung bei geometrischen 

Aufgaben.  

Die Selbstwirksamkeitserwartung hat sich als valider Prädiktor bezüglich schulischer und 

akademischer Leistung erwiesen (z. B. Grigg et al., 2018; Multon et al., 1991; Pietsch et al., 

2003; Roick & Ringeisen, 2018). Dennoch lässt sich beobachten, dass Studierende zu Beginn 

ihres Studiums dazu neigen, ihre eigene Leistungsfähigkeit zu überschätzen (Laging, 2014). 

Die Erhebung der Selbstwirksamkeitserwartung erfolgte auf Basis des von Girnat (2020) 

entwickelten Fragebogens. Aus dem genannten Fragebogen wurden die drei Skalen zu Algebra, 

Anwendungen und Analysis verwendet. Die Skala zu Analysis beinhaltet die Differential- und 

Integralrechnung. Die übrigen Skalen des Fragebogens von Girnat (2020) lassen sich 

Inhaltsbereichen zuordnen, die für die Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I an der 

HLS nicht relevant sind, und werden deshalb in der vorliegenden Studie nicht verwendet. Im 
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Hinblick auf das Forschungsziel dieser Arbeit wurde eine weitere Skala neu hinzugefügt, 

welche das Konzept der Funktionen in Kombination mit spezifischen Anwendungen im Bereich 

der Life Sciences abdeckt. Bei der Konzeption der Items wurde darauf geachtet, dass alle drei 

Grundvorstellungen zu Funktionen durch ein Item abgedeckt werden. Darüber hinaus wurde in 

jedem Item ein entsprechender Graph präsentiert, wobei ein Transfer zu einer algebraischen 

oder verbal beschreibenden Darstellung erforderlich war. Eine Übersicht über alle Skalen und 

Items ist in Tabelle 5.5 dargestellt. Die zu den Items der Skala Life Sciences gehörenden 

Graphen sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Die genannten Skalen umfassen jeweils vier Items 

und beziehen sich auf die Frage: Wie sicher sind Sie sich, dass Sie die folgenden 

Mathematikaufgaben lösen können? Die Einschätzungen zu den Items erfolgten auf einer 4-

stufigen Likert-Skala von ρ  überhaupt nicht sicher bis τ  sehr sicher. 

Tabelle 5.5 Skalen und Items Selbstwirksamkeitserwartung (Algebra, Anwendungen und 

Analysis entnommen aus (Girnat, 2020)) 

Skala Items  

Algebra 

Eine Gleichung wie σὼ υ ρχ lösen 

Eine Gleichung wie ὼ φὼ υ χ lösen. 

Eine Gleichung wie ςὼ σ ὼ σẗὼ σ lösen. 

Einen Term wie ςὥυὥ σὦ  ausmultiplizieren und vereinfachen. 

Anwendungen 

Ausrechnen, wie viel billiger ein Fernseher bei 30% Rabatt wäre. 

Ausrechnen, wie viele Zinsen ein Sparvertrag innerhalb von 10 Jahren 

einbringt. 

Ausrechnen, wie lange es dauert, ein Schwimmbecken komplett zu füllen. 

Den durchschnittlichen Benzinverbrauch eines Autos berechnen. 

Analysis 

Die Maxima und Minima einer Funktion wie Ὢὼ ὼ ςὼ ρ 
ermitteln. 

Ein bestimmtes Integral wie beispielsweise ᷿ ὼ ςὼὨὼ berechnen. 

Die Ableitung einer Funktion wie Ὢὼ ὼẗὩ bestimmen. 

Die Stammfunktion einer Funktion wie Ὢὼ ÓÉÎ ὼ angeben. 

Life Sciences 

(zugehörige 

Abbildung in 

Klammern) 

Zu den untenstehenden Messpunkten einen Funktionsterm aufstellen. (vgl. 

Abbildung 5.2 (1)) 

Die Veränderung der Konzentration des Produkts bei einer chemischen 

Reaktion anhand des abgebildeten Funktionsgraphen beschreiben. (vgl. 

Abbildung 5.2 (2)) 

Mit dem untenstehenden Funktionsgraphen bestimmen, nach wie vielen 

Minuten die Medikamentenkonzentration auf 0.8 mg/l gesunken ist. (vgl. 

Abbildung 5.2 (3)) 

Die Änderungsrate mit dem unten abgebildeten Funktionsgraphen 

bestimmen, bei dem die Konzentration eines Medikaments im Blut nach 

der Einnahme abgebildet ist. (vgl. Abbildung 5.2 (4)) 
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Abbildung 5.2 Graphen zu den Items Selbstwirksamkeitserwartung Life Sciences 

 
Anmerkung. Die Nummerierung der Bilder von (1) bis (4) korrespondiert mit der Reihenfolge der Items der Skala 

Life Sciences in Tabelle 5.5. 

5.2.2 Konzeptuelles Funktionenverständnis ï FALKE Test  

Das konzeptuelle Funktionenverständnis oder das funktionale Denken (Vollrath, 1989) wurde 

mit dem FALKE-Test erhoben. Dieser Test wurde von Marcel Klinger (2018) im Rahmen 

seiner Dissertation entwickelt. Der Test wurde für den Einsatz beim Übergang vom 

Inhaltsbereich Funktionen zur Analysis zu Beginn der gymnasialen Oberstufe an 

nordrheinwestfälischen Schulen konzipiert. Dementsprechend sollten die Lernenden zu diesem 

Zeitpunkt bereits über grundlegende Kenntnisse zu Funktionen verfügen und im Anschluss ihr 

Wissen im Rahmen der Differentialrechnung vertiefen. Der Test erweist sich für die 

vorliegende Arbeit als besonders geeignet, da er das konzeptuelle Funktionenverständnis in den 

Vordergrund stellt. In der Operationalisierung wurden die Grundvorstellungen Zuordnung, 

Kovariation und Objekt sowie die Verwendung verschiedener Darstellungsformen und deren 

Übersetzung berücksichtigt (vgl. Klinger, 2018, S. 184 ff.). Bei der Konstruktion des Tests 

wurde lediglich die Darstellung Tabelle nicht berücksichtigt, um die Komplexität zu reduzieren. 

In Hinblick auf die in der vorliegenden Arbeit konzipierte digitale Lernumgebung ist dies als 

weiterer Vorteil zu bewerten. Da sich die Darstellung Graph als lerneffizienter erwiesen hat als 

die Darstellung Tabelle (vgl. Rolfes et al., 2022), werden Tabellen in der vorliegenden digitalen 

Lernumgebung nicht berücksichtigt. Zudem spielt die Darstellungsform Graph im 

Anwendungsbereich der Reaktionskinetik eine übergeordnete Rolle (vgl. Rodriguez, Bain, et 

al., 2019). Darüber hinaus ist davon auszugehen, dass alle Studierenden, die ihr Studium an der 

HLS beginnen, bereits in der Schule Kenntnisse über Funktionen erworben haben (vgl. Kapitel 

1.2), sodass von einem vorhandenen Wissensstand ausgegangen werden muss. In Anbetracht 
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der unterschiedlichen Bildungswege, welche durch die verschiedenen Schulabschlüsse und 

unterschiedlich lange Zeitspannen ohne Mathematikunterricht gekennzeichnet sind, muss 

jedoch eine starke Heterogenität des Vorwissens bezüglich Funktionen angenommen werden. 

Um das Vorwissen möglichst genau zu erfassen, ist ein Test erforderlich, der überprüft, ob die 

Lernenden bereits über fundierte Kenntnisse verfügen. Der FALKE-Test erfüllt diesen 

Anspruch, da er zu Beginn der gymnasialen Oberstufe eingesetzt wird, um das konzeptuelle 

Funktionenverständnis abzubilden (Klinger, 2018, S. 6). 

Für die Bearbeitung des FALKE-Tests ist eine Bearbeitungszeit von 45 Minuten vorgesehen 

und es sind keinerlei Hilfsmittel außer Stift und Papier erforderlich (Klinger, 2018, S. 190). Im 

Rahmen der vorliegenden Dissertation wurde die ebenfalls von Klinger bereitgestellte digitale 

Version des FALKE-Tests (verfügbar unter https://www.falke-test.de/moodle/) verwendet, die 

sich für den Einsatz innerhalb des Learning Management Systems (LMS) Moodle 

(https://moodle.org/) eignet, das an der HLS im Einsatz ist und in sämtlichen Veranstaltungen 

verwendet wird. Allerdings konnten zwei Items nicht ohne Weiteres von der papierbasierten 

Version von Klinger (2018) in die digitale Version in Moodle übertragen werden. Im Folgenden 

werden die Unterschiede zwischen der papierbasierten Version und der digitalen Version der 

beiden Items kurz beschrieben. Infolge dieser Unterschiede erweist sich die von Klinger (2018, 

S. 184 ff.) vorgenommene Klassifikation der Items, welche sich lediglich auf die papierbasierte 

Version stützt, als teilweise korrekturbedürftig. 

5.2.2.1 Item Koordinatensystem 

Das Item Koordinatensystem unterscheidet sich in der papierbasierten Version deutlich von der 

digitalen Version. In der papierbasierten Version ist lediglich der Graph gegeben, welcher auf 

den ersten Blick wie die Winkelhalbierende Ὢὼ ὼ aussieht. Die Achsen sind jedoch so zu 

beschriften, dass die Funktion Ὢὼ ςὼ dargestellt wird. Dementsprechend können die Werte 

auf der ὼ-Achse beliebig gewählt werden, solange ein gleichmäßiger Abstand eingehalten wird. 

Anschließend ist auf der ώ-Achse zu jedem ὼ-Wert nun der doppelte ώ-Wert anzugeben. Dies 

erfordert die Grundvorstellung Zuordnung sowie den adäquaten Umgang mit den Darstellungen 

Term und Graph.  

Die digitale Version des Items ist in Abbildung 5.3 dargestellt. In der digitalen Version wird 

der Aufgabentyp Drag-and-Drop auf Bild in Moodle verwendet. Im Rahmen dieses 

Aufgabentyps erfolgt eine vorige Definition von Feldern, auf welche im Anschluss vorab 

definierte Karten gezogen werden können. Für die automatische Auswertung dieses Fragetyps 

ist entscheidend, dass die Zuordnung der vorgefertigten Karten auf die definierten Felder 

eindeutig ist. Aus diesem Grund ist auf der ὼ-Achse der Wert ς vorgegeben, welcher sonst in 

zwei verschiedenen Karten vorkommen würde. Somit lässt sich bereits ableiten, dass die Werte 

ρ und σ links bzw. rechts davon positioniert werden müssen. Die übrigen Karten mit den 

Werten τ, φ und ς müssen lediglich in aufsteigender Reihenfolge in den Feldern an der ώ-Achse 

platziert werden. Ein solcher Lösungsweg erfordert nur die korrekte Beschriftung der Achsen. 

Dabei muss berücksichtigt werden, dass die bereits vorgegebene Skala auf der x-Achse 

eingehalten wird und die restlichen Werte aufsteigend an der y-Achse angeordnet werden. Hier 
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wird keine Grundvorstellung benötigt. Darüber hinaus muss der Term ebenfalls nicht 

berücksichtigt werden. Durch die korrekte Beschriftung der Koordinatenachsen muss die 

Darstellung Graph betrachtet werden. Für eine digitale Version dieses Item, welche dem 

papierbasierten Item möglichst ähnlich ist, wäre ein Fragetyp erforderlich, der eine freie 

Beschriftung in vorgefertigten Kästen in einer Abbildung ermöglicht. Auf diese Weise müssten 

sämtliche Werte an den Achsen eigenständig beschriftet werden und es wären unterschiedliche 

Lösungen möglich. Jedoch ist von den verfügbaren Moodle Fragetypen (vgl. 

https://docs.moodle.org/405/de/Fragetypen) Drag-and-Drop auf Bild die einzige Möglichkeit, 

vorgegebene Textkarten auf einem Bild zu positionieren. Dementsprechend stellt dies die 

einzige Möglichkeit dar, das Item Koordinatensystem mit den vorhandenen Fragetypen zu 

digitalisieren. 

Dennoch ist ein Lösungsweg, wie in der papierbasierten Version des Items, möglich. Durch die 

technischen Bedingungen der digitalen Version wird eine solches Vorgehen jedoch 

unwahrscheinlicher. Darüber hinaus ist es denkbar, dass zumindest einige Studierende nach der 

Beschriftung der Achsen ihre Lösung durch das Einsetzen eines Punktes in den Term 

verifizieren möchten. Aus diesem Grund werden in der Klassifizierung weiterhin Zuordnung 

(Z) sowie die Darstellungen Graph (G) und Term (T) berücksichtigt. Durch die verwendeten 

Klammern wird verdeutlicht, dass diese Grundvorstellung bzw. Darstellung zum Lösen der 

Aufgabe nicht benötigt wird. 

Klassifikation: (Z) ï G(T) 

Abbildung 5.3 Item Koordinatensystem digital (Klassifikation: (Z) ï G(T)) 

 
Anmerkung. Z  Zuordnung; G  Graph; T  Term; die Klammern in der Klassifikation geben an, dass diese 

Grundvorstellung und Darstellung zur Lösung des Items nicht notwendig sind. 

5.2.2.2 Item Kegelfüllung 

Das Item Kegelfüllung in der papierbasierten Version (Klinger, 2018, S. 246 ff.) unterscheidet 

sich ebenfalls deutlich von der digitalen Version. In der papierbasierten Version muss der Graph 

in ein vorgegebenes Koordinatensystem gezeichnet werden, wobei die Informationen aus dem 
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Text zu entnehmen sind, welche die Dauer in Sekunden angeben, nach der der Kegel seine 

gesamte Höhe von 10 cm erreicht hat. Dies erfordert die Grundvorstellung Zuordnung. Darüber 

hinaus muss festgestellt werden, mit welcher Geschwindigkeit das Wasser im Verlauf der Zeit 

ansteigt. Es lässt sich erkennen, dass die Höhe zu Beginn wesentlich schneller zunimmt, da 

zuerst die Spitze des Kegels befüllt wird. Aus diesem Grund wurde neben der Grundvorstellung 

Zuordnung auch Kovariation in die ursprüngliche Klassifikation übernommen (vgl. Klinger, 

2018, S. 247).  

Die digitale Version des Items Kegelfüllung ist in Abbildung 5.4 dargestellt. Durch die 

Einschränkungen der Moodle Fragetypen (https://docs.moodle.org/405/de/Fragetypen), konnte 

keine eigenständige Skizze des Graphen in der digitalen Version gefordert werden. Die einzige 

Möglichkeit bestand darin, verschiedene Graphen vorzugeben. Diese wurden in Anlehnung an 

empirisch beobachtete Schülerfehler gewählt (Klinger, 2018, S. 249 ff.). In der vorliegenden 

digitalen Version des Items werden vier mögliche Graphen präsentiert, aus denen ausgewählt 

werden muss, welcher den Füllvorgang des Kegels adäquat beschreibt. Da alle Graphen bereits 

den korrekten Startpunkt πȟπ und Endpunkt ψȟρπ aufweisen, ist eine Berücksichtigung 

dieser Informationen im Text nicht erforderlich. Aus diesem Grund wird die Grundvorstellung 

Zuordnung zur Bearbeitung des digitalen Items nicht benötigt.  

Darüber hinaus ist in der papierbasierten Version die Richtung der Übersetzung von dem 

gegebenen Kegel, also der Situation, zum Graphen erforderlich. Die Vorgabe verschiedener 

Graphen erlaubt einen Abgleich jedes Graphen mit dem Kegel, wodurch der umgekehrte 

Darstellungswechsel vom Graphen zur Situation wahrscheinlicher wird. Dies erlaubt eine 

Lösung des Items, die verstärkt die Grundvorstellung Objekt adressiert. In ähnlicher Weise wie 

beim Item Gefäße füllen bei Lichti (2019, S. 97) muss zu einem Gefäß der korrespondierende 

Graph ausgewählt werden. Es genügt, den gesamten Verlauf des Graphen zu betrachten und die 

vorgegebenen Modelle mit dem Kegel abzugleichen. An dieser Stelle kann die gleichmäßige 

Zunahme von Zeit und Höhe, also der Graph der linearen Funktion, recht einfach 

ausgeschlossen werden. Von den verbleibenden drei Graphen zeigt nur der Oberste eine mit 

zunehmender Zeit abnehmende Zunahme der Höhe. Durch die entsprechende Krümmung des 

Graphen kann darauf geschlossen werden, dass es sich hierbei um den einzig plausiblen 

Graphen für den Kegel handelt, welcher unten den kleinsten Durchmesser besitzt, sodass zu 

Beginn die Höhe schneller steigt.  

In dem zuvor beschriebenen Lösungsweg dieses Items wird neben der Grundvorstellung Objekt 

das Änderungsverhalten über den gesamten Graphen betrachtet, sodass Kovariation indirekt 

zur Lösung des Items benötigt wird. Die Betrachtung der vorgegebenen Graphen erlaubt jedoch 

eine unmittelbare gesamtheitliche Betrachtung der Änderung von Zeit und Höhe des Wassers, 

sodass in der Klassifikation lediglich die Grundvorstellung Objekt (O) angegeben wird. Zudem 

wird die Darstellung Graph (G) in Verbindung mit einer Situation (S) angesprochen, weshalb 

diese ebenfalls in der Klassifikation aufgenommen werden. 

Klassifikation: O ï SG  
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Abbildung 5.4 Item Kegelf¿llung digital (Klassifikation O ï SG) 

 
Anmerkung. O  Objekt; S  Situation; G  Graph. 

5.2.2.3 Zusammenfassung aller Items 

In Tabelle 5.6 ist eine Klassifikation aller Items des FALKE-Tests gegeben. Diese ist angelehnt 

an die Klassifikation des papierbasierten FALKE-Tests von Klinger (2018). Bei den zuvor 

diskutierten Items Koordinatensystem und Kegelfüllung wurde die Klassifikation angepasst, da 

sich die digitalen Versionen dieser Items deutlich von den papierbasierten Versionen 

unterscheiden. Darüber hinaus wurde eine weitere Spalte mit den Funktionstypen eingefügt. 

Innerhalb von zehn Items wird eine quadratische Funktion thematisiert. Weitere drei Items 

thematisieren eine lineare Funktion. Außerdem gibt es fünf Items, bei denen der Funktionstyp 

nicht ersichtlich ist und beispielsweise ein qualitativer Verlauf eines Graphen vorgegeben ist. 

Diesen Items wurde verallgemeinernd der Typ Qualitativ zugewiesen. Innerhalb eines Items 

können mehrere Grundvorstellungen oder Darstellungen vorkommen, was in den meisten 

Fällen einen Darstellungswechsel erfordert. Insgesamt adressieren zehn Items Zuordnung, 

sieben Items Kovariation und elf Items Objekt. Innerhalb von zwölf Items wird eine Situation 

gegeben, neun Items thematisieren einen Graphen und zwölf Items einen Term. 
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Tabelle 5.6 Klassifikation der Items des FALKE-Tests (vgl. Klinger (2018)) 

Item Name Funktionstyp Grundvorstellungen Darstellungen 

1 Koordinatensystem Linear (Zuordnung) Graph, (Term) 

2 Scheitelpunkt Quadratisch Zuordnung, Objekt Term 

3 Verschobene Funktion I Quadratisch Zuordnung, Objekt Term 

4 Verschobene Funktion II Quadratisch Zuordnung, Objekt Term 

5 Müngstener Brücke Quadratisch Zuordnung, Objekt 
Situation, 

Graph, Term 

6 Weihnachtsmann Quadratisch 
Zuordnung, 

Kovariation 
Situation, Term 

7 Grundstücksfläche Quadratisch ï Situation, Term 

8 Parabelgleichung Quadratisch Objekt Term 

9 Kugelstoßen I Quadratisch Zuordnung, Objekt Situation, Term 

10 Kugelstoßen II Quadratisch Zuordnung, Objekt Situation, Term 

11 Dateidownload Linear 
Zuordnung, 

Kovariation, Objekt 
Situation, Term 

12 Skifahrer Qualitativ Kovariation Situation, Graph 

13 Kegelfüllung Qualitativ Objekt Situation, Graph 

14 Schwimmbecken Linear Kovariation Situation, Graph 

15 Rennstrecke I Qualitativ 
Zuordnung, 

Kovariation, Objekt 
Situation, Graph 

16 Rennstrecke II Qualitativ Zuordnung Situation, Graph 

17 Rennstrecke III Qualitativ Kovariation Situation, Graph 

18 Parabelquiz Quadratisch Objekt Graph, Term 

Anmerkung. Die Klammern in den Spalten Grundvorstellungen und Darstellungen des Items Koordinatensystem 

verdeutlichen, dass diese während der Bearbeitung des digitalen Items wahrscheinlich seltener adressiert werden. 

Für die Lösung des Items Grundstücksfläche wird eine quadratische Gleichung aufgestellt und gelöst, wobei keine 

der drei Grundvorstellungen benötigt wird. 

5.2.3 Abschlussklausur 

Die Note der Abschlussklausur stellt darüber hinaus ein externes Kriterium zur Bewertung des 

Lern- und Studienerfolgs dar. Die Aussagekraft des Klausurergebnisses ist für die vorliegende 

Arbeit jedoch nur eingeschränkt, da in der Abschlussklausur neben dem Thema Funktionen 

weitere Aufgaben zur Differential- und Integralrechnung geprüft werden. Darüber hinaus ist 

zu berücksichtigen, dass innerhalb der Klausur nicht ausschließlich Aufgaben zum 

konzeptuellen Funktionenverständnis verwendet werden, sondern eine Vielzahl an 

unterschiedlichen Fähigkeiten geprüft wird. Eine Analyse der einzelnen Klausuraufgaben wird 

nicht vorgenommen, sodass eine explizite Darstellung der spezifischen Kompetenzen, welche 

durch die Klausur in beiden Jahren geprüft wurden, nicht möglich ist. Allerdings stellt die 

Abschlussklausur der Vorlesung Grundlagen Mathematik ï Analysis I für viele Studierende 

eine Herausforderung dar, die bei mehrfachem Nichtbestehen zum Abbruch des Studiums bzw. 

zum Ausschluss aus dem Studium führen kann. Aus diesem Grund kann das Bestehen der 

Mathematik-Klausur im 1. Studiensemester als Indikator für den allgemeinen Studienerfolg 

betrachtet werden. In der Abschlussklausur wurde eine Aufgabe gestellt, mit der das 
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konzeptuelle Funktionenverständnis im Kontext einer chemischen Reaktion geprüft werden 

soll. Die erreichte Punktzahl in dieser Aufgabe dient als Indikator für den mittleren Lernerfolg 

hinsichtlich des konzeptuellen Funktionenverständnisses. 

5.2.3.1 Aufgabe Chemische Reaktion 

In Anlehnung an die Studie von Rodriguez, Bain et al. (2019) wurde eine Klausuraufgabe 

erstellt, die das konzeptuelle Funktionenverständnis im Kontext einer chemischen Reaktion 

thematisiert. In der vorliegenden Aufgabenstellung wird neben dem situativen Kontext 

lediglich der Graph als Darstellung gegeben. In der Studie von Rodriguez, Bain et al. (2019) 

wurde diese Aufgabe ebenfalls im Rahmen einer Klausur eines Chemiemoduls eingesetzt, um 

Kovariation und das Argumentieren mit dem Graphen zu analysieren. Daher war eine 

Modifikation der Aufgabe erforderlich, sodass ausschließlich mathematische Kompetenzen für 

das Erreichen der vollen Punktzahl erforderlich waren. Die konzipierte Aufgabe ist in 

Abbildung 5.5 dargestellt. Im Informationstext, der über dem Graphen angezeigt wird, wurde 

ein einleitender Absatz hinzugefügt. Diese Information soll sicherstellen, dass das 

Begriffsverständnis für die Begriffe Reaktand und Produkt, welche für die Bearbeitung der 

ersten Teilaufgabe erforderlich sind, bei allen Studierenden vorhanden ist.  

Abbildung 5.5 Klausuraufgabe zum konzeptuellen Funktionenverstªndnis im Kontext 

chemische Reaktion (adaptiert nach Rodriguez, Bain et al. (2019)) 
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Der restliche Informationstext sowie die ersten beiden Teilaufgaben wurden in Anlehnung an 

den englischsprachigen Originaltext übersetzt. Im dritten Aufgabenteil wird in der originalen 

Fassung Wissen aus der Reaktionskinetik benötigt, um die unterschiedlichen 

Reaktionsgeschwindigkeiten adäquat erklären zu können (vgl. Rodriguez, Bain, et al., 2019). 

Aus diesem Grund wurde in dem Text über der Aufgabenstellung eine mögliche Erklärung 

ergänzt. Die Studierenden benötigen folglich kein Wissen aus der Chemie und müssen lediglich 

die Informationen aus dem vorliegenden Text in Verbindung mit dem gegebenen Graphen 

interpretieren.  

Die Bewertung innerhalb der Klausur erfolgte anhand objektiv bewertbarer Kriterien. Somit ist 

zur Lösung der ersten Teilaufgabe lediglich die korrekte Benennung als Produkt in Verbindung 

mit dem Monotonieverhalten erforderlich, um einen Punkt zu erhalten. Im Rahmen der zweiten 

Teilaufgabe ist es ausreichend, wenn der Zeitpunkt der höchsten (ὸ ρ άὭὲ) und niedrigsten 

(ὸ φ άὭὲ) Reaktionsgeschwindigkeit korrekt benannt wird und eine Begründung in Bezug 

auf die Steigung des Graphen erfolgt. Eine Verknüpfung zwischen der Steigung und der 

situativen Bedeutung, welche die Änderung der Konzentration pro Zeiteinheit näherungsweise 

beschreibt, wäre zwar wünschenswert, findet jedoch keine Berücksichtigung für die 

Bepunktung dieser Aufgabe (vgl. qualitative Auswertung bei Rodriguez et al. (2019)). Die 

dritte Teilaufgabe ist vollständig korrekt gelöst, wenn die Unterschiede der 

Reaktionsgeschwindigkeit damit begründet werden, dass zum Zeitpunkt ὸ ρπ άὭὲ weniger 

Reaktanden an der Reaktion beteiligt sind als zum Zeitpunkt t = 1 min. 

5.3 Auswertungsmethoden 

In diesem Kapitel wird beschrieben, mit welcher Methode die Testergebnisse des konzeptuellen 

Funktionenverständnis ausgewertet werden. Auf Basis des eindimensionalen Rasch-Modells 

(Rasch, 1960) können sogenannte Itemschwierigkeiten und individuelle Personenfähigkeiten 

geschätzt werden. Mithilfe der Erweiterung in Form eines linear-logistischen Testmodells 

(LLTM) können zudem Unterschiede zwischen unterschiedlichen Gruppen zu mehreren 

Testzeitpunkten modelliert werden. Zunächst werden das Rasch-Modell und das LLTM 

allgemein beschrieben. Anschließend wird darauf eingegangen, wie die Modellgeltung des 

Rasch-Modells gewährleistet wird und wie das LLTM in der vorliegenden Arbeit modelliert 

wird. 

5.3.1 Lerneffekte bestimmen 

Die Antworten des FALKE-Tests (Klinger, 2018) wurden dichotom als wahr (ρ) oder falsch 

(π) codiert. Da es sich bei dem Test um einen Powertest handelt, werden nicht gegebene 

Antworten als falsch codiert. Aufgrund technischer Schwierigkeiten war es einigen 

Studierenden im Herbstsemester 2023 während des Prätests nicht möglich, zwei Items des 

digital in Moodle durchgeführten Tests zu bearbeiten. Diese Daten werden als missing codiert. 

Während der Konzeption des FALKE-Tests wurden die Items bereits mit Methoden der Item-

Response-Theorie (IRT, u. a. das eindimensionale Rasch-Modell) ausgewertet, um den Test auf 

Basis dieser Ergebnisse weiter anzupassen. Da die Daten innerhalb dieser Untersuchung als 

rasch-skalierbar bewertet wurden (vgl. Klinger, 2018, S. 214 ff.), werden in der vorliegenden 
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Arbeit die Ergebnisse ebenfalls mithilfe des eindimensionalen Rasch-Modells ausgewertet. Um 

Lerneffekte zwischen den unterschiedlichen Gruppen über zwei Zeitpunkte zu ermitteln, wird 

das linear-logistische Testmodell (LLTM) nach Fischer (1973) herangezogen. Dieses basiert auf 

dem eindimensionalen Rasch-Modell (Rasch, 1960). Im Rahmen des Rasch-Modells wird 

davon ausgegangen, dass mit den erfassten Daten, d. h. den Testantworten der Studierenden, 

ein latentes Konstrukt gemessen werden soll. Dies führt zur Bezeichnung der 

Eindimensionalität des Rasch-Modells (Bortz & Döring, 2006, S. 208). Darüber hinaus wird 

postuliert, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Item Ὥ korrekt zu lösen, ausschließlich von dem 

latenten Merkmal, d. h. der Fähigkeit — einer Person j und der Schwierigkeit ‍ des Items Ὥ, 

abhängt. Die beiden Parameter für die Personenfähigkeit — und die Itemschwierigkeit ‍ 

werden in der Einheit Logit angegeben (Moosbrugger & Kelava, 2020, S. 380). Diese ist gemäß 

Gleichung (9) definiert als natürlicher Logarithmus des Wettkoeffizienten, also des Quotienten 

aus Lösungswahrscheinlichkeit und der Gegenwahrscheinlichkeit. Die Zufallsvariable ὢ  gibt 

Auskunft darüber, ob die Person Ὦ das Item Ὥ korrekt gelöst hat (1) oder nicht (0). 

 ÌÎ 
ὖὢ ρ—ȟ‍

ὖὢ π—ȟ‍
 (9) 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person Ὦ das Item Ὥ richtig löst, wird im Rahmen des Rasch-

Modells mithilfe der logistischen Funktion in Gleichung (10) geschätzt (Molenaar, 1995b; 

Moosbrugger & Kelava, 2020, S. 373; Rost, 2004, S. 119). 

 ὖὢ ρ—ȟ‍
Ὡ

ρ Ὡ
 (10) 

Die Gleichung liefert für die vorgegebenen Parameter der Itemschwierigkeit ‍ die 

charakteristischen Kurven der Items, welche als item characteristic curve (ICC) bezeichnet 

werden. Zwei exemplarische ICCs sind in Abbildung 5.6 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeit 

ὖ, ein Item zu lösen, ist auf der vertikalen Achse dargestellt. Die horizontale Achse bildet 

sowohl die Ausprägung des Personenfähigkeitsparameters — als auch die Itemschwierigkeit ‍ 

ab, welche beide in der Einheit Logit angegeben werden. Der Vorteil dieser Vorgehensweise 

besteht in der direkten Beziehung zwischen dem Personenfähigkeitsparameter und der 

Itemschwierigkeit. Gleichung (10) sowie die ICC sind so konzipiert, dass bei Gleichheit der 

Itemschwierigkeit ‍ und dem Personenfähigkeitsparameter —, die Lösungswahrscheinlichkeit 

exakt 0.5 beträgt. Demnach wird eine Person mit einem Fähigkeitsparameter, der geringer ist 

als die Schwierigkeit eines Items, dieses mit einer Wahrscheinlichkeit von unter 0.5 lösen 

können. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ein Item korrekt löst, umso höher, 

je größer der Personenfähigkeitsparameter im Vergleich zur Itemschwierigkeit ist. In der 

Literatur wird das Rasch-Modell auch als 1PL-Modell (Ein-Parameter-logistisches Modell) 

bezeichnet, da im Rahmen dieses Modells lediglich ein Schwierigkeitsparameter pro Item 

geschätzt werden muss. 
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Abbildung 5.6 Charakteristische Itemkurve (ICC) zweier Items Ὥ und Ὦ mit Itemschwierigkeiten 

‍ und ‍ 

 
Anmerkung. ‍  Itemschwierigkeit des Ὥ-ten Items 

Das linear-logistische Testmodell (engl. linear logistic test model LLTM) stellt eine 

Erweiterung des eindimensionalen Rasch-Modells dar, in dem die Schwierigkeitsparameter 

aller Items in weitere (gewichtete) Parameter zerlegt werden (Fischer, 1995b). Dieser 

Zusammenhang wird in Gleichung (11) formal festgehalten: 

 ‍ ήẗ– (11) 

Erste Anwendungen des LLTM in der Kognitionspsychologie untersuchten unterschiedliche 

kognitive Aktivitäten bei der Bearbeitung von Aufgaben. Für jede der vorab definierten 

kognitiven Aktivitäten wird ein eigener Schwierigkeitsparameter bestimmt, der anschließend 

zu einem Gesamt-Schwierigkeitsparameter des Items aufsummiert wird (Fischer, 1995b). Bei 

Items zur Geometrie wurde beispielsweise zwischen der Anzahl der einbezogenen 

geometrischen Elemente sowie der räumlichen Transformationen, welche zur Lösung eines 

Items notwendig waren, differenziert. Die Auswertung ermöglichte die Identifikation 

derjenigen Komponente, die als schwieriger zu bewerten ist (Rost, 2004, S. 255 f.). In diesem 

Beispiel könnte ein Item zwei räumliche Transformationen erfordern. Dann wäre ‍ die 

(Gesamt-) Schwierigkeit dieses Items. Der Parameter – gibt an, welchen Einfluss räumliche 

Transformationen auf die Itemschwierigkeit haben. Der Wert ή gibt das Gewicht des ὰ-ten 

Parameters, also hier räumliche Transformationen auf das Ὥ-te Item an. Bei zwei räumlichen 

Transformationen würde man das Gewicht ή ς wählen.  

Im Rahmen einer Reinterpretation des LLTM von Fischer (1995a) wurde das Modell zur 

Nutzung von Änderungen in der latenten Variable durch gezielte Treatments eingesetzt. Die 

Itemschwierigkeit ‍ eines Items Ὥ wird hierbei in einen Schwierigkeitsparameter –, welcher 
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unter Kontrollbedingungen geschätzt wird, und einen Schwierigkeitsparameter –, der den 

zusätzlichen Effekt des Treatments berücksichtigt, zerlegt. Daraus ergibt sich für den 

Schwierigkeitsparameter ‍ die Gleichung ‍ – –. Ein negativer Wert des Parameters 

–, der den zusätzlichen Treatmenteffekt angibt, lässt darauf schließen, dass die Items in der 

Experimentalgruppe im Vergleich zur Kontrollgruppe leichter sind. Dies lässt den Schluss zu, 

dass das Treatment einen positiven Effekt hat. Grundsätzlich können Änderungen der 

Itemschwierigkeitsparameter ohne Beschränkung der Allgemeinheit als Änderung der 

Personenfähigkeitsparameter aufgefasst werden (Fischer, 1995a). Neben 

Gruppenunterschieden zu einem Zeitpunkt erlaubt das LLTM die Modellierung von 

Gruppenunterschieden bezüglich des Lernzuwachses zwischen mehreren Zeitpunkten. 

Da der FALKE-Test mithilfe der IRT ausgewertet sowie als rasch-skalierbar bewertet wurde 

(vgl. Klinger, 2018, S. 214 ff.) und damit Lerneffekte in einem Prä-Post-Kontrollgruppen-

Design identifiziert werden sollen, erfolgt die Bestimmung der Lerneffekte mit dem LLTM. Die 

Anwendung des LLTM erfordert einen adäquaten Modellfit des Rasch-Modells (Fischer, 1995b; 

Kubinger, 2009; Rost, 2004, S. 254). In einem ersten Schritt wird folglich das Rasch-Modell 

geschätzt und anhand häufig verwendeter Fit-Parameter die Modellpassung zu den erhobenen 

Daten evaluiert. Die Resultate des eigentlichen Rasch-Modells werden für die Angabe der 

Treatmenteffekte nicht benötigt. 

5.3.1.1 Modellgeltung überprüfen 

Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Überprüfung der Modellgeltung des 

eindimensionalen Rasch-Modells vorgestellt. Dabei werden INFIT-Werte, die punktbiseriale 

Korrelation zwischen der Punktzahl pro Item und dem geschätzten 

Personenfähigkeitsparameter, die Expected-a-posteriori-Reliabilität (EAP-Reliabilität) sowie 

der Standardized Root Mean Square Residual (SRMR) für einen übergeordneten Modellfit 

angegeben. 

Zu den häufig verwendeten Fit-Maßen des Rasch-Modells zählen INFIT und OUTFIT. Die 

Berechnung dieser beiden Maße basiert auf der Differenz zwischen der von einer Person 

erzielten Punktzahl für ein einzelnes Item und der durch das Rasch-Modell geschätzten 

Lösungswahrscheinlichkeit (Bond et al., 2021, S. 316 f.). Die ungewichtete Varianz dieser 

Residuen ergibt die OUTFIT-Statistik eines Items, während sich die INFIT-Statistik aus einer 

gewichteten Varianz der Residuen ergibt. Dies führt dazu, dass Ausreißer an den Rändern der 

Verteilung, welche von der durch das Modell geschätzten Wahrscheinlichkeit abweichen, beim 

OUTFIT stärker berücksichtigt werden. Beim INFIT wird dieser Effekt abgeschwächt, indem 

die quadrierten Residuen so gewichtet werden, dass die Ausreißer das Maß weniger stark 

beeinflussen. Aus diesem Grund wird dem INFIT eine höhere Bedeutung beigemessen, sodass 

er in der Praxis häufiger zur Beurteilung der Modellpassung verwendet wird (Bond et al., 2021, 

S. 317). Der Erwartungswert für INFIT und OUTFIT liegt bei 1, sodass Werte in der Nähe des 

Erwartungswerts als optimal betrachtet werden. Ein Wert über 1 impliziert, dass die erhobenen 

Daten eine höhere Variabilität aufweisen, als durch das Rasch-Modell modelliert wird, was als 

Underfit bezeichnet wird. Ein Wert kleiner als 1 bezeichnet man als Overfit, was bedeutet, dass 
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das Rasch-Modell eine höhere Variabilität annimmt, als in den erhobenen Daten messbar ist 

(Bond et al., 2021, S. 242 f.). In ihrer Publikation geben Bond et al. (2021, S. 243) Werte 

zwischen 0.7 und 1.3 für Stichprobengrößen unter 500 als akzeptabel an. In den PISA-Studien 

wurden Werte zwischen 0.8 und 1.2 als akzeptabel bezeichnet (Adams & Wu, 2002, S. 105; 

OECD, 2014, S. 151).  

Die interne Konsistenz der Items wird mithilfe der EAP-Reliabilität bewertet. Für die 

Berechnung der EAP-Reliabilität wird die Varianz der Personenfähigkeitsschätzer zwischen 

den Personen durch die gesamte Varianz der Verteilung des latenten Konstrukts dividiert (Rost, 

2004, S. 382). Die Werte der EAP-Reliabilität können in ähnlicher Weise wie Cronbachs Alpha 

interpretiert werden. Werte über 0.7 werden als akzeptabel bewertet (Moosbrugger & Kelava, 

2020, S. 331). 

Die Trennschärfe der einzelnen Items wird durch die Berechnung der punktbiserialen 

Korrelation von Punktzahl pro Item und dem durch das Modell geschätzten 

Personenfähigkeitsparameter ermittelt. Der Personenfähigkeitsparameter wird durch die 

gewichtete Likelihood-Schätzung bestimmt (weighted likelihood estimation (WLE)). Bortz und 

Döring (2006, S. 220) klassifizieren Trennschärfen zwischen 0.3 und 0.5 als mittelmäßig und 

Werte über 0.5 als hoch. Allerdings weisen die Autoren darauf hin, dass die Trennschärfe von 

der Schwierigkeit des Items abhängt, sodass schwere und leichte Items häufig eine geringere 

Trennschärfe aufweisen. Daher ist bei der Selektion der Items zu berücksichtigen, dass die 

Trennschärfe als alleiniger Indikator möglicherweise zu einer Entfernung wichtiger Items führt 

(Moosbrugger & Kelava, 2020, S. 156). In den PISA-Studien wurden zunächst Items mit einer 

Trennschärfe unter 0.25 als problematisch bewertet (Adams & Wu, 2002, S. 102). In der PISA-

Studie aus dem Jahr 2012 wurde hingegen eine andere Einteilung der Items hinsichtlich ihrer 

Trennschärfe vorgenommen. Dabei wurden Items mit einer Trennschärfe zwischen 0.2 und 

0.29 als mittelmäßig, zwischen 0.3 und 0.39 als gut und über 0.4 als exzellent bewertet (OECD, 

2014). Für die als mittelmäßig eingestuften Items wurde jedoch angeregt, diese einer erneuten 

Beurteilung nach inhaltlichen Kriterien zu unterziehen. 

Zur Beurteilung der allgemeinen Passung eines Modells kann der Standardized Root Mean 

Square Residual (SRMR) herangezogen werden. Dieser Wert basiert auf der Differenz der 

empirischen Kovarianzen und der durch das Modell vorhergesagten Kovarianzen. Ein Wert von 

kleiner als 0.08 indiziert eine gute Passung des Modells, während Werte bis 0.1 eine akzeptable 

Passung des Modells anzeigen (Hu & Bentler, 1999). 

5.3.1.2 Anwendung des LLTM  

Der FALKE-Test umfasst insgesamt 18 Items, welche von einer Experimental- und 

Kontrollgruppe zu zwei Zeitpunkten bearbeitet werden. Folglich wird jedes Item zwei Mal in 

zwei verschiedenen Gruppen bearbeitet. Diese werden im LLTM als verschiedene virtuelle 

Items bezeichnet (Fischer, 1995a), sodass insgesamt ρψẗςẗς χς virtuelle Items vorliegen, 

für die jeweils ein Itemschwierigkeitsparameter ermittelt wird. Die Kontrollgruppe erarbeitet 

das Thema Funktionen mit den Materialien, die bereits davor in der Vorlesung eingesetzt 

wurden, während die Experimentalgruppe das Thema mit der neu konzipierten digitalen 
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Lernumgebung erarbeitet. Die Testdurchführung erfolgt zu Beginn der ersten Vorlesung zum 

Thema Funktionen sowie in der Vorlesung, die eine Woche nach Abschluss des Themas 

stattfindet. Der Lernzuwachs in beiden Gruppen zwischen den beiden Testzeitpunkten wird mit 

dem LLTM bestimmt, indem neben den 18 Itemschwierigkeitsparametern ‍ȟȣȟ‍  drei 

zusätzliche Parameter ermittelt werden, welche die Veränderung der Itemschwierigkeit 

zwischen den Gruppen und dem Zeitpunkt der Erhebung angeben. Im LLTM werden die 18 

Schwierigkeitsparameter ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ der Kontrollgruppe zum ersten Testzeitpunkt ὸ durch die 

allgemeinen Schwierigkeitsparameter der Items ‍ȟȣȟ‍  festgelegt. Die Schwierigkeit der 

gleichen Items in der Experimentalgruppe zum ersten Testzeitpunkt ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ setzt sich aus 

der Summe des Schwierigkeitsparameter der Items ‍ȟȣȟ‍  und einem gruppenspezifischen 

Differenzschwierigkeitsparameter –  zum ersten Zeitpunkt zusammen. Dies wird durch die 

Linearkombination in Gleichung (12) angegeben. 

 ‍ᶻ ‍ – ȟ Ὥɴ ρȟȣȟρψ (12) 

Falls der Wert von –  größer als null ist, lässt sich feststellen, dass die 18 Items in der 

Experimentalgruppe zum ersten Testzeitpunkt insgesamt schwieriger sind als in der 

Kontrollgruppe. Demzufolge hat die Experimentalgruppe zum ersten Testzeitpunkt ein 

schlechteres Ergebnis erzielt. Die Schwierigkeit der Items in der Kontrollgruppe zum zweiten 

Testzeitpunkt ὸ ist definiert als die Summe der Schwierigkeitsparameter der Items ‍ȟȣȟ‍  

und einem Schwierigkeitsdifferenzparameter –  zwischen beiden Testzeitpunkten. Die 

entsprechende Linearkombination ist in Gleichung (13) angegeben. 

 ‍ᶻ ‍ – ȟ Ὥɴ ρȟȣȟρψ (13) 

Ein negativer Wert von –  indiziert eine Verringerung der Itemschwierigkeit innerhalb der 

Kontrollgruppe vom ersten zum zweiten Testzeitpunkt, was als Lernzuwachs interpretiert 

werden kann. Die Itemschwierigkeit der Items ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ in der Experimentalgruppe zum 

zweiten Testzeitpunkt ὸ setzen sich aus den Schwierigkeitsparametern der Items zum ersten 

Testzeitpunkt in der Experimentalgruppe ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ, dem Schwierigkeitsdifferenzparameter 

–  zwischen den beiden Testzeitpunkten und einem weiteren gruppenspezifischen 

Schwierigkeitsdifferenzparameter – , der den unterschiedlichen Lernzuwachs zwischen 

beiden Gruppen zwischen beiden Testzeitpunkten berücksichtigt, zusammen. Demzufolge 

entsteht die folgende Linearkombination, welche in Gleichung (14) festgehalten wird. 

 
‍ᶻ ‍ᶻ – – ‍ – – – ȟ

Ὥɴ ρȟȣȟρψ 
(14) 

Falls der Wert –  negativ ist, lässt sich in der Experimentalgruppe ein höherer Lernzuwachs 

vom ersten zum zweiten Testzeitpunkt beobachten als in der Kontrollgruppe. Dies deutet darauf 

hin, dass die Differenz der Itemschwierigkeit zwischen beiden Testzeitpunkten in der 

Experimentalgruppe höher ist. 
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Eine Zusammenfassung der zuvor erläuterten Schwierigkeitsdifferenzparameter und ihrer 

Bedeutung findet sich in Tabelle 5.7. 

Tabelle 5.7 ¦bersicht Schwierigkeitsdifferenzparameter mit Experimental- und Kontrollgruppe 

Differenzparameter Bedeutung 

–   
Unterschied zwischen Kontroll- und Experimentalgruppe zum 

ersten Testzeitpunkt  

–   Lernzuwachs der Kontrollgruppe zwischen beiden Testzeitpunkten  

–   
Zusätzlicher Lernzuwachs der Experimentalgruppe gegenüber der 

Kontrollgruppe zwischen beiden Testzeitpunkten 

Anmerkung. ὉὋ  Experimentalgruppe. 

Der zusätzliche Lerneffekt des Treatments, also der Lernumgebung, gegenüber der 

Kontrollbedingung, also dem Einsatz des bereits bestehenden Vorlesungsmaterials, kann 

demnach durch den Parameter –  bestimmt werden. Der Parameter –  quantifiziert den 

gesamten Lerneffekt innerhalb der Kontrollgruppe. Der Parameter –  berücksichtigt 

demgegenüber die Tatsache, dass bereits zu Beginn der Studie Unterschiede im Vorwissen der 

beiden Gruppen bestehen können. Da –  ebenfalls bei der Schätzung der 

Itemschwierigkeitsparameter ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ in die lineare Zerlegung einfließt, werden die 

Unterschiede zwischen beiden Gruppen zum ersten Testzeitpunkt festgehalten, sodass sie 

keinen Einfluss auf den tatsächlichen zusätzlichen Lerneffekt der Experimentalgruppe 

gegenüber der Kontrollgruppe zwischen den beiden Testzeitpunkten (– ) haben. 

In Abbildung 5.7 sind zwei ICC ós eines Items Ὥ dargestellt, das zum ersten Messzeitpunkt in 

der Kontroll- und Experimentalgruppe eingesetzt wird und somit zwei virtuelle Items ergibt. In 

diesem Fall ist – π, was bedeutet, dass das Item Ὥ (bzw. das virtuelle Item Ὥ ρψ) zum 

ersten Messzeitpunkt in der Experimentalgruppe einen höheren Schwierigkeitsgrad aufwies als 

in der Kontrollgruppe. Die ICC des virtuellen Items Ὥ ρψ stellt demnach eine horizontale 

Verschiebung der ICC des virtuellen Items Ὥ um die Einheit –  dar. Liegt eine ICC weiter 

rechts, entspricht das einem schwereren Item. Dies lässt sich dadurch erklären, dass ein höheres 

Personenfähigkeitslevel benötigt wird, um das Item mit einer Wahrscheinlichkeit von πȢυ 

richtig zu lösen. 

In Anlehnung an die Auswertung von Rolfes (2022) können die ermittelten 

Schwierigkeitsdifferenzparameter als Effektstärken interpretiert werden. Werte unter πȢςυ 

werden als kleine, Werte zwischen πȢςυ und πȢυ als mittlere und Werte über πȢυ als große 

Effekte angesehen (vgl. Steinberg & Thissen, 2006). Um zu überprüfen, ob ein 

Schwierigkeitsdifferenzparameter signifikant von π abweicht, wurde ein Gauß-Test verwendet, 

da die Schwierigkeitsparameter des LLTM asymptotisch normalverteilt sind. 
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Abbildung 5.7 Charakteristische Itemkurven f¿r das Item Ὥ mit Schwierigkeit ‍ᶻ in der 
Kontrollgruppe und ‍ᶻ  in der Experimentalgruppe zum ersten Zeitpunkt 

 
Anmerkung. –  Schwierigkeitsdifferenzparameter, welcher den Unterschied zwischen Kontroll- und 

Experimentalgruppe zum ersten Testzeitpunkt ὸ angibt. In der Abbildung ist – π, sodass das Item in der 

Experimentalgruppe schwieriger war, was einem geringeren Fähigkeitsniveau in der Experimentalgruppe zu 

diesem Zeitpunkt entspricht. 

In Abbildung 5.8 ist eine Designmatrix eines LLTM zur Berechnung von Lerneffekten bei zwei 

Messpunkten mit zwei Gruppen dargestellt (vgl. Mair & Hatzinger, 2007). In der obersten Zeile 

stehen alle Parameter, die in diesem Modell geschätzt werden müssen. Mit den 

Itemschwierigkeiten in der Kontrollgruppe zum ersten Zeitpunkt (‍ȟȣȟ‍ ) und den 

Schwierigkeitsdifferenzparametern, welche die Unterschiede zwischen beiden Gruppen zum 

ersten Testzeitpunkt (– ), zwischen beiden Testzeitpunkten (– ) sowie zwischen beiden 

Gruppen und zwischen beiden Testzeitpunkten (– ) angeben, lassen sich die 

Itemschwierigkeiten aller virtuellen Items ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ berechnen. Beispielsweise lässt sich die 

Itemschwierigkeit des ersten Items in der Experimentalgruppe zum zweiten Zeitpunkt, also das 

virtuelle Item ‍ẗ
ᶻ , durch die Linearkombination ‍ẗ

ᶻ ‍ – – –  

berechnen. In dieser Linearkombination wird der Unterschied der beiden Gruppen zum ersten 

Zeitpunkt (– ), der Unterschied zwischen beiden Zeitpunkten innerhalb der 

Experimentalgruppe (– ) und der Gruppenunterschied zwischen beiden Zeitpunkten 

(– ) berücksichtigt. Da der Gruppenunterschied zum ersten Zeitpunkt berücksichtigt wird, 

kann der Lernzuwachs in beiden Gruppen verglichen werden. Dieser Lernzuwachs, also der 

Unterschied zwischen den Zeitpunkten, wird in zwei Schwierigkeitsdifferenzparameter 

unterteilt, sodass durch –  der gesamte Lernzuwachs der Kontrollgruppe und durch –  

der zusätzliche Lernzuwachs der Experimentalgruppe gegenüber der Kontrollgruppe 

quantifiziert wird. In der Zeile des virtuellen Items ‍ẗ
ᶻ  haben die Spalten der 

Schwierigkeitsdifferenzparameter, die in dieser Linearkombination vorkommen, jeweils den 

Wert ρ. Alle anderen Einträge haben den Wert π. Durch die negativen Werte in der 
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Designmatrix werden Schwierigkeitsparameter berechnet. Mit  positiven Werten, d. h. ρ, 

werden stattdessen Leichtigkeitsparameter berechnet. 

Abbildung 5.8 Designmatrix mit 18 Items, zwei Gruppen und zwei Zeitpunkten zur Bestimmung 

von Lerneffekten 

 
Anmerkung. ‍ȟȣȟ‍  Itemschwierigkeitsparameter der 18 verwendeten Items; ‍ᶻȟȣȟ‍ᶻ  

Itemschwierigkeiten der virtuellen Items, welche sich durch zwei Gruppen zu zwei Testzeitpunkten (ρψẗςẗς) 
ergeben; –  Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen Kontroll- und Experimentalgruppe zum ersten 

Testzeitpunkt; –  Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen beiden Testzeitpunkten; –  

Schwierigkeitsdifferenzparameter zwischen beiden Testzeitpunkten zwischen Kontroll- und Experimentalgruppe. 






















































































































































































































































































































































































































